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Résumé

Cette thése comprend deux parties indépendantes. La premiere partie regroupe des
contributions a l’analyse polyadique. On récapitule les propriétés de I'anneau (non in-
tegre) des entiers polyadiques vu de facon globale comme limite projective des quo-
tients finis de ’anneau des entiers rationnels, plutdot que comme produit d’anneaux p-
adiques. On étudie les suites récurrentes linéaires, en donnant un critéere simple pour
qu’elles soient prolongeables en une fonction continue définie sur I’anneau des entiers
polyadiques. On donne une base de « van der Put » des fonctions continues sur 1'an-
neau des entiers polyadiques, et on termine par I'étude de la théorie du logarithme en
analyse polyadique.

La seconde partie présente de nouveaux algorithmes qui recherchent des solutions
rationnelles des systemes linéaires aux différences a coefficients polynomiaux (ou bien
d’équations linéaires scalaires aux différences) dans un corps de caractéristique nulle.
Nous examinons les algorithmes usuels de calcul formel et nous proposons quelques
nouveaux algorithmes pour résoudre ce probleme. La complexité et une comparaison

en temps des implémentations des algorithmes sous Maple sont présentées.

Abstract

This thesis consists in two independent parts. The first one gathers some contribu-
tion to polyadic analysis. We summarize properties of the (not entire) ring of the poly-
adic integers, seen in a global way as the projective limit of the finite quotients of the
ring of rational integers, rather than as a product of p-adic rings. We study linear re-
currence sequences, giving a natural criterium for the interpolation of linear recurrence
sequences to continuous functions over the ring of polyadic integers. We give a « van
der Put » basis for continuous functions on the ring of polyadic integers, and we end by
investigation of the theory of logarithm in polyadic analysis.

In the second part, we consider the problem of computing rational solutions of linear
difference systems (or scalar equations) with polynomial coefficients over a field of zero
characteristic. We discuss algorithms that are currently used and propose some new
algorithms for solving this problem. A complexity analysis and a time comparison of
the algorithms implemented in Maple are presented.






Introduction

Dans cette thése, il y a deux parties indépendantes, correspondant a deux objectifs

distincts.

Le premier est de contribuer au développement de I'analyse polyadique (chapitres
I a V), car ce sujet, bien qu’il soit d'un abord simple et d'un intérét certain, est assez
peu développé jusqu’a présent; Lenstra [37] par exemple écrit : « Profinite integers do
not enjoy widespread popularity among mathematicians », tout en soulignant que le sujet est
« eenvoudig en aanstekelijk » (simple et accrocheur).

Le second (chapitre VI) est de donner certains algorithmes de calcul formel qui
construisent des solutions rationnelles d’équations aux différences linéaires a coeffi-

cients polynomiaux sur un corps de caractéristique nulle.

Commencons par le premier objectif : 1’objet fondamental de 1’analyse polyadique
(que Lenstra appelle pour sa part « profinite analysis ») est I'anneau Z défini comme
limite projective des quotients finis de Z. Priifer [46], von Neumann [54] et van Dant-
zig [51] sont parmi les premiers qui ont étudié cet anneau et certaines de ses propriétés.
C’est pourquoi cet anneau Z est parfois appelé I'anneau de Priifer. Ses éléments ont recu
des noms divers : Priifer les a appelés nombres idéaux, von Dantzig a proposé le vo-
cable de nombres universels ; quant a Lenstra, il parle d’entier profini. C’est, semble-t-il,
Novoselov [43] qui les a baptisés nombres polyadiques, terminologie que nous repre-
nons, car elle montre bien le parallele avec les nombres p-adiques. Novoselov est celui
qui en a fait les études les plus poussées, publiant en particulier une monographie que
nous n’avons pu malheureusement lire car elle est en russe. Il a en particulier étudié les
développements en séries entieres des fonctions usuelles par analogie a 1’analyse com-
plexe ou p-adique. Lenstra [37] a utilisé cette théorie, pour en particulier déterminer les
points fixes de la fonction polyadique qui interpole les nombres de Fibonacci.

La raison essentielle pour laquelle I’analyse polyadique est si peu utilisée réside sans
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doute dans l'idée qu’elle devrait se ramener a l’analyse p-adique. On sait en effet que
I’anneau Z des entiers polyadiques est le produit direct de tous les anneaux p-adiques
Z, (en termes plus savants, un entier polyadique est la partie finie d'un adéle entier
de Q); ainsi, pour qu’une suite d’éléments de Z soit convergente, il faut et il suffit
que ses composantes p-adiques convergent p-adiquement pour tous les nombres pre-
miers p. Or, un grand nombre de travaux ont développé l’analyse p-adique, qui est par
exemple bien synthétisée par Alain Robert [49], Yvette Amice [14], etc. C’est pourquoi
on pourrait penser que l’analyse polyadique n’est qu'une maniére détournée d’énoncer
des propriétés qui relevent en fait de I'analyse p-adique, ou non archimédienne. Nous
verrons cependant qu’il est possible d’utiliser des méthodes globales permettant dans
certains cas une étude plus directe de propriétés analytiques. Plus spécifiquement, notre
contribution a I’analyse polyadique regroupe trois études : a) un critere général d’inter-
polation polyadique des suites récurrentes linéaires (chapitre III) ; b) la construction de
« bases de van der Put » pour les fonctions continues (chapitre IV); c) la théorie du
logarithme sur Z (chapitre V).

Ces ébauches de théories sont intéressantes car elles permettent de voir jusqu’ou
peuvent mener les méthodes globales que nous développons. Nous verrons que le ca-
ractére non integre de I'anneau Z n’est en aucun cas un obstacle dirimant pour ces
études. Nous les proposons comme une approche possible, laissant a des travaux ulté-
rieurs la possibilité de développer des théories analogues sur des objets plus généraux :

on pense par exemple a la théorie du logarithme sur des extensions finies de Z.

En ce qui concerne le second objectif : les solutions rationnelles d"une équation li-
néaire aux différences sont trés importantes, car elles sont en principe calculables et
peuvent parfois servir a construire d’autres types solutions. Nous nous intéressons
au probléme du calcul de ces solutions rationnelles d’équations linéaires. De facon
équivalente, on considere le cas d'un systeme linéaire aux différences de la forme
Y(x+1) = A(x)Y(x), o A(x) est une matrice carrée inversible a coefficients dans
le corps k(x), ot k est un corps de caractéristique nulle; une solution rationnelle est
alors un vecteur rationnel. Van Hoeij [52] a montré que toute équation non-homogene
se ramene a une équation homogene, par conséquent nous nous restreignons aux équa-
tions homogenes. Nous discutons des algorithmes de calcul formel actuellement utilisés
(voir [45; 11; 12; 53], etc.) et proposons de nouveaux algorithmes pour résoudre ce pro-
bleme. Une analyse de complexité et une comparaison de la rapidité d’exécution des

algorithmes implémentés dans Maple sont présentées.



Passons a la description sommaire du contenu des différents chapitres.

Dans le chapitre premier, nous faisons une mise au point sur la notion de limite
projective. En effet, cette notion est souvent présentée sous une forme restrictive, en
n’utilisant que des systemes projectifs indexés par des ensembles partiellement ordon-
nés filtrants. Dans le but d’avoir une théorie plus souple, certains auteurs comme Mac
Lane [39] ont étendu ce cadre a des systéemes indexés par des catégories, et nous repre-
nons ce point de vue qui permet de voir qu'un produit n’est qu'un cas particulier de
limite projective. Nous retrouvons des résultats bien connus caractérisant les espaces
topologiques profinis, les groupes topologiques profinis et les anneaux topologiques
profinis. Les propositions 1.5.3 et 1.5.4 fournissent un critere d’invariance de la limite
projective qui semble nouveau, plus simple mais plus faible que la cofinalité développée
par Grothendieck et Verdier [16] mais qui est largement suffisant pour pouvoir montrer
que Z est limite projective des anneaux Z/n!Z.

Le chapitre II étudie de facon générale la notion de filtration factorielle d'un groupe
abélien quelconque : c’est une fagon tres simple de topologiser un groupe abélien, que
nous n’avons pas retrouvée dans la littérature sur les groupes topologiques. Le théo-
réme I1.1.10 montre une raison possible de cette lacune : c’est que la topologie d'un
groupe topologique profini de type fini est toujours sa topologie factorielle, ce qui pour-
rait expliquer pourquoi les auteurs ont choisi une autre voie d’approche de ces topolo-
gies. Cette filtration factorielle permet de définir pour tout groupe abélien A un groupe
abélien A jouant a I’égard de A le rdle d’un complété pour la topologie factorielle, dans
la méme position que Z a I'égard de Z. Le lemme I1.2.3 permet de relier les filtrations
factorielles de A et de A ; cette relation est un outil indispensable pour la suite. La pro-
position I1.2.10 explicite une propriété universelle de A. Le résultat le plus fort que nous
obtenons dans 'étude de la filtration factorielle est notre proposition 11.3.2 : tout sous-
groupe fermé d’un groupe séparé complet est lui-méme séparé complet; malgré son
aspect tautologique, cet énoncé est hautement non trivial, car la topologie induite sur le
sous-groupe par la topologie factorielle du sur-groupe n’est pas en général la topologie
factorielle du sous-groupe. Il en résulte en particulier que A est toujours séparé et com-
plet pour la topologie factorielle (corollaire II.3.5). Dans un dernier paragraphe, nous

étudions plus spécialement les propriétés de Z.

Le chapitre III résume les propriétés des suites récurrentes linéaires et spécialement
de la suite de Fibonacci. Un critere d'uniforme continuité pour les suites d’éléments

d’un groupe abélien (proposition III1.2.1) fournit directement, par un théoréme de pro-
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longement trés connu en topologie générale, notre critere d’interpolation pour les suites
récurrentes linéaires (théoreme I11.2.2).

Le chapitre IV fournit une introduction a une théorie possible des modules topo-
logiques de fonctions, encore qu’on n’y étudie que 1'unique exemple du module des
fonctions continues de Z dans un anneau filtré séparé R : en effet nous définissons une
notion de base orthonormale, et nous montrons 1’existence d’une telle base, directement
analogue a la base de van der Put bien connue en analyse p-adique.

Dans le chapitre V, nous étudions comment définir une « fonction logarithme », c’est-
a-dire un homomorphisme continu du groupe multiplicatif Z* des éléments inversibles
de Z dans le groupe additif Z. idée de base est fournie par la remarque suivante : si
a € R*, alors

a* —1

li =1 .
liy = = @)

Par analogie, nous essayons de définir le logarithme de a € Z* comme limite (au sens
de la topologie factorielle de Z) du « rapport » de a”™ — 1 a n! quand n tend vers I'infini.
Mais ici, I'existence méme de ce rapport dans Z n'est pas évidente, puisque n! n’est pas
inversible dans Z (sauf si n = 1). Nous commengons donc par montrer l'existence d'un

nombre polyadique A, (a) tel que
a" —1=nlA,(a)

et montrons que la suite de fonctions (A,),>1 converge uniformément sur Z*. La li-
mite fournit donc le logarithme voulu. Nous étudions aussi la dérivabilité (au sens de
Novoselov) de ce logarithme. Cette étude est complétée par celle de I’exponentielle.

Dans le chapitre VI, on se donne une équation linéaire aux différences, cas sca-
laire (VI.2) ou sous forme d’un systeme (VI.1). Comme notre algorithme est basé sur
la construction de 'ensemble M que nous définissons ainsi que I’ensemble analogue a
I’ensemble S de [52] dans la section VI.3. Nous décrivons dans les sections V1.4.1, VI1.4.2
l'algorithme (connu) qui construit le dénominateur universel et les bornes a dénomina-
teurs (denominator bounds).

Notre algorithme est proposé dans la section VI.6.1. Il est basé sur la construction de
I'ensemble des polyndmes irréductibles qui divisent les dénominateurs des solutions
rationnelles, et sur la recherche d"une borne des puissances (exposants ) de ces poly-
nomes, de plus, cet algorithme Ay; les trouve d’'une maniere tout a fait simple. Une

version de cet algorithme qui calcule rapidement 1'ensemble de telles puissances est
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proposée dans la section V1.6.2, il s’agit de 1’algorithme AJ;.

Des qu’on construit le dénominateur universel, on peut réduire, par la substitution
(VL5) (respectivement. (VI.6)), le probleme de trouver des solutions rationnelles des
équations (VI.2) et (VI.3) (respectivement. du systéme VI.1) au probleme de trouver des
solutions polynomiales. Donc, on peut utiliser les deux algorithmes suivants, a savoir
l'algorithme [2; 7] dans le cas des équations scalaires, et celui qui lui correspond [6; 18;
35] dans le cas d"un systeme.

Dans la section VI1.4.3, nous décrivons l'algorithme van Hoeij [52], appliqué sur le
corps des nombres complexes (k = C) pour résoudre le systeme (VI.1). Il trouve des
solutions rationnelles appelées « bornes a dénominateur » (denominator bounds ). La sub-
stitution convenable est utilisée. Dans la section VI.5, nous proposons une version ap-
propriée de cet algorithme (algorithme Ap ) appliquée dans un corps de caractéristique
nulle, et sur des équations scalaires de la forme (VI.2) et (VL.3).

Dans la section V1.7, on montre que 1’algorithme A}, construit le méme dénomina-
teur universel et a un cott plus faible (faible complexité) que les algorithmes décrits
dans les sections VI1.4.1, V1.4.2.

L’approche liée a I'algorithme de van Hoeij [52], peut donner une substitution plus
productive. Mais ce n’est pas si simple, dans le cas général. En combinant 1'un des deux
algorithmes Aj;, Ap avec un algorithme (c’est la méme chose dans les deux cas) qui
trouve toutes les solutions polynomiales, on obtient les algorithmes (A[;), (Ap) qui
construisent toutes les solutions rationnelles.

Dans la Section V1.8, on montre que, pour trouver les solutions polynomiales d'une
équation, la complexité de (A[;) est plus faible que celle de (Ap). Dans la Section
VI.9, nous rapportons quelques expérimentations qui confirment 1’avantage de notre
approche qui permet de trouver les solutions rationnelles (pour ces expérimentations,
D.Khmelnov a implémenté ces algorithmes).

Dans la Section VI.10, nous proposons quelques changements du schéma tradition-
nel pour trouver les solutions rationnelles des équations homogenes scalaires a coeffi-
cients polynomiaux. Dans de nombreux cas, ces changements permettront de prédire (a
un stade précoce) I’absence de solutions rationnelles.

Le contenu de ce chapitre est publié dans [31; 8; 30; 10; 9].






Mise au point sur la limite projective

I.1 Introduction

La notion de limite projective fournit le cadre de construction des entiers poly-
adiques, objet de base de notre étude. C’est une notion trés générale et trés bien connue,

que nous allons néanmoins revisiter car son traitement differe selon les sources.

En effet, la notion de limite projective est définie d’au moins deux facons différentes
selon les auteurs. Alors que certains [48; 32] la réservent aux limites de diagrammes in-
dexés par un ensemble partiellement ordonné filtrant, d’autres comme [39] admettent
des cas plus généraux, en permettant de l'appliquer a des diagrammes indexés par
des catégories. Dans ce travail, nous reprenons la deuxiéme définition car elle est plus
flexible et en particulier nous permettra de considérer directement les produits comme

un cas particulier de limite projective.
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Catégories et ensembles préordonnés

La notion de catégorie est fondamentale en mathématiques. Pour une catégorie C
notons ob(C) la classe dont les éléments sont les objets de C et FI(C) la classe dont les
éléments sont les fleches de C. Si f est une fleche de la catégorie C, notons par dom¢ (f)
le domaine de f dans la catégorie C et par cod¢(f) le codomaine de la fleche f dans C.
Ces derniers doivent par définition satisfaire certaines propriétés voir [32]. Dans la suite
on note par Idg € FI(C) l'identité de l'objet E € 0b(C), et par Hom¢ (E, F) I'ensemble
des C-fleches de domaine E et de codomaine F.

Nous allons expliquer le lien entre catégories et ensembles préordonnés.

Définition 1.2.1. On appelle ensemble préordonné la donnée (I, R) d’un ensemble I et d'une
relation binaire R sur I telle que :

R est réflexive, c’est a dire pour tout i dans I , iRi;

R est transitive, cest a dire pour tout (i,j,k) € I3, si iRjet jRk alors iRk.

Soit (I, R) un ensemble préordonné. On note par I la catégorie telle que ob(Il) = I et
FI(D) = {(i,]) € I%; iRf};
avec la loi de composition partielle o telle que
V(i j), (k) € FI), (j.k)o (i) = (i, k).
On considere domy et cody : FI(I) — ob(I) sont de sorte que
V(i,j) € FI(T), cody(i,j) =] et domy(i,j) = 1.

Le fait que I vérifie les conditions de définition d"une catégorie découle directement de
la réflexivité et de la transitivité de R. On remarque que pour tout couple (i, j) d’objets
de I, la classe Homy (7, j) a au plus un élément.

La construction de la catégorie I est fonctorielle. En effet les fleches dans la catégorie

des ensembles préordonnés sont les applications f : I — I’ isotones au sens que
V(i,j) € I>, iRj implique f(i)R'f(j),

en notant R la relation de préordre sur I et R’ celle sur I’. A une telle application isotone
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f : I — I on peut associer une fonction F de FI(I) dans FI(I') par

V(i,j) € FI(M), F(i,j) = (f(i), f(})) € FI(I').

Alors la donnée de f : ob(I) — ob(I') et de F : FI(I) — FI(I') constitue un foncteur f
de T dans I'. Ici f — f est un foncteur de la catégorie des ensembles préordonnés vers
la catégorie des catégories, dont les fleches sont les foncteurs.

Dans la suite nous identifierons toujours un ensemble préordonné I avec une catégo-
rie : c’est pourquoi nous utiliserons la méme notation I pour un ensemble préordonné

quelconque et la catégorie qui lui est associée.

Systéme projectif

Définition 1.3.1. Soit C une catégorie. Un systeme projectif ( ou systeme inverse) dans C est la
donnée d'une catégorie I et d'un foncteur contravariant F de I dans C.

On appelle I la catégorie des indices du systéme projectif (I, F). On dit aussi que le
systéeme projectif F est indexé par la catégorie I. Par abus de notation, on se contente

souvent d’utiliser la notation F pour désigner le systéme projectif (I, F).

Exemple 1.3.2. Sion prend, C la catégorie des anneaux et I = (IN, <) la catégorie de I'ensemble
des entiers naturels avec la relation d’ordre usuelle. Le foncteur F de I dans C qui associe a tout
objet i de N 'anneau F(i) = Z./ p'Z et a toute fleche ij = j — i avec j < i le morphisme naturel
F(ij) de F(i) dans F(j) (qui associe & a + p'Z I'élément a + p/Z). On obtient le systeme

- = Z/p*Z — Z./pZ — Z./p°Z = {0}

Soit I une catégorie fixée, les systémes projectifs de la catégorie C indexés par I
forment une catégorie C!, dont les morphismes sont les transformations naturelles. On

rappelle la définition des transformations naturelles

Définition 1.3.3. Soient C, I deux catégories et F, G deux foncteurs contravariants de la caté-
gorie I vers C. Une transformation naturelle y de F dans G consiste en la donnée pour tout objet
A de ob(I) d'une fleche (A) = na : F(A) — G(A) de la catégorie C, vérifiant la condition
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que si f : A — B est une fleche quelconque de 1, le diagramme

F(B) —2~ G(B)
F(f)l lcm
)

F(A)—=G(A

commute. La fleche 11(A) = n 4 est appelée composante en A de la transformation naturelle 1.

CoOnes

Dans ce paragraphe, on reprend les mémes notations que [39], les objets d"une caté-
gorie quelconque sont notés par ob() et les fleches par FI(). Soient I et C deux catégories,
A un objet de C, on associe a ces données un objet A(A) de C! par

Vi€ob(l), A(A)() = A,
VfeFI(I), A(A)(f) = 1da

Cet objet A(A) de C! prend le nom de systéme projectif constant associé a 1’objet A de
ob(C). De plus, si m : A — B est une fleche de la catégorie C, on lui associe A(m) la
transformation naturelle de A(A) dans A(B) telle que la composante en un objet j de I
de la transformation A(m) est

A(m)j = m € Home (A(A)(j), A(B)(j))-

En effet le diagramme

AA) () 3y ABIG)

commute pour toute fleche f : j — i. Ainsi A est un foncteur covariant de C dans C!
appelé foncteur diagonal. Dans la suite on a besoin de la définition suivante (cf. [39])

Définition 1.4.1. Soit (I, F) un systeme projectif de la catégorie C indexée par la catégorie
I. Un cone au-dessus de F est la donnée (A, ) d'un objet A de C et d’une transformation
naturelle 7t : A(A) — F. Ceci signifie que pour tout objet i de I on se donne une composante



1.5

Section I.5. Limites projectives 17

i+ A = N(A)(i) — F(i) de sorte que le triangle

commute pour toute fleche f : j — i dans la catégorie des indices.

Les cones au-dessus d'un foncteur contravariant F d’une catégorie I dans C sont les
objets d'une catégorie Cone(F). Les fleches de la catégorie Cone(F) de domaine (A, 77)
et de codomaine (A’, 7t’) sont les C-fleches u : A — A’ telles que 77’ o A(u) = 71, ce qui
revient & dire que le diagramme (dans la catégorie C!)

est commutatif.

Limites projectives

Définition et unicité des limites projectives

Définition 1.5.1. Soit (I, F) un systeme projectif d'une catégorie C indexée par la catégorie
I. On appelle limite projective de (I, F) ou tout simplement limite projective de F, tout objet
terminal de la catégorie Cone(F).

Cette définition signifie qu'un cone (L, 7r) est limite projective de F si seulement si,
pour tout cone (A, p) au-dessus de F, il existe une unique fleche de (A, p) dans (L, )
de la catégorie Cone(F). Autrement dit, le cone (L, 77) est limite projective de F si et
seulement si il satisfait la propriété universelle : pour tout cone (A, p) au-dessus de F, il

existe une unique fleche m : A — L de la catégorie C telle que 7t o A(m) = p.

Proposition 1.5.2 (Propriété d'unicité). Soit (I, F) un systeme projectif d’une catégorie C
indexé par une catégorie I. Si (L, 7r) et (L', 7t") sont deux limites projectives de F alors il existe
un unique isomorphisme u : L — L' de la catégorie C tel que 7’ o A(u) = .
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Démonstration. En effet, il y a unicité d'un objet terminal a isomorphisme prés dans
n’importe quelle catégorie ( cf. [32] page 47 ). Il suffit d’appliquer ce résultat a la catégo-
rie Cone(F). O]

Notation Soit (I, F) un systeme projectif d'une catégorie C indexé par une catégorie I.
On convient de noter lim_ F tout objet L de la catégorie C tel qu'il existe une transforma-
tion naturelle 7t : A(L) — F de sorte que (L, 7r) soit une limite projective de F. D’apres

la propriété d'unicité, un tel objet, s’il existe, est unique a isomorphisme pres.

Changement de variable dans les limites projectives

Une propriété importante des limites projectives est leur invariance (a isomorphisme
pres) par rapport a certains "changements de variable". Cette propriété est souvent ex-
primée, dans le contexte plus restreint des limites projectives de systémes indexés par
un ensemble préordonné filtrant, par une condition dite de cofinalité [23; 48]. Une étude
trés poussée des généralisations de la cofinalité figure dans 1'article [16]. Nous nous
contenterons ici d'une version plus faible et plus simple, mais qui reste bien adaptée a
I’étude des limites projectives de systémes indexés par une catégorie.

Proposition 1.5.3. Soit (I, F) un systeme projectif dans une catégorie C (au sens de notre défi-
nition 1.3.1). On se donne une catégorie I', munie de deux foncteurs covariants G : I' — I et
H : I — I'. On suppose qu'il existe une transformation naturelle ¢ du foncteur identité Id; de
la catégorie I dans le foncteur G o H, et une transformation naturelle 1 du foncteur identité Id
de la catégorie I' dans le foncteur H o G telles que

Vi' € ob(I'),  G(¢r) = ¢g() -

Notons (L, 1t) 'éventuelle limite projective du systeme projectif (I, F), et (L, p) I'éventuelle
limite projective du systeme projectif (I', F o G). Alors (L, 7t) existe si et seulement si (L', p)
existe; en outre, quand elles existent, L et L sont isomorphes dans la catégorie C.

Démonstration. Supposons d’abord que (L, 77) existe. On pose alors L' = L et, pour tout
objet i’ de la catégorie I’, posons

or = o : L= F(G(i)) = (Fo G)(7).
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Pour toute fleche f’ : ' — j’ dela catégorie I, on a, puisque (L, 77) est un cOne au-dessus
de F:

(FoG)(f')opy = F(G(f')) o mg(ry = gy = pir s

ce qui montre que (L, p) est un cone au-dessus de F o G.
Il nous reste a vérifier que ce cone (L, p) au-dessus de F o G satisfait la propriété
universelle des limites projectives. Soit (A, g) un cone au-dessus de F o G. Posons, pour

tout objet i de la catégorie I,

pi = F(@i) o qua) + A — F(i).

Alors, pour toute fleche f : i — j dans la catégorie I, nous avons, en exploitant la
fonctorialité de F et la naturalité de ¢ :

F(f)opj=F(f)o (F(¢j) o qm(j)) = F(@jo f) o quijy = F((G o H)(f) o ¢i) o qn(;)-

En utilisant une nouvelle fois la fonctorialité de F, on en tire

F(f)opj=F(¢:)o ((FoG)(H(f))°qu) -

Or, puisque H(f) : H(i) — H(j) et (A, q) est un cone au-dessus de F o G, on a

(FoG)(H(f)) °qu(j) = 9n)

ce qui permet de conclure a 1'égalité

F(f)opj = F(9i) o qui) = pir

ce qui acheve de montrer que (A4, p) est un cone au-dessus de F. Comme (L, 77) est limite
projective de F, on en déduit qu’il existe une unique fleche u : A — L de la catégorie C
telle que

Vi € ob(I), pi=Tiou.

Soit maintenant i’ un objet quelconque de la catégorie I’. On a

pirou = 75y o u = pg(iry = F(@ciin) © qiroc) iy = (F o G) (i) © q(roc) (i)

En outre, puisque ¢ est une fleche de la catégorie I’ dont le domaine est i’ et le codo-
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maine est (H o G)(i’), le fait que (A, g) est un cone au-dessus de F o G entraine I'égalité

(F o G)(¥r) © 4(Hoc) (i) = 91~

On en déduit que p; o u = gy pour tout objet i’ de la catégorie I'. D’autre part, s’il existe
une autre fleche v : A — L de la catégorie C telle que py o v = gy pour tout objet i’ de la
catégorie [ ' ona, pour tout objet i de la catégorie I :

pi = F(¢i) 0 quiy = F(9i) © pniy © v = F(@i) 0 (i) © -

Or, puisque (L, 7r) est un cone au-dessus de F, on sait que

F(¢:) o g ny) = i -

On voit donc que p; = 71; 0 v pour tout objet i de la catégorie I, donc v = u par unicité

de u. Ceci acheve de montrer que (L, p) est limite projective de F o G.

Réciproquement, supposons l'existence de la limite projective (L', p) du foncteur
contravariant Fo G : I’ — C. On pose alors L = L’ et, pour tout objet i de la catégorie I

mt; = F(@i) o pugy : L — F(i) .

Pour toute fleche f : i — j dans la catégorie I, on a

F(f)omi=F(f) o F(gj) opn() = F(@jo f)opm()-

Par naturalité de ¢, on sait que ¢; o f = G(H(f)) o ¢;, par conséquent

F(f) o = F(¢;) o (FoG)(H(f)) O PH() -

Or, puisque p est transformation naturelle de A(L") vers Fo G, on a (Fo G)(H(f)) o
PH(j) = PH(i)- En définitive, on trouve l'égalité

F(f) o= F(gi) o prg) = i

qui exprime la naturalité de 7 : A(L) — F. Cela veut dire que (L, 77) est un cone au-
dessus de F.

Vérifions ensuite que ce cone (L, 77) satisfait la propriété universelle des limites pro-
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jectives. Soit (A, p) un cone au-dessus de F. Posons alors, pour tout objet i’ de la catégo-
rie I
qir = pG(i') L — (F 9] G) (Z/) .

Alors, pour toute fleche f' : i’ — j' dans la catégorie I’, nous avons

(FoG)(f')oqy = F(G(f)) o pg(jny = Pa(iry = v

ce qui fait voir que (A, q) est un cone au-dessus de F o G. Comme (L', p) est limite
projective du foncteur F o G, on en déduit qu'il existe une unique fleche u : A — L tel
que

Vi’ € ob(I'), gir = Py OU .

Pour un objet i de la catégorie I, on a alors
7o u = F(¢;i) o pp(iy o u = F(¢i) © qu(iy = F(9i) © pGomy (i)
Comme p : A(A) — F est naturelle, on a F(¢;) o p(goy(i) = pi- On en tire
Vi € ob(I), T ou = pj.

Il reste seulement a montrer 'unicité de la fleche u : A — L satisfaisant cette derniére
égalité. Supposons donc donnée une fleche v : A — L telle que

Vi € ob(I), Tiov = p;.
Alors, pour tout objet i’ de la catégorie I, on a

qr = Pe(i) (définition de q)
= TG(i") O 0 (hypothese sur v)
= F(9g(ir) © PH(G(i)) © 0 (définition de 77)
= (Fo G)(¥r) o p(Hog)(ir) © ¥ (relation entre ¢ et 77)
=y 00V (naturalité de p : A(L) — Fo G).

Par définition de u, on en conclut v = u, achevant de montrer que (L, 71) est limite
projective de F.

En outre, si (L, 77) et (L/,p) existent en tant que limites projectives respectivement
% q proj p
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du systeme projectif (I, F) et du systeme projectif (I, F o G), alors d’apres ce qui pré-
cede, on peut choisir p’ pour que (L, p’) soit aussi limite projective de (I', F o G), d’out
l'isomorphisme L ~ L’ dans la catégorie C par la proposition 1.5.2. O

Dans le cas particulier ol I et I’ sont des ensembles préordonnés, la propriété d’in-

variance prend la forme qui suit.

Proposition 1.5.4. Soit (I, F) un systeme projectif dans une catégorie C indexé par l'ensemble
préordonné 1. Soit I un ensemble préordonné, muni de deux applications isotones G : I' — I et

H: 1 — I'. On suppose que ces deux applications vérifient les propriétés :
Vieob(I), i< G(H(i)) et Vi'eob(I'), i'<H(G({)).

Notons (L, 7t) 'éventuelle limite projective du systeme projectif (I, F), et (L, p) I'éventuelle
limite projective du systeme projectif (I', F o G). Alors (L, i) existe si et seulement si (L', p)
existe; en outre, quand elles existent, L et L’ sont isomorphes dans la catégorie C.

Rapports entre les notions de produit et de limite projective

Définition I.5.5. Une catégorie I est dite discréte si toutes ses fleches sont des identités, c’est a
dire lorsqu’on a
FI(I) ={Idy, A € 0b(I)}.

Quand la catégorie d’indices I du systéme projectif (I, F) est discrete, une éventuelle
limite projective de F prend le nom de produit, et est noté [;c,y1) F (7). Nous allons
voir que ce cas particulier de limite projective peut étre utilisé pour décrire des limites

projectives quelconques.

Définition 1.5.6. Soit I une catégorie quelconque. La discrétisée de I est la catégorie I telle que
ob(Ip) =ob(I), Fl(lp) ={Ida, A €ob(I)}.

Pour toute catégorie I, soit Iy sa discrétisée (qui est une sous catégorie de I). On a
évidemment un foncteur d’oubli O : Iy — I, notons par A le foncteur diagonal de C
dans Ch. Si (I, F) est un systéme projectif d’une catégorie C indexée par la catégorie
I, on peut lui associer le systeme projectif (Ip, F o O), en effet F o O est un foncteur

contravariant de Iy dans C.
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On fait maintenant ’hypothese que ces deux systémes projectifs (I, F) et (Ip, F o O)
ont chacun une limite projective dans C. On va noter (L, 77) une limite projective de F et
(P = TITicon(r) F(i), p) une limite projective de F o O.

Dans cette situation, nous identifierons toute transformation naturelle de A(L) dans
F a une transformation naturelle de Ag(L) dans F o O; en effet, ces deux types de trans-
formations naturelles sont ( 1'une et 1’autre) constituées par la donnée, pour tout objet
de ob(I), d’une C-fleche 71; : L — F(i), le tout assujetti a certaines conditions de commu-
tations, et il est facile de voir, puisque Iy est une sous catégorie de I, que les conditions
pour étre transformation naturelle de A(L) dans F sont plus restrictives que celles qui
permettent d’étre transformation naturelle de Ag(L) dans F o O.

Puisque (L, 7r) est limite projective de F, on sait que 7 est une transformation natu-
relle de A(L) dans F. On peut aussi la voir comme transformation naturelle de Ay(L)
dans F o O, c’est a dire que (L, 7r) peut étre considéré comme un cone au-dessus de
F 0 O. Par définition de (P, p) comme limite projective du systeme projectif (Iy, F o O),
on en déduit I'existence d'une unique C-fleche m : L — P telle que

T =polAy(m) (L.1)

Rappelons que le membre de gauche 7 de (I.1), qui était a priori une transformation
naturelle de A(L) dans F, doit étre interprété comme une transformation naturelle de
Ao(L) dans F o O. Remarquons, en outre que la relation (I.1) entre transformations na-

turelles équivaut a la condition
Vieob(l), m=pjom. (L2)

La propriété suivante de cette fleche m nous montre qu’une limite projective quelconque
peut toujours étre vue comme un sous-objet d'un produit, a la seule condition que ce
produit existe.

Proposition 1.5.7. Soit (lim F, 7v) une limite projective de F et (P = TTicop(ry F(i), p) une

limite projective de F o O. La fleche m de L dans P est un monomorphisme.

Démonstration. Soit un objet A de C et deux fleches paralleles u,v : A—=1L telles
que mou = mov. D’apres l'unicité de (I.1) la transformation naturelle 77 o A(u) de
A(A) dans F a mémes composantes que la transformation naturelle p o Ag(m) o Ag(u)
de Ayp(A) dans F o O.
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Orona
p oAO(m) OAO(M) =p oAO(m ou) =p vo(m ov) = pvo(m) OAO(U).

Toujours d’apres 1’égalité (I.1), la transformation naturelle p o Ag(f) o Ag(v) a mémes

composantes que la transformation naturelle p o A(v) on en déduit que
pol(u) =rmoh(v)

ce qui par définition de la limite projective (L, 77) entraine que u = v. O

Dans les bons cas, on peut aller plus loin et montrer que la fleche m est un égaliseur
(pour rappeler la définition de Iégaliseur cf. [32] §16 ). Soit (I, F) un systéme projectif de
la catégorie C indexée par une catégorie I. Soit D la catégorie discrete dont les objets sont
les I-fleches. On définit un unique foncteur S (contravariant aussi bien que covariant)

de D dans C en spécifiant I'objet de C associé a un objet de D par

S(f) = F(dom;(f)).

On suppose maintenant que les produits

Q= [[ F((domi(f))= [T s(f)

fEFI(I) feob(D)

et

P= T FG@)

icob(I)
existent dans la catégorie C. Par conséquent, on dispose de deux transformations natu-

relles

g :AQ)—S, (I.3)
et p :A(P)— FoO.

On définit deux C-fleches paralleles a, B de P dans Q, en exploitant le fait que Q est le
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produit des S(f), en posant

Vf € Ob(D) = Fl([), qu o = pdoml(f) (14)
et gy ofp = F(f) © Peod;(f)- (1.5)

Proposition 1.5.8. Si (L, ) est une limite projective de F dans la catégorie C, alors I'unique
fleche m : L — P telle que
Vieob(I), pijom=rm

est un égaliseur de « et .

Démonstration. La premiere étape est de montrer que x o m = o m. Les C-fleches w om
et B o m sont de méme domaine L et codomaine Q. D’apres la propriété universelle du

produit Q, 'égalité a o m = B o m équivaut a I'égalité
Vf €ob(D), qrowom=gqpoBom.

Or, d'apres (1.4)
qf 0 &M = Paom;(f) M = Tdom,(f)

et d’apres (1.5)

qfoﬁom = F(f)opcodl(f)om
P(f) © TCeod(f)

TCdomy (f)-

La deuxieéme étape consiste a montrer que toute C-fleche qui égalise a et § se factorise
de maniere unique a travers la fleche m. Soit donc e : E — P une C-fleche telle que

xoe=Poe.
11 faut montrer I'unicité et l’existence de la C-fleche
u:E— L

telle que mou =e.

Pour montrer 1'unicité, on suppose que mou = e = mou’. Alors u = u’ car m est un
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monomorphisme (voir. Proposition 1.5.7).

Pour montrer 1'existence, on prend i un objet de I, alors p; o e est une C-fleche de
domaine E et de codomaine F(i). La collection de ces fleches lorsque i parcourt la classe
des objets de I, est un cone au-dessus de F; en effet, nous avons pour toute fleche f :

i — j de la catégorie I (d’apres les formules (1.4) et (V1.30) qui caractérisent les fleches «

et p)
F(f)opjoe=qropoe=qroace=pioe.

Par conséquent, par la propriété universelle de la limite projective (L, 7r) du foncteur F;
il existe une unique C-fleche u : E — L telle que

Vi€ ob(I), mou=p;oe.

D’apres la propriété universelle du produit P, 1'égalité m o u = e entre C-fleches de E
dans P équivaut a

Vi€ ob(I), pjomou=p,oe.

Or
Vi€ ob(I), pjoe=rmou=pjomou

d'otie =mou. O
Nous montrons dans ce qui suit la réciproque.

Proposition 1.5.9. Avec les notations précédentes, si les fleches w et B de P dans Q admettent
dans la catégorie C un égaliseur e : E — P, alors
(i) La famille 7© = (71;)jcop(r) définie par

Vieob(l), m=pjoe

est un cone au-dessus de F.

(ii) Le cone (E, 7r) est limite projective de F.
Démonstration. (i) Si f € FI(I) telle que f : i — j, alors I'égalité
F(f)opjoe=pjoe

se déduit de
F(f)opjoe=qropoe=qroace=pioe.
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(i) Si (A, p) est un cone au-dessus de F, nous allons montrer qu’il existe une unique
C-fleche u : A — E telle que

Vi e ob(I), p;=miou.

En effet, montrons d’abord 1'unicité de u, on suppose qu’il existe deux fleches u et u’
telles que
Vieob(l), pij=miou=rmou.

Alors
Vi€ ob(I), pio(eou)=p;o(eou).

La propriété universelle du produit P donne I'égalité e o u = e o u’. Comme e de E dans

P est un égaliseur de a et Bon a

poeou=pPBoeou=noeou’ =poeou.

Par définition de I'égaliseur, comme e o u = e o 1’ égalise a et B, alors il existe une unique
fleche v de A dans E telle que

eou=ceov=cou
dotu=0v=u
Reste a montrer l'existence de la fleche u ; d’apres la propriété du produit P, il existe
une unique fleche A : A — P telle que
Vieob(I), pioA=np;.
Alors, soit f : i — j une fleche quelconque de I. On a d’abord d’apres la relation(I.4)
qrpoaoA =pioA=p;

et ensuite, d’apres la relation (VI.30)

qpopor =F(f)opjor=EF(f)op.
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Puisque p est une transformation naturelle, on en déduit 1’égalité
Vf e FI(I), qpoaoA=gqropoA.
Par la propriété universelle du produit Q en tire
xoA = oA

Puisque e est un égaliseur de « et  on en déduit I'existence et 'unicité de la fleche u de

domaine A et codomaine E telle que
A=eou.

On a alors

pi:pio/\:pioeou:mou.
]

Une conséquence sur la condition de 1'existence de la limite projective d"un foncteur

F est donnée par le corollaire suivant

Corollaire 1.5.10. Pour que toutes les limites projectives existent dans une catégorie, il faut et

il suffit que, dans cette catégorie, existent tous les produits et tous les égaliseurs.

Exemple 1.5.11. Considérons la catégorie des ensembles, notée IEns : ses objets sont les en-
sembles, et ses fleches sont les applications. Toute famille d’ensembles (c’est-a-dire tout foncteur
d’une catégorie discrete dans la catégorie [Ens) a un produit dans la catégorie [Ens : il s’agit du
produit cartésien muni des projections naturelles. Soit d’autre part A, B deux ensembles, et f, g
deux applications de A dans B. On pose

E={xe4, f(x)=g(x)} (1.6)

qui est un sous-ensemble de A. Alors l'injection canonique de E dans A est un égaliseur des
fleches f et g. On conclut d’apres le Corollaire 1.5.10 que dans la catégorie des ensembles Ens,
toutes les limites projectives existent.

Dans ce qui suit, on montre que la limite projective existe quand la catégorie C, a
priori quelconque, est la catégorie des espaces topologiques, ou des groupes, ou des

anneaux uniferes, ou des groupes topologiques, ou des anneaux topologiques.
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Limite projective d’espaces topologiques

Dans ce paragraphe, on applique ce qui précede dans le cas particulier ou la caté-
gorie C est la catégorie des espaces topologiques, notée Top : c’est la catégorie dont les
objets sont les espaces topologiques, et les fleches sont les applications continues.

D’apres Bourbaki [23], nous reprenons la définition de la topologie initiale. On se
donne I un ensemble d’indices, E un ensemble quelconque, et une famille (Y;);c; d’es-
paces topologiques. Pour tout i dans I, on se donne également une application f; de E
dans Y;. Soit alors & 1’ensemble des parties de E de la forme fl._l(lli), avec i dans I, U;
ouvert de Y;. On note B 1'ensemble des intersections finies d’éléments de &. Alors la
topologie initiale pour les applications f; est par définition la topologie sur E de base ‘8.
On caractérise la topologie initiale pour les applications f; comme la topologie la moins

fine rendant continues toutes les applications f;.

Propriété 1.6.1. Soit I un ensemble d’indices, la famille (Y;);c; d’espaces topologiques. Soit E
muni de la topologie initiale pour les applications f; : E — Y. S5i on se donne X un espace
topologique et g une application de X dans E. Alors g est continue si et seulement si pour tout
i € I, les applications f; o g sont continues.

Démonstration. Voir Bourbaki [23]. H

Exemples 1.6.2. 1) Par définition, la topologie produit sur l'espace produit P = [];c; E; d’es-
paces topologiques (E;, i € I) est la topologie initiale pour les projections pr;(i € I) définies par
pri((xj)jer) = xi.

2) Par définition, la topologie induite sur une partie F d'un espace topologique E, est la topologie

initiale pour l'injection canonique F — E.

Lemme 1.6.3. Soit F un foncteur d’une catégorie discrete I dans la catégorie des espaces topo-
logiques Top, et P = T;cop(r) F (i) le produit muni de la topologie produit.
Si (S, ) est un cone au-dessus de F, alors il existe une unique application continue f de S
dans P telle que
Vieob(I), priof =i (L7)

Démonstration. L'ensemble P étant le produit des F(i) dans la catégorie des ensembles
Ens, I'existence et I'unicité d'une application f : S — P satisfaisant 1’équation (I.7) sont
claires. On déduit de la Proposition 1.6.1 que l'application f ainsi définie est continue.

O
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Corollaire 1.6.4. L’espace topologique, constitué par le produit ensembliste P muni de la topo-

logie produit, est un produit dans la catégorie Top.

Soient A, B deux objets de la catégorie Top, c’est-a-dire deux espaces topologiques,
et soient f, g : A — B deux applications continues. On note

E={xed, fx)=g(x)} (L8)
I'égaliseur de f et ¢ dans la catégorie des ensembles, eti : E — A l'injection canonique.

Lemme 1.6.5. On munit E de la topologie induite par celle de A. Pour tout espace topologique
X, et pour toute application continue ¢ : X — A satisfaisant f o ¢ = g o @, il existe une unique
application continue ¢ : X — E telle que ¢ =io .

Démonstration. Puisque f o ¢ = g o ¢, 'application ¢ prend ses valeurs dans E, d’ou
'existence et 1'unicité de I'application ¢ : X — E telle que ¢ = i o ¢. L'application ¢ est

de plus continue en vertu de la Proposition L.6.1. O

Corollaire 1.6.6. L’espace topologique, constitué par I'égaliseur ensembliste E muni de la topo-
logie induite sur E par la topologie de A, est un égaliseur de f et de g dans la catégorie Top.

Corollaire 1.6.7. Toutes les limites projectives existent dans la catégorie Top des espaces topo-
logiques. Plus précisément, soit (I, F) un systeme projectif dans la catégorie Top. Alors, si

P= T[] FG)

icob(I)

la limite projective lim  F s’identifie au sous-espace de P formé par les x = (xi)icon(r) Vérifiant

V(Fi— ) € FID),  xi = F(F)(x).

Plus particulierement, si I est un ensemble muni d"une relation de préordre notée <,
ceci devient
V(i,j) € I2, si i<j, alors x; = fij(x)).
ol f;; est I'image par le systéme projectif de la fleche (i, j) € FI(I).

La remarque suivante est une propriété particuliere des limites projectives d’espaces

topologiques séparés (au sens de Hausdorff).
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Remarque 1.6.8. On suppose que, pour tout objet i de I, I'espace topologique F(i) est séparé.
Alors le sous-espace L de P = TTjcop(r) F (i) formé par les x = (X;)icop(r) vérifiant

V(f:i—j) e FI(I), xi=F(f)(x)),

qui, comme on vient de le voir, s'identifie a la limite projective de F, est un fermé de P.

Démonstration. Soita € P\ L, montrons l’existence d’un voisinage de a qui ne rencontre
pas L.

En effet, puisque par hypothese a ¢ L, il existe dans la catégorie I une fleche f : i —
telle que

pri(a) # F(f)(pri(a)) .

Les éléments pr;(a) et F(f)(prj(a)) de I'espace F(i) étant ainsi distincts, il résulte de

notre hypothese qu'il existe deux ouverts U; et V; de I'espace topologique F(i) tels que
pri(a) € U;, F(f)(pri(a)) €V;, et UiNV;=0.

Puisque les applications pr; : P — F(i), prj : P — F(j) et F(f) : F(j) — F(i) sont conti-
nues, les ensembles pr; ! (U;) et prj’l (F(f)~%(V;)) sont des ouverts de P. Par conséquent,
I’ensemble

Q= pri_l(ui) N P”j_l(F(f)_l(Vi))

est un ouvert de P qui contient évidemment a. S'il existait un élément x = (x;);cop(n)

dans () N L, alors on aurait

xi=pri(x) eU; et x;=F(f)(x;) = (F(f) oprj)(x) €V,

ce qui contredit le fait que les ouverts U; et V; sont disjoints. Par conséquent, on a bien
ONL=go. L

Remarque 1.6.9. Si (L = lim_F, 7t) est une limite projective d’espaces topologiques, la topolo-
—1
gie sur L est la topologie initiale pour les projections 7t; : L — F(i)

Démonstration. D’apres notre corollaire 1.6.7, on peut identifier L & un sous-espace du
produit P = [Tic,p(r) F(i) ; dans cette identification, il est essentiel d’observer que, pour
tout objet i de I, la projection 7t; correspond a la restriction a L de la projection pr; : P —
F(i). Il est alors immédiat de vérifier que la topologie induite sur L par la topologie

produit sur P, est exactement la topologie initiale pour les restrictions des pr;a L. [
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Limite projective de groupes et d’anneaux

Dans ce paragraphe, on note par Grp la catégorie des groupes. Les objets de la ca-
tégorie Grp sont les groupes et ses fleches sont les homomorphismes de groupes. On
note en outre Ann la catégorie des anneaux : les objets de la catégorie Ann sont les
anneaux associatifs uniféres, (pour abréger, ces objets seront désignés dans la suite par
le seul vocable d’anneau), et les fleches sont les homomorphismes d’anneaux (par défi-
nition, on exige qu'un homomorphisme d’anneaux envoie 1'élément unité de la source
sur I’élément unité de la cible).

On rappelle la définition du groupe produit d’une famille (G;);c; de groupes : il
s’agit du produit ensembliste [ ;c; G; des ensembles sous-jacents, muni de 1'opération
produit définie par

(ai)ier - (bi)ier = (aibj)icr -

Il est facile de vérifier que cette opération satisfait les axiomes des groupes.

De méme, I'anneau produit d’une famille (R;);c; d’anneaux est le produit ensem-
bliste de leurs ensembles muni des deux opérations produits fabriquées a I’aide des ad-
ditions et des multiplications des facteurs R; : il estimmédiat de vérifier que les axiomes

des anneaux sont satisfaits par ces opérations.

Lemme 1.7.1. Soit F un foncteur d’une catégorie discrete I dans la catégorie des groupes Grp
(resp. dans la catégorie des anneaux Ann), et P = TTicop(r) F(i) le groupe produit (resp. I'an-
neau produit). On note pr; : P — F(i) la projection sur le facteur F(i). Alors pr; est un
homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux).

Si (S,y) est un cone au-dessus de F dans la catégorie Grp (resp. Ann), alors il existe une
unique fleche f de la catégorie Grp (resp. Ann) de domaine S et de codomaine P telle que

Vi e Ob(I), pri Of = %i. (1.9)

Démonstration. Comme 'ensemble sous-jacent a P est le produit ensembliste des F(i),
il existe une unique application f : S — P satisfaisant les relations voulues; il suffit de

vérifier que cette application
fs = (7i(s))ier

est un homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux), ce qui est immédiat. O

Corollaire 1.7.2. Le groupe produit (resp. anneau produit) des F(i) est un produit dans la
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catégorie des groupes (resp. des anneaux).

Soient maintenant A et B deux groupes (resp. deux anneaux), et f et ¢ deux homo-
morphismes de groupes (resp. d’anneaux) de A vers B. On note

E={xcA, [flx)=g(x)}

'égaliseur ensembliste de f et g. Il est immédiat de vérifier que E est un sous-groupe
(resp. un sous-anneau) de A. On le munit de la structure de groupe (resp. d’anneau)
induite par celle de A. Soit alors i : E — A l'injection canonique : c’est donc un homo-
morphisme de groupes (resp. d’anneaux).

Lemme 1.7.3. Pour tout groupe (resp. anneau) X et pour tout homomorphisme de groupes (resp.
d’anneaux) ¢ : X — A tel que f o ¢ = g o ¢, il existe un unique homomorphisme de groupes
(resp. d’anneaux) P : X — E tel que ¢ =io .

Démonstration. En effet, la condition f o ¢ = g o ¢ signifie que, pour tout élément x de
X, 1’élément ¢(x) de A appartient a E, ce qui permet de définir une unique application
¢ : X — E telle que ¢ = i o 1. Il est alors facile de vérifier que cette application i est un
homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux). O

Corollaire 1.7.4. L’égaliseur ensembliste E, muni de la structure induite par celle de A est un
égaliseur de f et de g dans la catégorie des groupes (resp. des anneaux).

Corollaire 1.7.5. Toutes les limites projectives existent dans la catégorie des groupes (resp. des
anneaux).

Plus précisément, étant donné (1, F) un systeme projectif dans la catégorie des groupes (resp.
des anneaux), la limite projective de ce systeme s’identifie au sous-groupe (resp. sous-anneau)
du groupe produit (resp. de I'anneau produit)

P= [] FG)

icob(I)

constitué par les familles (x;);cy telles que

V(fri—j)eFI(I),  xi=F(f)(x).

Démonstration. Ultiliser le Corollaire 1.5.10. La version plus précise se déduit de notre

proposition 1.5.9. O
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Puisque le produit d'une famille de groupes abéliens est un groupe abélien, et qu'un
sous-groupe d’un groupe abélien est un groupe abélien, la description des limites pro-
jectives de groupes donnée par le corollaire I.7.5 donne immédiatement le résultat sui-

vant.

Remarque 1.7.6. Une limite projective de groupes abéliens est un groupe abélien.

Limite projective de groupes topologiques et d’anneaux to-
pologiques

Comme dans les sections précédentes, nous montrons maintenant 1’existence des li-
mites projectives dans certaines catégories. Nous nous intéressons a une sous catégorie
de la catégorie des groupes Grp (resp. une sous catégorie de la catégorie des anneaux
Ann). En effet, il s’agit de TopGrp la catégorie des groupes topologiques, dont les ob-
jets sont des groupes topologiques et les fleches sont les homomorphismes continus.
Rappelons qu'un groupe topologique est un groupe G muni d'une topologie telle que
I'opération du groupe est une application continue de G x G (muni de la topologie
produit des topologies des deux facteurs G)dans G, et telle que de plus l'application in-
verse x — x| est une application continue de G dans G. Nous traiterons également le
cas de la catégorie TopAnn des anneaux topologiques, dont les objets sont les anneaux
uniferes muni d"une topologie compatible avec la structure d’anneau et les les fleches
sont les homomorphismes continus d’anneaux. Une topologie sur un anneau R est dite
compatible avec la structure d’anneau lorsqu’elle fait du groupe additif de I'anneau un
groupe topologique au sens précédent, si de plus la multiplication de I’anneau définit
une application continue de R x R dans R.

Soit (G;)ie; une famille de groupes topologiques, d’apres la section 1.7 le groupe
produit G = [];¢; G; existe ; de plus, on vérifie aisément que, muni de la topologie pro-
duit, c’est un groupe topologique. De méme, R "anneau produit d’une famille (R;);¢;
d’anneaux topologiques est un anneau topologique lorsqu’on le munit de la topologie
produit.

Lemme 1.8.1. Soit F un foncteur d'une catégorie discréte I dans la catégorie des groupes
topologiques TopGrp (resp. dans la catégorie des anneaux topologiques TopAnn), et P =
[Ticon(r) F(i) le groupe produit (resp. I'anneau produit) muni de la topologie produit. On note
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pri : P — F(i) la projection sur le facteur F(i). Alors pr; est un homomorphisme continu de
groupes (resp. d’anneaux).

Si (S,7y) est un cone au-dessus de F dans la catégorie TopGrp (resp. TopAnn), alors il
existe une unique fleche f de la catégorie TopGrp (resp. TopAnn) de domaine S et de codo-
maine P telle que

Vieob(I), priof =" (L.10)

Démonstration. Comme le groupe topologique (resp. anneau topologique) sous-jacent
a P est le produit des F(i), d’apres le lemme 1.7.1 il existe un unique morphisme de
groupes (resp. d’anneaux) f : S — P satisfaisant les relations voulues, de sorte que

fis= (7i(s))ier -

De la propriété 1.6.1, comme pr; (le produit est muni de la topologie initiale pour les pr;)
sont continues alors le morphisme f est une application continue, et d’apres le lemme

1.6.3 cette application est unique. O

Corollaire 1.8.2. Le groupe topologique produit (resp. I'anneau topologique produit) des F(i)
est un produit dans la catégorie des groupes topologiques (resp. anneaux topologiques).

On se donne maintenant A et B deux groupes topologiques (resp. deux anneaux
topologiques), et f et ¢ deux homomorphismes continus de groupes (resp. d’anneaux)

de A vers B. On note
E={xeA, f(x)=g(x)}

le groupe (resp. anneau ) égaliseur de f et g. Il est immédiat de vérifier que E est un
sous-groupe (resp. un sous-anneau) de A. On le munit de la structure de groupe (resp.
d’anneau) induite par celle de A. Soit alors i : E — A l'injection canonique : ¢’est donc
un homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux). On munit E de la topologie induite
par celle de A : autrement dit, la topologie initiale pour "application i, de sorte que

I'injection 7 est continue, et donc est une fleche de la catégorie TopGrp (resp. TopAnn).

Lemme 1.8.3. Le groupe (resp. anneau) topologique, constitué par I'égaliseur E muni de la
topologie induite par celle de la topologie de A, est un égaliseur de f et g dans la catégorie des

groupes topologiques (resp. anneaux topologiques).

Démonstration. Ceci découle immédiatement des corollaires 1.6.6 et 1.7.5. ]
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Corollaire 1.8.4. Toutes les limites projectives existent dans la catégorie des groupes (resp. des
anneaux) topologiques.

Plus précisément, étant donné (I,F) un systéme projectif dans la catégorie des
groupes (resp. des anneaux) topologiques, la limite projective de ce systeme s’identifie

au sous-groupe (resp. sous-anneau) topologique du groupe produit (resp. de 'anneau

P= T FG@)

icob(I)

produit)

constitué par les familles (x;);c; telles que

V(fri—j)eFI(I),  xi=F(f)(x).

Démonstration. La preuve se déduit de notre proposition 1.5.9. O

D’apres la remarque 1.6.8, on peut d’ailleurs ajouter que le sous-groupe (resp. sous-

anneau) topologique du groupe produit (resp. de I’anneau produit)

P= T] F@)

icob(I)

constitué par les familles (x;);c; telles que

V(f:i—j)eFI(I),  xi=F(f)(x)

est fermé dans P, si les groupes (resp. anneaux) topologiques F(i) sont des espaces to-
pologiques séparés.

Exemple 1.8.5. L'anneau des entiers p-adiques
On définit une famille d’homomorphismes surjectifs
Vn,m e N, telsquem <n  @um : Z/p"Z — Z/p"Z

Zy={(xn+p"2)/ xy € Z; x,=xy,modp", m<n}
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Espaces topologiques profinis

Définition 1.9.1. Un espace topologique est dit profini s’il est limite projective d’espaces finis
discrets.

Proposition 1.9.2. Un espace profini est compact.

Démonstration. D’aprés notre remarque 1.6.8, un espace profini s’identifie a un fermé
d"un produit d’espaces finis discrets. Or un tel produit est un espace compact d’apres le
théoreme de Tychonoff [34, Chap. 5]. H

Rappelons quun espace topologique X est dit totalement discontinu lorsque ses seules

parties connexes non vides sont les singletons {x}, avec x € X.

Lemme 1.9.3. Dans un espace topologique compact X, étant donné un point a € X, l'intersec-
tion D de toutes les parties G de X a la fois ouvertes et fermées telles que a € G est connexe pour
la topologie induite.

Démonstration. Notons F 1’ensemble de toutes les parties G de X a la fois ouvertes et
fermées telles que a € G. On a toujours X € F,etdonc F # &.Ona D = NgerG. Il est
clair que a € D, et que D est un fermé de X comme intersection de fermés de X.
Supposons que D n’est pas connexe. Alors il existe deux fermés K et L de X tels
que D = KUL,KNL = g,K # @ # L,a € K. On utilise ensuite le fait que l'espace
topologique X est normal, puisque compact [34, Theorem 9, page 141]. Donc il existe
deux ouverts U et V de X telsque K C U, L C VetUNV = . Alors le fermé
F = X\ (UUV) ne rencontre pas D = Nge#G. Or, 'ensemble F étant compact pour
la topologie induite, on en déduit qu’il existe des éléments Gy, ..., G, de F en nombre
fini tels que FN (G N...NG;) = @. On peut prendre r = 1 puisque G; N ... G, est
un élément de F. On trouve ainsi un élément G; de F qui est contenu dans U U V.
On considere l'intersection G; N U qui est un ouvert de X comme intersection de deux
ouverts de X, montrons que c’est aussi un fermé de X. Soit x un point adhérenta G; N U ;
puisque Gj est fermé, ona x € Gi,donc x € UU V. D’autre part, le point x est adhérent a
U. Il ne peut donc appartenir a I'ouvert V qui est disjoint de U. Donc x € U. Finalement,
tout point adhérent a G; N U est élément de G; N U, ce qui montre que Gy N U € F et
doncque D C GiNU,dou L C DNV C G NUNV = &, ce qui contredit 1’assertion
L # @. O
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Lemme 1.9.4. Dans un espace topologique compact et totalement discontinu, tout point admet
un systéme fondamental de voisinages dont les éléments sont des ouverts fermés.

Démonstration. Soit X un espace topologique compact et totalement discontinu, et a €
X, et N un voisinage ouvert de a. On considere l'intersection D de toutes les parties
ouvertes fermées G de 'espace X telles que a € G. D’apres le lemme 1.9.3, on sait que
D est connexe. Comme on a évidemment a € D, il résulte de I'hypothése de totale

disconnexité de X que D = {a}. On a par conséquent
(X\N)NNgerG =2,

ou F désigne, comme précédemment, I’ensemble des parties ouvertes fermées G de
I'espace X telles que a € G. Par hypotheése de compacité de X, on en déduit qu’il existe
des éléments Gy, ..., G, de F en nombre fini tels que

(X\N)NGiN...NG, = &,

ce qui équivaut a dire que G; N... NG, € N. Or, la partie G; N ... N G, est un ouvert

fermé dont a est élément. ]

Proposition 1.9.5. Toute limite projective d’espaces topologiques totalement discontinus est un
espace topologique totalement discontinu.

Démonstration. On suppose que (L, 7r) est limite projective dans la catégorie Top d'un
systeme projectif (I, F), ot I est une catégorie d’indices et F : I — C est un foncteur
contravariant tel que, pour tout objet i de la catégorie I, I'espace topologique F(i) est
totalement discontinu.

Soit C une partie connexe non vide de L, et i un objet quelconque de la catégorie
I. Puisque 7t; : L — F(i) est une application continue, I’ensemble 77;(C) est une partie
connexe non vide de F(i). Comme l'espace topologique F(i) est totalement discontinu,
il existe un unique élément ¢; € F(i) tel que :

mi(C) = {&i}-

Considérons deux éléments a et b de la partie C et montrons que a = b, ce qui
prouvera que C est un singleton et donc que L est totalement discontinu. On introduit

l'espace topologique S = {0} (nécessairement muni de la topologie discrete) et les deux
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applications u : S — Letv: S — L telles que u(0) = a et v(0) = b. Les applications u et
v sont continues, et d’apres ce qui vient d’étre montré, on a :

Vi € ob(I), miou(0) =¢& = mowv(0).

On a donc 7j 0 u = 71; 0 v pour tout objet i de la catégorie I. Comme (L, 77) est limite
projective de (I, F), la propriété universelle de la limite projective entraine que u = v, et
donc que a = u(0) = v(0) = b. O
Corollaire 1.9.6. Si A est un espace topologique profini, alors il est totalement discontinu.

Théoréme 1.9.7. Un espace topologique est profini si et seulement si il est a la fois compact et
totalement discontinu.

Démonstration. Si l'espace topologique X est profini, alors il est compact (proposition
1.9.2) et totalement discontinu (proposition 1.9.5). Il reste a montrer la réciproque.

Soit donc X un espace topologique compact et totalement discontinu. On se limite au
cas ol X est non vide, car I'espace vide est limite projective du systéme projectif (I, F)
donné par :

- la catégorie I a deux objets

1#2

ayant, en dehors des identités, deux fleches paralleles f et g;
- le foncteur F tel que F(1) = {0,1}, F(2) = {0} (ces deux espaces étant munis de la
topologie discrete), F(f) : {0} — {0,1} tel que F(f)(0) =0et F(g){0} — {0,1} tel que
F(g)(0) = 1. Par conséquent, I’espace vide est bien profini.

Notons O l'ensemble des ouverts de X. Considérons alors 'ensemble I dont les élé-
ments sont les parties finies P C O telles que :

) VweP, w#J,

ii)Vw e P,Yow' €P, w#w =wnNuw' =a;

i) Vx € X,dJw € P, x € w.

On peut remarquer que I est non vide, car {X} € I.

On met sur [ une relation < en convenant que P; < P, équivaut a

sz € Pz,ﬂa)l & Pl, wy C wq .

On remarque d’ailleurs que, si P; < P,, étant donné wy, € P,, I'élément w; de P tel

que wy C wy est unique d’apres la condition ii). On convient de le noter fp, p,(wy). On



40 Chapitre I. Mise au point sur la limite projective

vérifie aisément que cette relation < est une relation d’ordre partiel sur 'ensemble I :
en particulier, I est un ensemble préordonné et donc aussi une catégorie.

Soit alors F : I — Top le foncteur contravariant tel que
VP eI, F(P) = P avec sa topologie discrete

V(P,Q) € I?, avec P < Q,F((P,Q)) = fpro-

Le fait que F soit un foncteur contravariant se déduit de I'observation suivante : si on a
trois éléments P, Q, R de I tels que P < Q < R, alors fpr = fp,o © for-

Pour P € I, on définit aussi une application 77p : X — P en convenant que
Vx € X,Vw € P, mp(x) =wS xEcw.

En effet, si on se donne I'élément x de X, la relation x € w est satisfaite par un élément w
de P en vertu de la condition iii) ci-dessus ; de plus, cet w est unique d’aprés la condition
ii). De plus cette application 7rp est localement constante (car tous les éléments de P sont
des ouverts), et donc continue.

On vérifie alors que (X, 7r) est un cone au-dessus de F : cela revient a dire que, si on
se donne deux éléments P et Q de I tels que P < Q, alors mp = fp g o 7o, ce qui est
clair.

Il reste a vérifier que, sous I'hypothése que X est compact et totalement discontinu,
ce cone (X, 7r) satisfait la propriété universelle qui caractérise la limite projective. Soit
donc (Y,p) un cone au-dessus de F, donné par un espace topologique Y et par une
famille (pp)pes d’applications continues pp : Y — P telle que

V(P,Q)€I?, P<Q=pp=froopg-

Soit maintenant un point y de Y. Montrons que 'intersection des parties pp(y) de
I'espace X, quand P décrit I'ensemble I, est exactement un singleton de X. On procede
en deux temps, en montrant d’abord que cette intersection est non vide, puis en mon-
trant qu’elle ne peut jamais contenir deux points distincts.

Tout d’abord, on remarque que, si P € I, tout élément w de P est complémentaire de
la réunion des ouverts w’ € P\ {w}, donc est aussi un fermé de X. Par compacité de X,
l'intersection des fermés pp(y), pour P décrivant I, est non vide si et seulement si toute

intersection finie extraite est non vide. Il s’agit donc de vérifier que, si1'on se donne un
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nombre fini Py, P, ..., P, d’éléments de I, alors l'intersection

ep () N Npp,(v) (I.11)

n’est jamais vide. Pour cela, on utilisera le fait que 1’ensemble ordonné I est filtrant, ce
qui signifie qu’il existe toujours un Q € I tel qu’on a simultanémentP; < Q,..., P < Q.

Pour vérifier cette propriété, il suffit évidemment de traiter le cas o1 r = 2. Soit donc
P; et P, deux éléments de I. On définit Q comme l’ensemble des intersections non vides
de la forme w; Nwy, ot wy € P et wy € P,. On vérifie alors facilement que Q € I, que
P < QetqueP, < Q.

Soit donc a montrer que l'intersection (I.11) est non vide. On sait qu’il existe Q € I
tel que P; < Q pour tout indice j € {1,...,7}. Alors on sait que pp,(y) = fr,0(po(y))
pour tout indice j € {1,...,r}. Par définition des applications fp,q, ceci entraine que
po(y) € pp(y). Par conséquent l'intersection (1.11) contient I'ouvert non vide pg(y),
et donc est elle-méme non vide. L'argument de compacité de 'espace topologique X
acheve de montrer que 'intersection Npejpp(y) est non vide.

Supposons maintenant que cette intersection contient deux points distincts a # b de
X. L'espace X étant compact est séparé, donc il existe un ouvert N de X tel quea € N et
b ¢ N.D’apres le lemme 1.9.4, il existe une partie U C X a la fois ouverte et fermée telle
quea € U C N,etdoncb ¢ U. Soit Py = {U, X \ U}. Puisque la partie U est a la fois
ouverte et fermée, non vide, et non égale a X, on voit que Py € I. Donc a et b sont tous
deux éléments de pp, () qui est soit U, soit X \ U, ce qui contredit le fait que a € U et
b ¢ U. Ceci montre que l'intersection de tous les pp(y), quand P décrit I, est réduite a
un point.

Ceci étant établi, on définit une application u de Y dans X en associantay € Y
I'unique élément u(y) € X de l'intersection de tous les pp(y). On a donc I'équivalence

V(x,y) € X XY, u(y)=x< (VPelx € pp(y)) .

Soitv : Y — X une application continue telle que 71p o v = pp pour tout P € I. L'appli-
cation 7tp ayant été définie comme l'application de X vers P qui a tout élément x € X
associe l'unique élément w de P tel que x € w, la définition entraine que v(y) € pp(y)
pour tout P € I. Donc v = u, ce qui prouve l'unicité de v. Pour vérifier ensuite son
existence, il suffit de montrer que u est continue en tout point yo € Y. Soit donc N un

voisinage ouvert de u(yp); par le lemme 1.9.4, on sait qu’il existe une partie U C X,
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a la fois ouverte et fermée, telle que u(yp) € U C N. Reprenant la notation P; pour
I’élément {U, X \ U} de I, on voit que pp,(yo) = U. Comme I'application pp, : Y — Py
est continue, il existe un voisinage ouvert W de yo dans N tel que pp,(y) = U pour tout
y € W. Alors u(y) € U C N pour tout y € W. Par conséquent, 'image réciproque de N
par u est un voisinage de vy, ce qui montre la continuité de u.

Finalement, on voit que l'application v existe et est unique : ceci veut dire que (X, 77)
est limite projective dans Top du systeme projectif (I, F). Ainsi tout espace topologique
compact et totalement discontinu est limite projective d’espaces topologiques finis dis-

crets. ]

Groupes et anneaux profinis

Définition 1.10.1. Un groupe (resp. anneau) topologique est dit profini s'il est limite projective
de groupes (resp. anneaux) finis discrets.

En particulier, un groupe (resp. anneau) profini s’identifie a une partie bien déter-
minée du produit cartésien des F(i), et est donc limite projective dans la catégorie Top

d’espaces finis discrets : c’est donc un espace topologique profini. On en déduit :
Proposition 1.10.2. Tout groupe (resp. anneau) profini est compact et totalement discontinu.

Démonstration. C’est une propriété des espaces profinis, comme on I’a démontré précé-
demment. [23, Chap. I]. O

Lemme 1.10.3. Dans un groupe topologique compact totalement discontinu, tout voisinage de
I'élément neutre contient un sous-groupe distingué ouvert.

Démonstration. Soit N un voisinage de1’élément neutre 1 du groupe topologique G com-
pact et totalement discontinu, noté multiplicativement. On veut montrer que N contient
un sous-groupe distingué ouvert. En vertu du lemme 1.9.4, on peut supposer que N est a
la fois ouvert et fermé. Soit F I'ensemble des éléments de G de la forme xy (x € N,y € N)
qui n’appartiennent pas a N. L'ensemble F est fermé dans le compact G, donc est un
compact. Soit x € N. Comme x ¢ F, par continuité de la multiplication de G, il existe
des voisinages ouverts Vy de x et W, de 1 tels que

(aeVy,beW,)=abgF.



Section 1.10. Groupes et anneaux profinis 43

Les ouverts Vy, pour x décrivant N, forment un recouvrement ouvert du compact N,
donc on peut en extraire un sous-recouvrement fini, de sorte qu’il existe des éléments
x1,...,Xr de N en nombre fini tels que

NCV,U---UVy, .

On pose alors W' = Wy, M-+~ N Wy, NN : c’est un voisinage ouvert de 1. On en déduit
un voisinage ouvert symétrique W = W' N W’/~1. Le produit d’un élément de N et d'un
élément de W n’appartient jamais a F; puisque W C N, c’est donc un élément de N.
Comme W est en outre symétrique, on en déduit que le sous-groupe H engendré par
W est contenu dans N. Le sous-groupe H contenant W, c’est en outre un voisinage de
1, donc il est ouvert. L'intersection Hp des conjugués de H est donc un sous-groupe
fermé de G qui contient 1. D’autre part, c’est le noyau de ’homomorphisme de G dans
le groupe symétrique de I'ensemble G/H des classes a gauche modulo H défini par
I'action naturelle de G sur G/ H. Comme G/ H est fini, le groupe symétrique en question
I'est également, de sorte que Hy est d'indice fini, donc est un sous-groupe ouvert de G

contenu dans N, ce qui acheve la démonstration. O

Lemme 1.10.4. Dans un anneau topologique compact et totalement discontinu, tout voisinage
de I'élément neutre du groupe additif contient un idéal bilatere ouvert.

Démonstration. Soit N un voisinage ouvert de I'élément neutre 0 du groupe additif de
I’anneau topologique R compact. On veut montrer que N contient un idéal bilatere ou-
vert. D’apres le lemme 1.10.3, on peut supposer que N est un sous-groupe ouvert du
groupe additif de I’anneau R.

Soit (a,b) € R2. L’application de R® dans R qui envoie (x,t,y) sur le produit xty
étant continue en (4,0, b), il existe un voisinage ouvert U, , de 4, un voisinage ouvert
V,» de 0 et un voisinage W, ;, de b tels que

(xeUyp,t € Vop,y € Wyp) = xty € N

Le carré cartésien R? étant compact, il existe des couples (a1,b1),...,(ar b,) de R? en
nombre fini tels que
R? = Uizt U, b, X Wa,, -

Posons alors V = N/_; V. ;. N N. En tant qu’intersection finie de voisinages ouverts de

0, c’est un voisinage ouvert de 0. Soit I 'idéal bilatere de R engendré par V. Puisqu’il
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contient V, c’est un voisinage de 0. Puisque ce voisinage de 0 est aussi un sous-groupe
du groupe additif de R, c’est aussi un ouvert de R. D’autre part, tout élément de I est
de la forme

h
ijtjyj (I’lGN*,XjGR,t]'EV,y]’GR).
=1

Or,six € R,t € V,y € R, il existe unindicei € {1,...,r} tel que (x,y) € Uy, p. X W, .-
Commet € V C V, ;,onatoujours xty € N. Comme N est un sous-groupe du groupe
additif, on en déduit que I est contenu dans N. Finalement, on a bien trouvé un idéal

bilatere ouvert contenu dans N. [
La réciproque de la proposition 1.10.2 est vraie.

Théoréme 1.10.5. Un groupe (resp. anneau) topologique est profini si et seulement si il est i la

fois compact et totalement discontinu.

Démonstration. Soit G (resp. R) un groupe noté multiplicativement (resp. un anneau)
topologique compact et totalement discontinu.

Considérons alors 'ensemble I des sous-groupes distingués ouverts (resp. idéaux
bilateres ouverts) de G (resp. de R) d’indice fini dans G (resp. R).

On peut remarquer que [ est non vide, car G € I (resp. R € I).

On met sur I la relation < réciproque de l'inclusion, c’est-a-dire qu’étant donnés
deux éléments A et B de I, on écrit A < B pour A O B. Ainsi I est un ensemble pré-
ordonné, et donc une catégorie. Lorsque les deux éléments A et B de I sont tels que
A < B, on définit 'homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux) f4p : G/B — G/A
(resp. fap: R/B — R/Apar fop(xB) = xA (resp. fa p(x + B) = x + A). On peut aussi
observer que f4 p([x]) D [x] pour tout élément [x| de G/B (resp. R/B).

Soit alors F : I — TopGrp (resp. F : I — TopAnn) le foncteur contravariant tel que

VA eI, F(P)=G/A(resp. R/A) avec sa topologie discrete

V(A,B) € I?, avec A < B,F((A,B)) = fas.

Le fait que F soit un foncteur contravariant se déduit de I’observation suivante : si on a
trois éléments A, B, C de I tels que A < B < C, alors fac = fap©o fBc-

Pour A € I,onnote t4 : G — G/ A (resp. 4 : R — R/ A) la surjection canonique,
qui est un homomorphisme continu du moment que le sous-groupe (resp. idéal) A est

ouvert.
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On vérifie alors que (G, 7r) (resp. (R, 1)) est un cone au-dessus de F : cela revient a
dire que, si on se donne deux éléments A et B de I tels que A < B, alors t4 = fa po 7,
ce qui est clair.

Il reste a montrer que, sous que I’hypothése que G (resp. R) est compact et totalement
discontinu, ce cone (G, i) (resp. (R, 7)) satisfait la propriété universelle qui caractérise
la limite projective. Soit donc (Y, p) un cone au-dessus de F, donné par un groupe (resp.
anneau) topologique Y et par une famille (p4)ac; d’homomorphismes continus p4 :
Y — G/A (resp. pa : Y — R/ A) telle que

V(A,B)Elz, A<B:>pA:fA,BopB.

Soit maintenant un point y de Y. Montrons que l'intersection des classes p4(y)du
groupe G (resp. de I'anneau R), quand A décrit 'ensemble I, est exactement un single-
ton de G (resp. R). On procede en deux temps, en montrant d’abord que cette intersec-
tion est non vide, puis en montrant elle ne peut jamais contenir deux points distincts.

Tout d’abord, on remarque que, si A € I, alors il est fermé dans G (resp. R). Par com-
pacité de G (resp; R), I'intersection des fermés p4(y), pour A décrivant I, est non vide
si et seulement si toute intersection finie extraite est non vide. Il s’agit donc de vérifier

que, sil’on se donne un nombre fini Ay, A, ..., A, d’éléments de I, alors l'intersection

A (y) N Npa,(y) (112)

n’est jamais vide. Pour cela, on utilisera le fait que I’ensemble ordonné I est filtrant, ce
qui signifie qu’il existe toujours un B € I tel qu’on a simultanément Ay < B, ..., A, < B.

Pour vérifier cette propriété, il suffit évidemment de traiter le cas ot1 r = 2. Soit donc
Aj et Ay deux éléments de I. On définit B comme l'intersection A; N A,. On vérifie que
B € I, car il existe un homomorphisme injectif G/B — G/A; x G/ A; (resp. R/B —
R/A; x R/ Aj), etil est évident que A; < B et que Ay < B.

Soit donc a montrer que 'intersection (1.12) est non vide. On sait qu’il existe B € I tel
que A; < B pour tout indice j € {1,...,r}.Alors l'intersection (I.12) contient I'ensemble
non vide pg(y), et donc est elle-méme non vide. L'argument de compacité de 'espace
topologique X achéve de montrer que l'intersection Npejpp(y) est non vide.

Supposons maintenant que cette intersection contient deux points distincts a # b de
X. L'espace X étant compact est séparé, donc il existe un ouvert N de X tel quea € N

etb ¢ N. D’apres le lemme 1.10.3 (resp. lemme 1.10.4), il existe un sous-groupe ouvert
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(resp. idéal bilatere ouvert) A de G (resp. R) telquea+ A C N, etdoncb —a ¢ A. Mais
a et b sont tous deux éléments de p 4 (i) qui est une classe modulo A, d’ott contradiction.
Ceci montre que l'intersection de tous les p4 (y), quand A décrit I, est réduite a un point.

Ceci étant établi, on définit une application u de Y dans G (resp. R) en associant a

y € Y l'unique élément u(y) de l'intersection de tous les p 4 (y). On a donc I'équivalence
V(x,y) € G x Y(resp. R x Y), uly) =xe (VAeLxepa(y)) .

Soitv : Y — G (resp. v : Y — R) un homomorphisme continu tel que m4 0v = py
pour tout A € I. La définition de 1’application 714 entraine que v(y) € p4(y) pour tout
A € 1. Donc v = u, ce qui prouve l'unicité de v. Pour vérifier ensuite son existence,
il suffit de montrer que u est un homomorphisme continu. Pour vérifier est un homo-
morphisme, il suffit d’observer que les p 4 sont des homomorphismes, donc u(yy’) (resp.
u(y+vy'),u(yy’) )estbien u(y)u(y') (resp. u(y) +u(y’), u(y)u(y’)). Compte tenu de cette
premiere propriété, pour montrer que u est continu, il suffit de montrer qu’il est continu
en 1 (resp. 0). Soit donc un voisinage ouvert N de 1 dans G (resp. de 0 dans R); par
le lemme 1.10.3 (resp. lemme 1.10.4), on sait qu’il contient un sous-groupe ouvert (resp.
idéal bilatere ouvert) A. Puisque p4 est un homomorphisme, on a p4(1) = A (resp.
pa(0) = A). Comme p4 est continu, il existe un voisinage ouvert W de 1 (resp. de 0)
dans Y tel que p4(y) = A pour tout y € W. Par conséquent, u(y) appartient a A, et
donc a N, des que y € W. Ce qui montre la continuité de u.

Finalement, on voit que ’homomorphisme continu v existe et est unique : ceci veut
dire que (X, 7r) est limite projective dans TopGrp (resp. TopAnn) du systeme projectif
(I, F). Ainsi tout groupe (resp. anneau) topologique compact et totalement discontinu

est limite projective de groupes (resp. anneaux) topologiques finis discrets. O



Filtration factorielle

II.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous munissons tout groupe abélien d'une filtration tres simple,
que nous appelons la filtration factorielle. Bien que cette filtration ait été déja utilisée dans
un grand nombre de cas particuliers, elle na, a notre connaissance, jamais été étudiée
dans cette généralité. En particulier, nous construisons le complété factoriel d’un groupe

abélien.

Dans ce chapitre, on suppose sauf mention du contraire que tous les groupes sont

abéliens.
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Filtration factorielle d’un groupe abélien

Définition et propriétés
La filtration factorielle

Soit A un groupe. Puisque pour d > 0 entier naturel, la suite des sous-groupes (d +
1)!A est décroissante, elle constitue une filtration (décroissante) au sens de [22]. Ces
filtrations peuvent aussi étre caractérisées par l'application appelée « fonction d’ordre »
dans la terminologie de [22]. Cependant a la suite de [21] nous emploierons le nom de
filtration pour cette fonction d’ordre.

Définition I1.2.1. La filtration factorielle sur le groupe abélien A est l'application ¢ 4 de A vers
IN U {oo} telle que

Va € A, pa(a) =sup{d € N; ac (d+1)!A}.

La filtration factorielle sur le groupe abélien A jouit évidemment des propriétés sui-

vantes.
Proposition I1.2.2 (Propriétés de la filtration factorielle). Soient a,b € A. Ona:
pala—b) > min(ga(a), ¢a(b));

¢a(=a) = pala);

pa(a) = 400 <= a € Ny>1nlA.

Proposition I1.2.3. Soit A un groupe abélien sans torsion. Pour tout a de A, et pour tout entier
naturelm > 1, ona

pa(ma) < @a(a) +m.

Démonstration. Si d est un entier tel que d > m et ma € (d + 1)!A, alors, comme on
sait que (d + 1)! est un multiple de m(d — m + 1)!, on en déduit que ma est élément de
m(d —m + 1)!A. Puisque A est supposé sans torsion, il en résulte que a appartient a
(d —m+1)!A, 'est-a-dire que @4 (a) > d — m. D’ot1 le résultat. O
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La topologie factorielle

Sur tout groupe abélien A, la filtration factorielle ¢ 4 nous permet de définir une
topologie en spécifiant une notion de boule ouverte de la facon suivante : une boule
ouverte de centre a € A est une partie de A de la forme {x € A; p4(x —a) > k} pour
un certain entier k € IN, c’est la classe a + (k + 2)!A. Il est immédiat par la proposition
I1.2.2 que la structure du groupe A est compatible avec la topologie ainsi définie, que
nous appellerons la topologie factorielle de A. Par conséquent, cette topologie confere a A
une structure de groupe topologique. De plus, la topologie factorielle de A est toujours
pseudo-métrisable [34, page 119], puisqu’elle est engendrée par 1'écart

272400 i @,(a—b) # +oo

0 sinon

(a,b) — d(a,b) = (IL1)

Proposition I1.2.4. Un groupe abélien A est discret pour sa topologie factorielle si et seulement
si il est d’exposant fini.

Démonstration. Si A est supposé discret pour sa topologie factorielle, alors {0} est un
ouvert, donc il existe un entier naturel k tel que la boule {x € A; p(x) > k} est réduite
a {0}, ce qui montre que (k +2)!A = 0, et par conséquent A est d’exposant fini divisant
(k+2)!.

Réciproquement, si A a un exposant fini e € IN*, alors e! A = 0, et donc, pour tout a
dans A, le singleton {a} est la boule ouverte {x € A; ¢4(x —a) > max(e —2,0)}. O

Proposition I1.2.5. La topologie factorielle du groupe abélien A est la topologie grossiere de A
si et seulement si le groupe A est divisible.

Démonstration. En effet, si la topologie factorielle de A est grossiere, comme n!A est
pour tout entier n > 1 un ouvert de la topologie grossiere, évidemment non vide, on a
n!A = A pour tout entier n > 1.

Réciproquement, si A est divisible, on a n!A = A pour tout entier n > 1, ce qui
montre que A est la seule boule ouverte de la topologie factorielle de A, et donc le seul
ouvert non vide dans cette topologie. [

Proposition I1.2.6. Pour tout homomorphisme de groupes abéliens f : A — B,ona:

Ve A, ¢p(f(x) = @alx),
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de sorte que I'application f est toujours continue pour les topologies factorielles.

Démonstration. En effet f(d!A) = d!f(A) C d!B pour tout entier naturel d > 1, ce qui
donne bien l'inégalité ¢p(f(x)) = @(x). Cette inégalité montre immédiatement que f
est continue en 0. Puisque f est un homomorphisme de groupes abéliens, il en résulte
que f est continue en tout point. O

D’aprés la proposition 11.2.4, la topologie factorielle du groupe quotient A/mA est
la topologie discrete. Il résulte de la proposition précédente

Corollaire I1.2.7. Soit A un groupe muni de la topologie factorielle. Pour tout entier naturel
m > 1, on munit le groupe quotient A/mA de la topologie discrete. Alors la projection naturelle
de A sur A/mA est une application continue.

On voit en outre que

Proposition I1.2.8. Pour tout entier naturel m > 1 et pour tout a € A, la classe de congruence

a + mA est un ouvert fermé de A (pour sa topologie factorielle).

Démonstration. La classe de congruence a + mA est la réunion des classes b + m!A pour
b = amod mA. Or une classe b + m!A est I'’ensemble des éléments z € A tels que
¢(z — b) > max(m — 2,0), c’est-a-dire une boule ouverte, et donc un ouvert. Comme
toute réunion d’ouverts est un ouvert, toute classe a + mA est donc ouverte, et donc
toute réunion de telles classes est un ouvert. En particulier le complémentaire de a + mA
étant la réunion des classes b + mA pour b # a mod mA, on en déduit que la classe
a 4+ mA est également fermée. O

Proposition I1.2.9. Soit A un groupe, m > 1 un entier naturel. La topologie initiale sur A pour
les projections naturelles p,, o : A — A/m!A (out A/m!A est muni de la topologie discrete )
coincide avec la topologie factorielle de A.

Démonstration. 1l s’agit de comparer les deux topologies définies sur le groupe A. Par
définition [23] la topologie initiale est la topologie la moins fine qui rende continues
toutes les applications p,, 4, avec m > 1, de A dans A/m!A. La topologie factorielle
rendant continues toutes ces applications, par le corollaire I1.2.7, il en résulte qu’elle est
moins fine que la topologie factorielle de A. Réciproquement, toute boule ouverte pour
I'écart (IL.1) est une classe a +d!A,d > 1; or cette classe est image réciproque de l'ou-
vert {ps 4(a)} par I'application continue p; 4 de A, muni de la topologie initiale, dans
A/d!'A, muni de la topologie discréte ; ainsi tout ouvert pour la topologie factorielle est

un ouvert pour la topologie initiale. O
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Le théoreme suivant montre que la topologie d"un groupe profini « pas trop gros »
est certainement sa topologie factorielle.

Théoreme 11.2.10. Si A est un groupe profini (compact totalement discontinu) de type fini
(c’est-a-dire admettant pour ensemble de générateurs topologiques une partie finie), alors sa to-
pologie est nécessairement sa topologie factorielle.

Démonstration. Soit X = {x1,...,x5} (d € IN), une partie finie du groupe abélien A
qui l’engendre topologiquement. Fixons un entier naturel n > 1 et montrons que A/n!A
est un groupe fini. Pour cela, soit F;, € A l'’ensemble des combinaisons r;x1 + - - - 4+ r4xg4,
ot rj € NN [0,n![ pour tout indice j € {1,...,d}. La partie F, est finie, donc c’est une
partie fermée de I'espace topologique séparé A. Etant donné un quelconque élément a
de A, il suffit de montrer qu’il existe f € F, tel que a = f mod n!. Puisque le groupe
engendré par X est dense dans A, pour tout voisinage V de a dans A, il existe un élément
(my(V),- - ,mg(V)) de Z% tel que I'élément a(V) = my(V)xy + - - - +my(V)xy € V. Par
division euclidienne, il existe, pour tout voisinage V de a dans A et pour tout indice j €
{1,...,d},desentiers g;(V) € Zetr;(V) € NNI[0,n![tels que m;(V) = nlq;(V) +r;(V).
Posons alors b(V) = q1(V)x1 + - -+ q4(V)xget f(V) =r(V)x1 4+ - - - +1r3(V)x4. De la
suite généralisée (b(V))y . indexée par I'ensemble filtrant A" des voisinages de a dans
’espace compact A, on peut extraire une sous-suite généralisée (b(V}))seT convergente
vers b € A. Alors la suite f(V;) = a(V;) — n!b(V;) est une suite de points de F, qui
converge vers a — n!b. Comme F, est fermé, sa limite f = a — n!b € F,, et on a bien la
congruence 4 = f mod n!.

Comme n!A est fermé dans A, puisque c’est I'image du compact A par l'application
continue x — n!x, on voit maintenant que c’est un sous-groupe fermé de A d’indice fini,
donc un sous-groupe ouvert de A. Ceci prouve que la topologie factorielle du groupe
A est moins fine que la topologie de A. En particulier, I'identité Id4 de A est continue
quand on munit son espace de départ de la topologie donnée de A et son espace d’arri-
vée de la topologie factorielle.

D’autre part, soit D = N,,>1n!A. La partie D est l'intersection de sous-groupes fermés
de A, donc c’est un sous-groupe fermé de A, donc elle est compacte. Vérifions que le

groupe D est divisible. En effet, soit d € D. Pour tout n > 1, il existe un élément a;,

n—+m
n

la suite (z;;)men de points de ’espace compact A, on peut extraire une suite (zy, )keN

de A tel que d = nlay,. Pour un entier m € IN, on pose alors z,, = m!("” "™)ay4m. De

convergeant vers z,, € A. On peut supposer que my; > k pour tout k € IN, de sorte

que z,;, € m!A pour tout entier k > m. Comme m!A est fermé dans A, on en déduit
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que Zo est élément de m!A pour tout m € IN, ce qui prouve que z, est élément de
D. D’autre part, on a n!zee = limy_e 1!z, = limy_ (1 + my) 0y, = d. Ainsi tout
élément de D appartient a n!D pour tout entier n > 1, c’est-a-dire que le groupe abélien
D est divisible.

Comme tout groupe divisible compact est connexe [33, page 385], mais que A est
supposé totalement discontinu, on voit que D = {0}. Par conséquent la topologie facto-
rielle de A est séparée. L'image d'un fermé de A par I'application continue Id 4 est donc
un compact de la topologie factorielle de A. Ainsi tout fermé de A est un fermé de la
topologie factorielle de A, et on en conclut que la topologie factorielle de A est plus fine
que la topologie de A. O

Le complété factoriel

Définition et premieres propriétés

L’ensemble IN* des entiers naturels non nuls est un ensemble ordonné pour la rela-
tion de divisibilité. Nous pouvons donc le voir comme une catégorie. Etant donné un
groupe abélien A, nous définissons le systeme projectif naturel de A en associant a tout
objet n de IN* le quotient A/nA et associant a toute fleche m — n de IN* (c’est-a-dire
que l'entier naturel non nul m est un diviseur de I’entier naturel non nul 7) '’homomor-

phisme naturel f,,, 4 : A/nA — A/mA tel que
Va € A, fmnala+nA)=a+mA.

Définition I1.3.1. Etant donné un groupe abélien A, son complété factoriel A est la limite
projective du systeme projectif naturel des groupes abéliens A/nA, ot n € IN*.

D’apres la remarque 1.7.6, on voit que le complété factoriel A du groupe abélien A
est aussi un groupe abélien.

Pour travailler dans A, on a souvent intérét a utiliser le théoreme d’invariance des
limites projectives en remplacant le systéme projectif naturel de A par le systeme projectif
factoriel de A :il s’agit du systeme projectif indexé par les entiers naturels non nuls, mais
cette fois-ci muni de 1’ordre usuel, o1 I'on associe a tout objet n de IN* le groupe A/n!A,
et a toute fleche m < n de IN* 'homomorphisme f,;1 .1 4. Comme les applications

G:IN* — IN*,Vn e N*,G(n) =n! et H:N*—N*VnelN*"H(n) =n
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sont isotones pour les relations de préordre que nous avons considérées (I'isotonie de G
signifie que, lorsque m < n, alors m! est un diviseur de n!; I'isotonie de H que, lorsque m
est un diviseur de 1, alors m < n), et que de plus n divise G(H(n)) et que n < H(G(n))
pour tout entier naturel 7, la proposition 5.4 montre que A est aussi la limite projective
du systeme projectif factoriel de A.

Pour manipuler les éléments de cette limite projective, on peut utiliser la description
de la limite projective (proposition 1.5.9) : ses éléments s’identifient a des suites éléments
de T, ene <mAA> satisfaisant certaines conditions.

Ainsi, en notant, pour tout entier n > 1, par p, 4 la projection naturelle du groupe A
sur A/n!A, nous pouvons considérer son complété factoriel A comme 1’ensemble des

suites (P, A(an))n>1 de classes résiduelles modulo n!A d’éléments a, € A telles que
Ym>n2>1, am — a, € n'A. (I1.2)

Notre premier résultat consiste a caractériser les éléments de A comme des combinai-

sons A-linéaires de factorielles. Ce point de vue est souvent utile pour travailler dans

-~

A.

Lemme I1.3.2. Soit & = (pp,a(an))n>1 un élément du groupe produit [,~1 A/n'A. La suite
a est élément de A si et seulement s'il existe une suite (c,)pen d'éléments de A telle qu’on ait

n—1
ay = 2 jlej
j=0

pour tout entier naturel n > 1.

Démonstration. La condition (II.2) qui caractérise les suites (p;, 4(ax))n>1 éléments de A
entraine en effet I’existence, pour tout entier naturel n, d'un élément c, de A tel que
a; = cg pour n = 0 eta, 1 —a, = nlc, pour tout entier naturel n > 1. La relation
ay = Z’.Z:*Ol jl¢j s’en déduit par récurrence sur l’entier naturel n > 1.

]

Réciproquement, I’écriture a,, = 2}1;01 jl¢j entraine que, si on a deux entiers naturels
metn vérifiantm >n > 1,onaay, —a, = Z;-”:_nl jl¢j. Comme j! est divisible par n! pour

tout entier naturel j > n, on obtient bien la condition (II.2). O

Lemme I1.3.3. Soit A un groupe abélien. On se donne & = (py, a(an))n>1 un élément de A,
un entier naturel d > 1, et un entier naturel m divisant d!. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes.
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(i) ay est élément de mA ;
(ii) 4 est élément de mA.

Démonstration. Supposons d’abord que @ = (py, 4(a4))n>1 est élément de mA. 1l existe
dans A un b = (pya(bn))ns1 tel que & = mb, d’ott & = (pya(mby))u>1, donc ag =
mby mod d!A. Puisque d! € mZ par hypothese, on voit que a,; est bien élément de mA.
On suppose réciproquement que a; est élément de mA, c’est-a-dire qu'il existe un
élément by de A tel que a; = mby. Puisque m est supposé diviseur de d!, il existe m’ entier
naturel tel que d! = mm’. On utilise le lemme I1.3.2 qui nous assure de 'existence d'une
suite (¢; ) en d’éléments de A telle qu’on ait 1’égalité a,, = 2;7:_01 jl¢j pour tout entier na-
turel n > 1. On pose alors, pour tout entier naturel n > 1, b,, = by + 27:_01 m'j! (j Zd)c]grd.
Par récurrence, on vérifie immédiatement que mb, = a,,4 pour tout entier naturel
n. D’autre part, la suite (by,),>1 vérifie évidemment la propriété (IL.2), de sorte que
b= (ppa(by))us1estélémentde A.Onaalors mb = (pya(mby))ps1 = (Pu,a(@nrd) Jus1-
Or, d’apres la condition (I.2), on a p,, o(a,+4) = Pn,a(an). Finalement, on obtient que

4 = mb est bien un élément de mA. ]

Proposition I1.3.4. Si le groupe abélien A est sans torsion, alors son complété factoriel A est
sans torsion.

Démonstration. Soit @ = (py,(an))n>1 un élément de torsion de A il existe un entier
q > 1tel que ga = 0. Soit n > 1 un entier quelconque. Puisque 47 appartient a qn!g, et
que gn! est un diviseur de (g + 1)!, le lemme I1.3.3 montre que ga, 4 appartient a gn!A.
Puisque A est supposé sans torsion, on en déduit que 4,14 appartient a n!A. Utilisant la
condition (IL.2), on conclut que n! divise a,. Ceci étant vrai quel que soit I'entier naturel
n > 1, on obtient 7 = 0. O

Le morphisme canonique x4 et sa propriété universelle

Il est intéressant d’étudier le morphisme x4 de A dans A tel que x(a) =
(pn,a(a))u=1 pour tout élément a de A. On remarque que, comme tout morphisme, x4
est continu quand on munit son domaine A et son codomaine A des topologies facto-
rielles (proposition I1.2.6). Il est clair que le noyau du morphisme x4 est égal a l'inter-
section N,>1n!A.

Lemme I1.3.5. Pour tout groupe abélien A, et pour tout élément a de A, on a I'égalité

pala) = @z(ra(a)) .
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Démonstration. Conséquence directe du lemme 11.3.3. O
Proposition I1.3.6. L'image de x 5 est dense dans A.

Démonstration. Soit une boule ouverte B(4) = {£ € A; ¢pa(%—a) >k} de Aonde A
et k € IN. Alors le centre 4 de cette boule s’écrit @ = (pj, 4(an))n>1. Par le lemme 11.3.3,
puisque ay o — aro = 0 est élément de (k + 2)!A, la différence x4 (ay o) — @ est élément
de (k+2)!A. Mais, par définition de la filtration factorielle ¢ 4 ceci signifie que x4 (ax42)
appartient a la boule By(4). O

Proposition I1.3.7. Si A est séparé et complet pour sa topologie factorielle, alors I'application

K A est un isomorphisme de A sur A.

Démonstration. La topologie factorielle étant engendrée par 1'écart d, elle est séparée si
et seulement si d est une distance, c’est-a-dire si et seulement si x4 est injective. D’autre
part, en vertu du lemme I1.3.5, une suite (x4 (ay,))nen est de Cauchy dans x4(A) si et
seulement si la suite (ay,),en est de Cauchy dans A. Donc x4 (A) est complet, et par
conséquent fermé dans A.La proposition I1.3.6 montre alors que x4 est surjective. [

Proposition I1.3.8. Pour tout groupe abélien A, et pour tout entier naturel n > 1, I’homomor-
phisme x 5 induit un isomorphisme entre A/n!A et A/ n!A.

Démonstration. Composant x4 avec la surjection canonique de A sur A/n!A, on obtient
un homomorphisme de groupes abéliens, surjectif d’apres la proposition I1.3.6, et de

noyau n!A par le lemme I1.3.3. ]

Corollaire I1.3.9. Soit A un groupe, m > 1 un entier naturel. La topologie initiale sur A pour
les projections naturelles A — A/m!A (oit A/m!A est muni de la topologie discrete) coincide

avec la topologie factorielle de A.

Démonstration. Par la proposition I1.2.9, nous savons que la topologie factorielle de A
coincide avec la topologie initiale pour les surjections canoniques A — A/n!A. Mais

nous venons de voir que
a+nA—sxa(a)+nlA  (acA)

est une bijection de A/n!A sur K/n!g. O

Le morphisme x4 : A — A jouit d'une propriété universelle, qu’on peut énoncer

comme suit.
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Proposition I1.3.10. Soit A un groupe abélien et B un groupe abélien qui est complet et séparé
pour sa topologie factorielle. Etant donné un homomorphisme f : A — B de groupes abéliens, il

existe un unique homomorphisme g de A dans B tel que f = g ok 4.

Démonstration. Puisque, d’apres la proposition 11.2.6) tout homomorphisme de groupes
est continu pour les topologies factorielles, 1'unicité de I’nomomorphisme ¢ de A dans

B tel que f = g o k4 résulte directement de la proposition I1.3.6.

Pour montrer I'existence de '’homomorphisme g, on se donne @ = (p, a(an))n>1
un quelconque élément de A. Alors, par la condition IL.2, on a a,, —a, € n!A pour
tous les entiers m et n tels que m > n > 1. Il en résulte que f(ay) — f(a,) € n!B
des que m > n > 1. Par conséquent, la suite (f(a,)),>1 est de Cauchy dans l’espace
séparé complet B. Elle admet donc une unique limite. Si d’autre part, on représente le
méme élément @ sous la forme @ = (p, a(a},)),>1 pour d’autres éléments a), de A, on
aa, —a), € nlA, etdonc f(a,) — f(a),) € n!B pour tout entier n > 1. Par conséquent,
la suite (f(a,) — f(a),))u>1 converge vers 0 dans I’espace séparé B. On en déduit que la
limite de la suite (f(a,)),>1 ne dépend que de I'élément @ de A. On peut donc définir

une application g : A — B par
Vi = (Pua(an)u=1 € A, g(a) = lim f(an) .

En particulier, puisque x4 (a) = (py,4(a))u>1 pour tout a de A, on voit que g(xa(a)) =
f(a), etonabien g oxy = f. Il reste seulement a vérifier que g est un homomorphisme
de groupes, ce qui résulte immédiatement de sa définition et du fait que f est un homo-

morphisme. O

Le foncteur de complétion

Soit f : A — B un homomorphisme de groupes abéliens. Alors «p o f est un ho-
momorphisme du groupe abélien dans le groupe abélien B qui est complet et séparé
pour sa topologie factorielle (corollaire I1.4.5). Par la proposition 11.3.10, il existe donc
un unique homomorphisme j?de A dans B tel que kg o f = fo k4. Le diagramme sui-

vant est commutatif
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Il est clair que la donnée pour tout groupe abélien A de son complété factoriel A,
conjointement a la donnée pour tout homomorphisme de groupes abéliens f : A — B
de I'homomorphisme f: A — B constitue un foncteur de la catégorie AB des groupes
abéliens dans la sous-catégorie pleine ABCIF des groupes abéliens qui sont complets
et séparés pour leur topologie factorielle. Les morphismes x4 forment une transfor-
mation naturelle du foncteur identité de la catégorie AB vers le composé du foncteur
de complétion de la catégorie AB dans la catégorie ABCF avec le foncteur d’oubli
ABCF — AB.

Limites projectives de groupes abéliens séparés et com-

plets

Proposition I1.4.1. Si (A;);c; est une famille de groupes abéliens qui sont séparés et complets
pour la topologie factorielle, alors leur produit A = [1;c; A; est aussi séparé et complet pour la
topologie factorielle.

Démonstration. La démonstration repose sur 1’observation que, pour tout entier naturel
n > 1, un élément a = (a;);c; du produit A = [];c; A; est un élément de n!A si et
seulement si a; € n!A; pour tout indice i de I.

Montrons d’abord que A est séparé, c’est-a-dire que l'intersection des sous-groupes
n!A est réduite a zéro. Si a = (a;);c; est dans cette intersection, alors d’apres notre
observation préalable, a; € n!A; pour tout indice i € I et pour tout entier naturel n > 1.
Puisque les groupes A; sont supposés étre séparés pour leur topologie factorielle, on en
déduit que a; = 0 pour tout i € I. Ainsi a est nécessairement nul, ce qui montre que A
est séparé.

Pour vérifier que le groupe A est complet, et puisqu’on sait que sa topologie est
pseudo-métrisable, il suffit [34, théoréme 24, page 193], de vérifier que toute suite de
Cauchy (aj,)pen d’éléments de A est convergente dans A. Ecrivons, pour tout entier

h € N, I'élément a;, de A sous la forme a;, = (a;,(i) );c; pour des éléments a;,(i) de A;.
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Puisque la suite (aj,),en est de Cauchy, on sait que, pour tout entier naturel n > 1,
il existe un entier hp(n) € IN tel que, pour tout couple d’entiers (r,s) satisfaisant les
inégalités r > ho(n) ets > ho(n), on ait la congruence a, = a; mod n!A. En traduisant

cette derniére congruence grace a notre observation préalable, on voit que

Vn > 1,3ho(n) € N,V(r,s) € N2, Vi € I,min(r,s) = ho(n) = a,(i) = as(i) mod n!A; .
(IL.3)
Cette relation (II.3) entraine que, pour tout indice i de I, la suite (ay,(7) ), est de Cauchy
dans le groupe A;. Puisque le groupe A; est supposé complet, nous en déduisons que
cette suite converge dans A;. Soit ¢; € A; sa limite.
Puisque n!A; est fermé dans A; (proposition 11.2.8), il résulte de (I1.3) que

Vn>1,3hg(n) e N,Vs e N,Viec I, s> ho(n)={; =as(i) mod n!A,. (I1.4)

Définissons 1’élément ¢ de A en posant ¢ = ({;);c;. Alors de (I1.4) et de notre obser-

vation préalable, on tire
Vn>1,3hy(n) € N,Vs € N, s = ho(n) = ¢ =as; mod n!A. (IL.5)

Par conséquent, la suite (a;,),cn converge dans A vers £. O

Proposition I1.4.2. Si A est un groupe abélien qui est séparé et complet pour sa topologie
factorielle, et si B est un sous-groupe de A qui est fermé au sens de la topologie factorielle de A,
alors B est séparé et complet pour sa propre topologie factorielle.

Démonstration. Comme A est séparé, l'intersection des sous-groupes n!A de A est ré-
duite a {0}. A fortiori, l'intersection des sous-groupes n!B de B est réduite a {0}, c’est-
a-dire que B est séparé.

Pour vérifier que le groupe B est complet, et puisqu’on sait que sa topologie fac-
torielle est pseudo-métrisable, il suffit [34, théoréeme 24, page 193], de vérifier que
toute suite (by,)yen d’éléments de B qui est de Cauchy au sens de la topologie facto-
rielle de B converge nécessairement dans B pour cette topologie. On remarque que,
puisque n!B C n!A pour tout entier naturel n > 1, la suite (by,),cn est aussi de Cau-
chy au sens de la topologie factorielle de A. Puisque A est complet, la suite (by,)nen
converge au sens de la topologie factorielle de A vers une limite / € A. Puisque par
hypothese, B est un fermé de la topologie factorielle de A, la limite ¢ est élément de

B. Posons alors b = b, — (. La suite (b} ),cn est une suite d’éléments de B qui est
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de Cauchy au sens de la topologie factorielle de B et qui converge vers 0 au sens
de la topologie factorielle de A. On a donc, en posant, pour tout entier naturel ,

q(h) = min ({@a(0},)} U {9p(b), — b)), k € N}) :

hhm g(h) = +oo.
En particulier, si n est un entier naturel quelconque, il existe un entier naturel 1 (n) tel
qu’on ait I'implication
h=h(n) = q(h) >n—1.

On pose alors H(n) = max{h(j) : 0 < j < n} + n. La suite (H(n)), o est une suite
strictement croissante d’entiers naturels, de sorte que la suite (b}, H(n) )nGIN est une suite
extraite de la suite (b} ),en. De plus on a H(n) > h(n) et donc q(H(n)) > n — 1. Par

conséquent (pA(bH(n)) > n —1etde méme goB(bH( - b}{(n)) >n—1.

n+1)

I suffit maintenant de montrer que cette suite extraite (b, (n) JneN converge vers 0 au
sens de la topologie factorielle de B. Il est en effet bien connu qu'une suite de Cauchy
dont on peut extraire une suite convergente est elle-méme convergente. Posons b;, =

by, H(n)- On @ simultanément oa(by) = n—1etp(b! ,—1b)) > n—1. Dong, pour tout

n+1
entier natuel 7, il existe un élément «,, de A et un élément B, de B tels que b}, = nla, et
by, .1 — by, = n!B,. On considere alors la suite (4),en d’éléments de A définie par

Vn € N, Y= Mm+Day,11—an—Pn.
On constate que
nlyy, = (n+ 1)y — nlay —nlBy = by — by, — (b — by) =

ce qui signifie que 7, est élément du sous-groupe A[n!] défini comme le noyau de 1'en-
domorphisme x — n!x de A. Comme cet endomorphisme est continu pour la topologie
factorielle de A (proposition I1.2.6), et que A est séparé par hypotheése pour cette topo-

logie, ce sous-groupe A[n!] est fermé au sens de la topologie factorielle de A.

Pour un entier n donné, on considere les deux suites (S;(1))g>n et (T;(n))g=n d'é1é-

ments de A définies par :

o0 ==X (1)g et Tm = G-m (1)
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Ces deux suites sont évidemment de Cauchy pour la topologie factorielle de A, donc
elles convergent dans A vers des limites que nous notons S (1) et Teo(1). D’autre part,
pour tout entier g > n, la somme S, (1) appartient au sous-groupe B et la somme T; (1)
appartient au sous-groupe A[n!]. Comme ces deux sous-groupes sont fermés dans A,
on voit que S (1) € B et que T (n) € A[n!]. Or

q—1 . g—1 .
Syn)+ ) = L0 =m0t () =5 = 1) = TG =mt(D) = G+ D)

h n ;
J=n J=n

Comme (j + 1)(7]1) =(+1- n)(]'j;l), on en tire :

Sy(n) + Ty(n) = E(j—n)!(i)txj—qi:l(j—i—l—n)!(jj;l)txjﬂ - (q—n)!(Z)ocq .

j=n j=n

En passant a la limite au sens de la topologie factorielle de A pour g tendant vers l'infini,
on obtient
Soo(n) + Too(n) =0y,

d’ot, puisque Tw(n) est élément de A[n!], 'égalité n!Se(n) = nla, = bj. Comme
Se(n) € B, on a montré que b), est élément de n!B. Ainsi la suite (b))),cN converge
vers 0 au sens de la topologie factorielle de B, ce qui acheve la démonstration. O

Remarque 11.4.3. Cette derniére proposition n’était nullement évidente, car la topologie facto-
rielle de B n’est pas en général la topologie induite sur B par la topologie factorielle de A.

Par exemple, si on prend A = [],,>,Z/m!Z, qui est bien un groupe complet et
séparé d’apres la proposition II.4.1, et si on considere le sous-groupe B = A[2] des
éléments x € A tels que 2x = 0, on obtient un sous-groupe fermé, dont la topologie
factorielle est la topologie discrete. Pourtant, il existe dans B une suite convergente pour
la topologie factorielle de A et qui n’est pas stationnaire. En effet, il suffit de considérer

la suite (a,),enN telle que a, = (pm,z(a(n, m)))y>2 ott on a posé

0 sim<n
a(n,m) =

| . :
5 sim>n

On vérifie facilement que a, € (n — 1)!A. Ainsi la suite (a,),cN est une suite de points

de A[2] qui converge vers 0 au sens de la topologie factorielle de A, mais qui n’est pas
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stationnaire.

Corollaire 11.4.4. Toute limite projective de groupes séparés et complets pour leurs topologies
factorielles est un groupe séparé et complet pour sa topologie factorielle.

Démonstration. En effet, soit I une catégorie, et F : I — ABCF un foncteur contrava-
riant, de sorte que (I, F) est un systéme projectif de groupes abéliens séparés et com-

plets pour leurs topologies factorielles. La limite projective lim F se réalise comme le
il

I
sous-groupe L du produit A = [];c.p() Ai déterminé par la condition

0= (a)ier € L= (Vf :i — j € FI(D),F(f) (@) = ;) .

D’apres la proposition I1.4.1, on sait que A est un groupe séparé et complet. Comme les
projections pr; : A — A; sont des homomorphismes de groupes, elle sont continues
pour les topologies factorielles (proposition I1.2.6), donc L est, en tant qu’intersection
des images réciproques des diagonales {(a;,a;);a; € A;} par les applications continues
(fijopr; pr]-), pour j < i, un sous-groupe de A fermé pour la topologie factorielle de A.
Par la proposition I1.4.2, on en conclut que la limite projective L est un groupe complet
et séparé pour sa propre topologie factorielle. O

Corollaire I1.4.5. Pour tout groupe abélien A, le groupe A est séparé et complet pour la topo-

logie factorielle.

Démonstration. C’est un cas particulier du corollaire 11.4.4, o1 'on considere le systeme
projectif des groupes quotients A/n!A, avec les morphismes naturels de A/m!A dans
A/n!A pour m > n. En effet, la topologie factorielle d'un groupe A/n!A est la topologie
discréte, donc ce groupe est bien séparé et complet pour sa topologie factorielle. O

Filtration factorielle sur un anneau

Soit R un anneau unifere (non nécessairement commutatif). Le groupe additif de R
est un groupe abélien, donc on peut définir sa filtration factorielle. Mais cette filtration
ne donne pas a R la structure d’anneau filtré au sens défini par exemple dans Bourbaki
[22]. En effet, le produit d'un élément de m!R par un élément de n!R n’appartient pas

en général a (m + n)!R.
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Cependant, les sous-groupes n!R qui définissent la filtration factorielle de R sont
aussi des idéaux bilatéres. Ceci indique une certaine compatibilité entre la structure
d’anneau et la filtration factorielle. Les propriétés suivantes précisent ce lien.

On note R* le groupe multiplicatif de R, dont les éléments sont les inversibles de R.

Proposition IL1.5.1. (Propriétés multiplicatives de la multiplication factorielle). Soit ¢ la fil-
tration factorielle sur le groupe additif de 'anneau R, au sens de la définition 11.2.1. Outre les
propriétés de la proposition 11.2.2, cette application @r vérifie les propriétés :

Va,b € R, @r(ab) > max(¢gr(a), r(b)) (I.6)
Va € R,¥n € N, pr(a"™) > @r(a") (IL7)
pr(1) =sup{k € N;Vj € [1,k+1],j-1 € R*}. (I1.8)

Démonstration. Pour justifier 'équation (I1.6), il suffit de remarquer que si I'un des fac-
teurs a ou b est élément de n!R, alors il en est de méme de leur produit ab.
L’équation (IL.7) se déduit de (IL.6). On a en effet a"*! = a"a, donc @g(a"*!) >
pr(a").
Enfin, I'équation (IL.8) s’obtient en remarquant que 1 € n!R équivaut a dire que
I'élément d - 1 est inversible pour tout entier d € N N [1, n].
O]

Lorsqu’on munit R de la topologie factorielle et R? de la topologie produit, 'équation
(IL.6) montre que l'application multiplication (a,b) — ab est continue en (0,0). Comme
cette application est bi-additive, on en déduit facilement qu’elle est continue en tout

point. Ceci montre le résultat suivant.

Remarque II.5.2. La topologie factorielle d'un anneau est compatible avec sa multiplication, et

confere donc a cet anneau la structure d'un anneau topologique.

En outre, puisque n!R est toujours un idéal bilatere de R, nous pouvons munir le
quotient R/n!R d'une structure d’anneau, et donc aussi le produit P = [],>4 (%)
Alors le complété factoriel R s’identifie a la partie L de P constituée par les éléments
(pn.r(an))n>1 satisfaisant la condition (IL.2). Il est clair que cette partie L est en fait un
sous-anneau de P, et que c’est d’ailleurs une limite projective des anneaux R/n!R. Par
conséquent le complété factoriel R peut aussi étre considéré comme la limite projective

du systeme projectif factoriel de R dans la catégorie Ann des anneaux. En particulier, il
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est naturellement muni d"une structure d’anneau, et le morphisme canonique xg : R —
R est un morphisme d’anneaux. On vérifie d’ailleurs facilement 1’énoncé suivant, qui
est ’analogue de notre proposition I1.3.10.

Proposition I1.5.3. Soit R un anneau et S un anneau qui est complet et séparé pour sa topo-
logie factorielle. Etant donné un homomorphisme f : R — S d’anneaux, il existe un unique
homomorphisme d’anneaux ¢ de R dans S tel que f = g o kg.

On peut ainsi définir un foncteur de complétion d’anneaux, de maniere analogue a
ce qui a été fait dans les groupes abéliens, de sorte que les kg forment une transforma-

tion naturelle du foncteur identité de la catégorie Ann dans le foncteur de complétion.

L'anneau des entiers polyadiques

’anneau Z et sa filtration factorielle

Dants le cas particulier de 'anneau Z, tout ce qui précede s’applique. Pour simplifier,
on note dans cette section p,, pour un entier naturel n > 1, la projection canonique de
Z sur Z/n'Z. A la suite de Novoselov [43], nous appelons entier polyadique (ou entier
profini [37], ou nombre idéal au sens de Priifer [46], ou encore nombre universel [51]) une
suite (pn(xy))n>1 de classes résiduelles modulo n! d’entiers relatifs x, assujettie a la
condition :

Vn>1, Xpy1— Xy € N'Z, (I1.9)

VYm=>=n2=>1, Xm — Xp € n\Z . (II.10)

Autrement dit, I'anneau Z des nombres polyadiques est la limite projective des an-
neaux Z/n!Z pour les projections naturelles. Nous considérerons le morphisme cano-
nique Kz : Z — 7 comme une inclusion, en identifiant un entier x € Z a la suite
(P n(x) )n>1 .

Muni de sa topologie factorielle, Z est un anneau topologique. On sait (proposition
I1.3.9) que cette topologie factorielle coincide avec la topologie initiale pour les applica-
tions naturelles de Z dans Z/n!Z. Mais cette topologie initiale peut aussi s'interpréter

comme la topologie de la limite projective du systeme projectif factoriel de Z, vu comme
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systéme projectif d’anneaux topologiques discrets. Ainsi I’anneau topologique Z est un

anneau topologique profini, donc compact et totalement discontinu.

Proposition IL.6.1. Soit un élément x = (py(xy))n>1 de Z. Alors la suite (xy,) =1 converge
vers x dans Z.

Démonstration. Identifiant la topologie de Z avec la topologie initiale pour les applica-
tions naturelles Z — Z/ n!Z, ceci revient a montrer que, pour tout n > 1 fixé, la suite

(Pn(xm))m>1 stationne en py,(x) pour m assez grand : en fait m > n sulffit. O

En particulier, on retrouve ainsi le fait que Z est une partie dense de Z (proposition
I1.3.6). D’apres le lemme 11.3.2, tout élément x de 1'anneau des entiers polyadiques Z,

s’écrit sous la forme d"une série convergente

x=)Y a- k! (ax € Z).
k>1

L’anneau topologique Z est aussi complet d’apres notre corollaire I1.4.5. La topologie
de Z étant sa topologie factorielle, on peut la caractériser par la fonction « filtration
factorielle », ¢’est-a-dire I'application ¢ : Z — N U {+co} telle que :

Vx = (pn(xn))n>1 € Z, ¢p(x) =sup{d e N; x € (d +1)'Z} .
D’apres le lemme 11.3.3, ceci équivaut a
Vx = (pu(xn))nz1 € Z, p(x) =sup{d € N; x4, =0mod (d+1)!} . (IL.11)

L’existence de cette filtration ¢ et de la distance qui s’en déduit comme ci-dessus

(formule (I1.1)) montre en particulier que la topologie de Z est métrisable.

Le groupe additif des entiers polyadiques

Nous allons citer quelques propriétés utiles du groupe topologique additif sous-
jacent a Z, que nous utiliserons dans la suite.

Proposition I1.6.2. Le groupe additif de Z est sans torsion.

Démonstration. Cas particulier de la proposition II.3.4. O
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Corollaire I1.6.3. Pour tout x de Z et pour tout entier naturel m > 1, on a
p(mx) < p(x) +m.

Démonstration. Posons d = ¢(mx). Sid < m, il n’y a rien & montrer; supposons donc
d > m. Par définition de ¢, il suffit de montrer que x € (d —m + 1)!Z. Or, du fait que
mx € (d+1)!Z, et que (d +1)! = (dzl)m!(d —m+1)!, on voit que mx € m(d —m +
1)!Z. Par la proposition I1.3.4 précédente, on conclut en effet que x € (d —m +1)!1Z. [

Pour tout entier rationnel 2 # 0, on a une espece de « division euclidienne par a »

dans Z, comme l'exprime 1’énoncé suivant.

Proposition I1.6.4. Soit x € Z et a € Z \ {0}. Il existe un unique entier rationnel r tel qu’on

ait simultanément 0 < r < |a| et x = r mod aZ.

Démonstration. On écrit x = (pn(xn)),>1, ol les entiers rationnels x,, satisfont la condi-
tion (IL.9). Par division euclidienne dans Z, on sait qu'il existe un unique entier rationnel
rtelque0 < r < |a| et x, = ¥ mod aZ. Comme x, — 1 € aZ, le lemme I1.3.3 montre que
X — 1 € aZ, ce qui prouve l'existence de 7.

Si ' est un autre entier rationnel tel que 0 < #' < |a| et x = ' mod aZ, alors r — 1’
est un entier de valeur absolue strictement moindre que celle de a et qui appartient a
aZ. Donc il existe y = (pn(yn))u>1 € Z tel que r — 1 = ay, en particulier r — r' =
ay, mod a!Z, ce qui entraine que r — ¢’ € aZ. Comme |r — 1’| < |a|, on en déduit r =
r. O

Proposition I1.6.5. Soit G un groupe profini et a un élément de G. 1l existe un unique homo-
morphisme continu f de Z. dans G tel que f(1) = a.

Démonstration. Soit (I, F) le systeme projectif de groupes finis dont G est limite, de sorte
que I est une catégorie d’indices et F est un foncteur contravariant de I dans la catégorie
des groupes topologiques tel que, pour tout objet i de I, le groupe F(i) est fini discret.
Pour chaque objet i de la catégorie I, le groupe G se trouve muni d’'un homomorphisme
continu de groupes topologiques J; : G — F(i); on demande de plus que, pour toute
fleche f : i — j dans la catégorie I, on ait F(f) o §; = ;. On rappelle que la topologie de
G est la topologie initiale pour les applications é;, i € ob(I). Nous convenons de noter
multiplicativement les groupes G et F(i), i € ob(I).

Justifions d’abord l'unicité de I’homomorphisme continu f de Z dans G tel que

f(1) = a.Si f et g sont deux tels homomorphismes, on a forcément f(x) = a* = g(x)
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pour tout entier x € Z. Comme on I'a observé ci-dessus, Z est dense dans Z ; puisque
f et g sont continues, on a donc f = g.

Pour montrer l'existence de ’homomorphisme continu f, on observe que si x =
(pn(xn))n>1 alors, pour tout objet i de la catégorie I, comme le groupe F(i) est par hy-
pothese fini, I'ordre de &;(a) dans F(i) est un entier d; > 1, de sorte qu’on a &;(a)% = 1.
Par conséquent, d’apres la condition (I1.9), la suite (J;(a)*"),>1 est stationnaire a partir
de n = d;, donc est convergente dans le groupe discret F(7). La topologie de G étant la
topologie initiale pour les applications é;(