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Introduction

La cryptographie est l’activité qui consiste à transformerun message de ma-
nière à ce que son contenu ne soit compris que par des personnes déterminées.
L’utilisation initiale de cet art, déjà en cours durant l’antiquité, consistait en des
communications secrètes (à usages militaires ou diplomatiques). L’émetteur et le
récepteur se devaient d’être les seuls à connaître le procédé pour écrire un message
(pour “coder” au sens de ces anciens, pour chiffrer en langage actuel). Ils conve-
naient à l’avance du chiffrement utilisé (on dirait maintenant de la clé) comme
par exemple affecter à chaque lettre de l’alphabet utilisé un sigle particulier (pour
donner une idée simpliste, A était chiffré en 1, B en 2, C en 3, ..) et effectuer des
permutations sur les messages obtenus. De tels systèmes (maintenant plus sophis-
tiqués) sont appelésà clé secrète.

En 1976, W. Diffie et M. Hellman [DH76] proposent de nouveaux procédés
de cryptage : les systèmes cryptographiquesà clés publiques. L’algorithme de
chiffrement –qui s’effectue à l’aide d’une “clé publique”–est maintenant divulgué
librement et permet à tout le monde d’écrire des messages lisibles par un lecteur
averti (i.e. connaissant la clé privée) uniquement. Seul cedernier connaît en effet
la clé de déchiffrage, qui doit être introuvable à partir de la clé de chiffrement.

Cette cryptographie (dite asymétrique) s’impose de plus enplus pour les be-
soins engendrés par les technologies informatiques tels lecourrier électronique,
la signature électronique de contrat, la carte à puce ... Leurs nombreux utilisateurs
demandent aujourd’hui non seulement d’assurer la confidentialité, mais aussi l’in-
tégrité, l’authenticité et la signature des communications. On peut construire de
tels procédés (oucryptosystèmes) à partir d’un problème mathématique facile à
implanter mais difficile à résoudre. C’est le cas duproblème du logarithme discret
(PLD), qui a donné naissance à divers cryptosystèmes : citons par exemple les
systèmes El Gamal [EG85] ou de Cramer-Shoup [CS98]. Ce problème s’énonce
de la façon suivante :
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PLD : SoientG un groupe fini noté multiplicativement,g un élément deG et
h un élément du sous-groupe engendré parg. Trouver un entierx tel queh = gx.

Le plus petit entier positif solution sera appelé le logarithme discret deh (en
baseg).

Un exemple usuel et couramment utilisé de ce problème est le cas où l’on
prend pour groupeG le groupe multiplicatifF×

p des éléments inversibles du corps
fini Fp, l’entier naturelp étant un nombre premier. Par exemple, pourp = 113,
travaillons avec l’élémenth = 53 deF113 situé dans le sous-groupe engendré par
g = 2. Le problème du logarithme discret équivaut ici à trouver unentierx tel que
53 ≡ 2x (mod 113). L’entierx = 23 est solution.

S’il est évident que le logarithme discret deh en baseg existe – carh a été
choisi dans〈g〉 –, sa détermination lorsqueg a un grand ordre est à priori difficile.
Nous présentons dans le premier chapitre, après avoir donnédes précisions sur
le problème du logarithme discret, les différents algorithmes développés pour le
résoudre. Il existe des algorithmes donnant une solution enO(

√
n), en notantn

le cardinal du groupeG ([Pol78], [Sha71a]). Shoup [Sho01] a montré que l’on ne
peut construire une attaque générique de complexité plus basse ; par attaque gé-
nérique on entend une attaque sans utiliser des propriétés particulières du groupe
G (comme la propriété de factorisation siG = Z ouG = F×

q [Adl83], le cou-
plage de Tate [FR94] ou les classes d’automorphismes [DGM99] pour le groupe
des diviseurs d’une courbe ...). On peut toutefois baisser le coefficient multiplica-
teur den à l’aide d’une programmation en parallèle [vOW99] par un algorithme
de recherche de cycles. L’échec de nos tentatives pour améliorer ce coefficient
par d’autres méthodes en parallèle laisse penser qu’une bonne façon d’aborder ce
problème est d’utiliser ce type d’algorithme de recherche avec fonction itérative.

Une activité majeure de la cryptographie moderne consiste àtrouver un groupe
G dans lequel on pourrait montrer que le meilleur algorithme possible pour ré-
soudre le problème du logarithme discret a une complexité enO(

√
n) ([Fre]).

Parmi les groupes utilisés pour le logarithme discret, il a été proposé de tra-
vailler avec le groupe de points d’une courbe elliptique (voir [Mil86] ou [Kob87]),
qui est la jacobienne de la courbe en question. L’idée initiale de cette thèse est de
regarder plus généralement ce que donne un logarithme discret sur les jacobiennes
généralisées d’une courbeC projective, irréductible et non singulière, définie sur
un corpsK. On débute le deuxième chapitre par des rappels sur des objets ma-
thématiques définis à partir d’une courbeC : ses diviseurs, sa jacobienneJ , ses
modules� et leurs jacobiennes généralisées associéesJ� , tous construits en tra-
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vaillant sur une clôture algébriqueK deK. On construit ensuite la suite exacte

0 −→ L� −→ J�
ψ�−→ J −→ 0,

et on calcule le noyauL� (tous ces rappels s’inspirent de [Ser59]). Pour le lo-
garithme discret, il est plus approprié de travailler avec des objets “définis” sur
K : nous définissons les jacobiennesJK “définies” surK, et notonsJK� les ja-
cobiennes généralisées “définies” surK lorsque le module� est rationnel. Nous
montrons ensuite que cette suite reste exacte si l’on considère ces objets surK.
On connaît ainsi, siK est fini, la taille deJK� en fonction de celle deJK.

Mais notre intérêt à comparerJ etJ� était de représenter les classes en fonc-
tion des éléments de la jacobienne pour pouvoir calculer dans les jacobiennes
généralisées. Malheureusement, on n’a pas de relèvement deψ�, ce qui ruine nos
espoirs de représentation. De plus, on peut par la suite exacte reporter le problème
du logarithme discret de la jacobienne généralisée surJ etL� . La complexité du
logarithme discret dansJ� découle ainsi de celles dansJ etL� [Cou01]. Les ja-
cobiennes généralisées en tant que groupe ne sont donc pas demeilleurs candidats
pour le logarithme discret. On pourrait toutefois profiter du module pour masquer
des informations et donc construire des cryptosystèmes, ilfaut cependant trouver
une représentation “calculable” des classes.

On finit ce chapitre en limitant l’étude auxcourbes hyperelliptiques(i.e. d’équa-
tion affine y2 = f(x), f étant un polynôme). On peut alors mettre en lien les
jacobiennes généralisées et les groupes de classes desordresdu corps de fonc-
tions. Ces groupes de classes sont connus lorsqueK = Q, on peut dans ce cas
y trouver des représentants et calculer la multiplication des classes. On va regar-
der si l’on peut généraliser l’algorithme de multiplication pour d’autres types de
corpsK. Cela nous permettrait de transposer nos projets cryptographiques sur les
jacobiennes généralisées aux groupes de classes d’un ordre.

Nous examinons donc dans le troisième chapitre ces groupes de classes, pour
les courbes hyperelliptiques seulement. L’introduction de ce type de courbes en
cryptographie est dû à Koblitz [Kob89]. S’intéresser aux groupes de diviseurs de
ces courbes pour la cryptographie n’est pas saugrenu : rappelons que, du fait de
la complexité de la loi de groupe, casser le logarithme discret sur une courbe
elliptique a nécessité l’équivalent de 500 ans de travail pour un PC à 450MHz
(pour ECC2K-108 (ECC2-97) proposé par Certicom [ECC]), soit 25 fois plus que
RSA-155. Travailler avec ces courbes revient à regarder lesordres et leurs groupes
de classes dans une extension de degré2 deK.
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Nous avons signalé une situation d’extension de degré2 où l’on connaît les
ordres de façon explicite : les extensions quadratiques deQ (voir par exemple
[Cox89], [Coh95] ou encore [Bue89]). Des cryptosystèmes y ont même déjà été
proposés ([BW88] ou [HJPT01] ; on masque dans ce dernier le conducteur de
l’ordre pour accroître la sécurité du cryptosystème El Gamal. Cela correspond au
projet précédemment cité de construire un cryptosystème enmasquant le module
de la jacobienne généralisée.

Nous généralisons ici ces études avec un anneau factorielA de caractéristique
différente de2 en se plaçant dans une extensionM de degré2 de son corps de frac-
tionsL. Nous calculons tout d’abord dans ce chapitre l’anneau des entiersAM
dans un grand nombres de situations oùA est factoriel 3.2.3. Cela nous permet
de généraliser, sous quelques hypothèses très largement vérifiées (notamment par
les situations de 3.2.3), la théorie développée sur les extensions quadratiques de
Q : nous donnons une expression explicite des ordres, définissons le groupe des
classes et trouvons un représentant explicite “remarquable” pour chaque classe.
Nous construisons un algorithme donnant, à partir de deux représentants remar-
quables correspondant à deux classes, le représentant remarquable de la classe
produit. Nous donnons ensuite un procédé explicite pour associer à chaque élé-
ment de la jacobienne un représentant remarquable (donc uneclasse), et nous
vérifions que cela définit en fait un isomorphisme de groupe.

On a donc fixé un “bon cadre” pour généraliser les divers cryptosystèmes,
attaques et signatures quadratiques. Regardons par exemple le problème du lo-
garithme discret sur le groupe de classes d’une extension quadratique imaginaire
de Q. Gaudry [Gau00] propose une attaque par recherche de collision par une
marche itérative puis par un traitement d’algèbre linéaireadapté. On peut adapter
cette attaque à un groupe de classes d’un ordre : il suffit de changer le discrimi-
nant, tout fonctionne alors de manière complètement identique (même opérations
utilisées pour le cryptosystème, même opérations pour l’attaque).

Afin de tester l’attaque de Gaudry, nous avons besoin de groupe de classe
de ’grosse’ taille avec des éléments connus de ’grand’ ordre(que l’on utilisera
comme générateurg). Cette condition ne pose pas problème lorsque le cardinal
du groupe se décompose qu’en produit de grand nombres premiers. Il est délicat
de trouver des extensions quadratiques où le cardinalh du groupe de classe de
l’anneau des entiers se décompose de cette manière. Par contre on peut construire
facilement de ’gros’ groupes de classes de ce type. Nous avons proposé à Eric
Landquist et Jonathan Webster, qui avaient programmé une attaque du logarithme
discret sur le groupe des classes de l’anneau des entiers inspirée de [Gau00], plu-
sieurs exemples à casser. Le programme de l’époque a réussi àrésoudre le pro-
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blème pour le discriminantd = −10008601877734695908479 mais a échoué pour
un discriminantdf = −1000000000000000000000000001443 ∗ 20004232 (taille
hf = 2 ∗ 1000211 ∗ 103902575992349 qui a peu de facteurs premiers, et tous de
puissance1). Le plus grand exemple lors de ce premier test par ce programme
estdf = −40016925754966949318639 = −10000000991 ∗ 20004232, la taille du
groupe étant175571037674 = 2∗87767∗1000211. On mentionne en section 3.6.2
les améliorations faites depuis grâce aux tests des groupesde classes d’ordres.

Notre intérêt pour les jacobiennes généralisées nous a amenés naturellement
à regarder les “angles de Frobenius”. Dans le chapitre quatre de cette thèse, nous
établissons de nouveaux résultats à ce sujets. SoitX une courbealgébrique(i.e.
projective, non singulière et absolument irréductible) définie sur un corps finiFq

et de genreg. Le nombre de points rationnels deX sur le corpsFqm vérifie

Nm = qm + 1−
2g
∑

j=1

ωmj , (1)

où lesωj sont les valeur propres de l’endomorphisme de Frobenius deX [Wei49].
Par le théorème de Weil [Wei49], ces valeurs sont de la formeωj =

√
qeiθj . Les

réels{θj}1≤j≤2g sont appelésangles de FrobeniusdeX. Ils sont définis modulo
2π, et les valeurs propres sont conjuguées deux à deux ; il suffitde connaître lesg
premiers que l’on peut supposer dans[0 , π]. Nous verrons comment utiliser l’éga-
lité (1) pour affiner sur certains corps l’égalité de Hasse-Weil. Grâce aux travaux
de Tsfasman et Vlăduţ [TV97] d’une part, de Serre [Ser97] d’autre part, nousdé-
montrons que toute famille de courbes algébriques dont les angles de Frobenius
ne sont pas denses est finie. Ces remarques nous ont conduit à poser les problèmes
suivants [DE02].

Problème 1Étant donné un ensemble discretΓ de [0, π], trouver les valeurs
maximales possibles deN etg pour une courbe dont les angles de Frobenius sont
dansΓ.

Les courbes elliptiques définies surF2 ont leurs angles de Frobeniusθ véri-
fiant 2

√
2 cos(θ) ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}. La résolution de ce problème pour ce cas

nous permet de montrer que toute courbe surF2 à jacobienne complètement dé-
composable vérifieN ≤ 6 (sous-section 4.2.5) etg ≤ 26 (sous-section 4.2.6), ce
qui améliore l’estimation de Serreg ≤ 145 dans [Ser97]).
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De la même façon, toute famille de courbes qui n’a pas d’anglede Frobenius
dans un intervalle donné est finie. Il existe donc un nombre depoints maximum et
un genre maximum pour de telles familles.

Problème 2Étant donné un intervalleI ⊂ [0, π], trouver les valeurs maxi-
males deN et g pour toute courbe surFq dont les angles de Frobenius sont hors
deI.

Nous consacrons toute la suite de ce chapitre à répondre à ce problème. Nous
y établirons pour une multitude d’intervalles les conditions demandées. Elles sont
“raisonnables” dans la mesure où il existe des courbes vérifiant chacune de ces
conditions. Il nous a semblé intéressant de chercher des conditions sur des inter-
valles formant une “partition” (aux frontières près) de[0, π] : nous donnons par
exemple les conditions optimum pour les intervalles]0, π

3
[ (sous-section 4.2.9 avec

n = 3), ]π
3
, 3π

4
[ (sous-section 4.2.8) et]3π

4
, π[ (sous-section 4.2.4). Certains de ces

résultats nous ont amenés à la généralisation suivante :

Tout courbe surFq, dont le nombre de points rationnels vérifieN > qn/2 + 1,
a un angle de Frobenius dans l’intervalle]π

n
, 3π
n

[, ce pour tout entiern.

Nous finissons ce chapitre par la démonstration de ce cas asymptotique dans
4.2.9, et en mentionnant d’autres problèmes encore ouverts[DE02].

Nous avons ajouter des annexes en fin de cette thèse.
Nous rappelons dans l’annexe A le théorème des valeurs absolues et sa dé-

monstration [Cas]. Celle-ci donne une construction explicite d’un élément véri-
fiant certaines congruence. Nous nous servons, au cours du deuxième chapitre, de
l’existence d’un tel procédé de construction pour justifierla possible programma-
tion de l’isomorphisme déterminant le noyauL .

Dans l’annexe B, nous démontrons que toutes familles infinies de courbes
dont le genre tend vers l’infini admet une sous-suite asymptotiquement exacte. Ce
résultat permet de justifier la recherche de conditions sur le genre et le nombre de
points rationnels pour localiser les angles de Frobenius.



Chapitre 1

Problème du logarithme discret et
ses attaques

Un des buts de cette thèse était d’utiliser les jacobiennes généralisées à des
fin cryptographiques, en utilisant le problème du logarithme discret. Le problème
du logarithme discret permet de construire divers cryptosystèmes (le système El
Gamal [EG85] ou de Cramer-Shoup [CS98]), qui, construits avec le groupe des
points des jacobiennes, sont actuellement très performants. Nous rappelons donc
tout d’abord dans ce chapitre ce problème et ses diverses variantes. On arrive ce-
pendant à résoudre ce problème moyennant un temps de calcul plus ou moins long
selon les procédés utilisés, de tels procédés sont appelés attaques du logarithme
discret. Pour connaître les limites d’un cryptosystème basé sur le logarithme dis-
cret, il est nécessaire d’avoir à l’esprit ces attaques. Nous faisons donc dans ce
chapitre un état de l’art à ce sujet. Notons que l’échec de nostentatives d’amé-
liorations des attaques en parallèle montre l’intérêt de l’approche avec fonction
itérative pour ce type d’attaque.

1.1 Rappel du problème du logarithme discret

SoientG un groupe cyclique (de loi notée sous forme multiplicative), etg un
générateur deG. Pour tout élémenth deG, il existe alors un entier naturelx tel
queh = gx. Le problème du logarithme discret consiste à trouver, pourg et h
donnés, le plus petit entier naturelx tel queh = gx. Pour deux réels positifsa et
b, il existe un unique réely tel quea = by, il est donné par la fonction logarithme
(à baseb) : y = logb(a). De façon analogue, on notelogg(h) le plus petitx tel que

13
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h = gx (d’où le nom du problème).

Il existe plusieurs variantes du problème du logarithme discret. Le problème
décisionnel du logarithme discret consiste, pour deux élémentsg eth d’un groupe
(G, .) (plus nécessairement cyclique), de décider s’il existe un entier x tel que
h = gx, et de donnerx s’il existe. On peut aussi imposer de trouverx (tel que
h = gx) dans un intervalle réel donné[a, b], cela devient le problème du loga-
rithme discret sur l’intervalle[a, b], ou imposer àx de vérifier une relation de
congruence, ou encore lui imposer un poids de Hamming maximum (pour les cal-
culs informatiques). Toutes ces variantes (ainsi que des variantes avec répartition
probabiliste) sont décrites dans [Tes01].

Les calculs de complexité s’expriment en fonction de la taille de l’entrée. Dans
ce chapitre, l’entrée est le groupeG d’ordrep = #G, mais du fait que le proces-
seur fonctionne en binaire, on considérera la taille de l’entrée enlog2(p). Aussi
une complexité polynômiale est enO(lnr p), r réel, et une complexité exponen-
tielle est enO(pr) = O(er ln p). On définit naturellement une complexité sous-
exponentielle comme étant de la formeO(ecln

α+o(1)p) oùα < 1 et c ∈ R.

Le problème du logarithme discret est, en général, un problème difficile, c’est
à dire non résoluble en temps polynomial. On a donc construitdes cryptosystèmes
basés sur ce problème (comme les protocoles El Gammal, de Cramer-Shoup ou de
Diffie-Hellman ; voir [EG85], [CS98] ou [DH76] respectivement). Voilà pourquoi
on parle d’attaque du logarithme discret plutôt que de résolution du problème du
logarithme discret. Les cryptosystèmes cités sont en fait définis sur un groupe
pas forcément cyclique, mais utilisent un élémentg et un élémenth du sous-
groupe〈g〉 engendré parg. Ces éléments sont publics (i.e. accessibles à tous) et
l’entier x tel queh = gx est gardé secret. On peut en fait travailler dans〈g〉
connu et cyclique, ce qui fait que les groupes utiles pour la cryptographie sont
essentiellement cycliques (même si ils peuvent apparaîtrecomme sous-groupes
cycliques d’un groupe non cyclique).

Pour donner une idée de la difficulté de ce problème, mentionnons les derniers
records de résolution. En 2001, Joux et Lercier ont calculé un logarithme discret
dansFp, p étant un nombre premier à120 chiffres (voir en [Ler] leurs divers
travaux dans ce domaine), Thomé l’a fait dansF2607 [Tho01] en février 2002. La
plus grande clef cassée pour les courbes elliptiques est de109 bits (en 2000, voir
la page net du recordman actuel R. Harley [Har]), contre512 pour le système RSA
(voir [RSA], août 1999).
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1.2 Attaque de Shanks

SoitG un groupe cyclique fini d’ordre l’entier naturelp (de loi notée multi-
plicativement), muni d’une relation d’ordre totale. On considère un générateurg
deG, et un élémenth deG. Rappelons qu’on cherche un entier naturelx tel que
h = gx. On suppose choisi un entierm >

√
p − 1. Voici les quatre étapes de ce

premier algorithme dû à Shanks (voir [Sha71a] ) :
On fabrique une listeL1 formée des paires(j, gmj) avec0 ≤ j ≤ m − 1, en

classant ces paires selon l’ordre de la deuxième coordonnée.
On fabrique une deuxième listeL2 formée des paires(i, hg−i), avec

0 ≤ i ≤ m− 1, paires classées selon l’ordre de la deuxième coordonnée.
On trouve une paire(j, y) de la première liste et une paire(i, y) de la deuxième

liste (y est identique pour les deux paires) grâce à la boucle :

Collision dans les listes
Entrée : les listesL1 etL2 définies ci-dessus.
Sortie : les entiersi et j, y ∈ G tels que(j, y) ∈ L1 et (i, y) ∈ L2.
Programme :
h := 1 ; k := 1 ;
Tant queL1[h][2] > L2[k][2] fairek := k + 1 ; fin tant que ;
Tant queL1[h][2] 6= L2[k][2] faire
h := h + 1 ;
tant queL1[h][2] > L2[k][2] fairek := k + 1 ; fin tant que ;
fin tant que ;

(j, y) := L1[h] ; (i, y) := L2[k] ;
fin.

On a alors trouvéh = gmj+i.
En effet, si(j, gmj) et (i, hg−i) ont une seconde coordonnée identique,

h = gmj+i. D’autre part,x s’écrit x = mj + i avec(i, j) ∈ {0, 1, . . . , m− 1}2
(division euclidienne parm dex ≤ p−1) . On peut donc bien trouver deux paires
de la forme désirée(j, y) et (i, y) (avecy = gmj = hg−i).

Dans la première liste on effectue à chaque pas une multiplication pargm

(‘taille géant’), et dans la deuxième, pour chaque étape, une multiplication par
g−1 (‘taille bébé’). Ce qui a donné à cet algorithme son surnom ‘pas de bébé, pas
de géant’.

La construction des listes nécessiteO(m) opérations dans le groupe etO(m lnm)
comparaisons. L’algorithme n’effectue queO(m lnm) comparaisons et additions
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dansN. Aussi, dès que le coût d’une opération dansG est supérieur àlnm, la
complexité est enO(m) opérations dansG. Dans le cas contraire, elle est en
O(m lnm) = O((

√
m)

1+ε
) opérations élémentaires. La première liste peut être

pré-implantée (G et g sont préalablement connus, l’algorithme sortx à la rentrée
deh), ce qui abaisse le facteur multiplicatif de la complexité.

En particulier, pourm = b√pc (oùbxc est la partie entière dex, on a donc pris
la valeur minimale pourm), la complexité est deO(

√
p ln p). Dans tout groupe

cyclique, on peut donc résoudre le logarithme discret enO(
√
p ln p) = O(

√
p1+ε)

opérations. Dès que le coût de calcul dans le groupe est important (i.e. nécessite
au moins

√
p ln p opérations élémentaires), la complexité est enO(

√
p) opérations

dans le groupe. D’autre part, pour un groupe finiG quelconque, Shoup [Sho01]
a montré qu’un algorithme générique utilisant uniquement des simples opérations
de loi de groupe (et non des propriétés particulières du groupe), doit effectuer au
moinsO(

√
p) telles opérations, oùp est le plus grand nombre premier divisant

l’ordre du groupe. Une part importante de l’activité de la cryptographie actuelle
est donc la recherche de groupes pour lesquels on posséderait une preuve que le
meilleur algorithme de résolution du logarithme discret est enO(

√
p) opérations

dansG. Un tel groupe serait appelé groupe de Nechaev.
On a vu que l’algorithme de Shanks est enO(

√
p1+ε), cependant il convient de

calculer une autre donnée qui peut gêner l’implantation (dela liste pré-calculée)
ou les calculs : la taille utilisée en mémoire. Elle est enO(

√
p) (c’est la taille

des tableaux pourm = b√pc bien sûr). Nous allons maintenant présenter un
algorithme qui a lui aussi une complexité enO(

√
p) opérations mais qui nécessite

une taille mémoire de l’ordre deO(1).

1.3 Attaque de Pollard

On travaille toujours dans un groupe cyclique finiG, d’ordrep, admettantg
comme générateur, et avec un élément quelconqueh deG. On cherche un entier
x tel queh = gx.

Pour réaliser l’attaque de Shanks, on a cherché à exhiber uneégalité entre deux
éléments de la formegakhbk , oùa1 − a2 6≡ 0 (mod p− 1), et
b1− b2 6≡ 0 (mod p− 1). On va ici chercher le même type d’égalité, mais au lieu
de le faire de façon systématique (avec construction de tableau et comparaison),
on va chercher une collision dans un parcours aléatoire constitué d’éléments de la
formegakhbk .
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x0

x1 = f(x0)

x2 = f(x1)

x3 = f(x2)
x4 = f(x3)

x5 = f(x4)

x6 = f(x5)

x7 = f(x6)

x8 = f(x7)
x9 = f(x8)

x10 = f(x9)

FIG. 1.1 – Chemin de{xk}k∈N
.

1.3.1 Complexité d’un algorithme de recherche de cycle

Le but de cette partie est de calculer le nombre d’opérationsnécessaire pour
trouver un cycle dans une suite donnée parxn+1 = f(xn).

Considérons un ensemble finiS de cardinaln, une permutationf de S, un
élémentx0 deS. Construisons la suite{xk}k∈N

définie par récurrence par
xk+1 = f(xk). On dira qu’on a une collision sixk = xl avecl 6= k.

On peut représenter le chemin décrit par les points de la suite comme sur la
figure 1.1. Une collision apparaît pour cet exemple entrex3 etx11.

Dans notre cas on recherche une collision surxn = hg du type
f(xk+1) = xk = xl = f(xl−1), avecxk−1 6= xl−1 afin de pouvoir utiliser la
relation correspondantehck−cl = gdl−dk . C’est le cas de la première collision :
c’est donc elle que nous allons chercher en remontant le chemin point par point.
Calculons le coût d’un tel procédé.

Soit X la variable aléatoire donnée par(X = k) =‘La première collision
apparaît avecxk ’ (i.e. il n’y a pas de collision du typexi = xj , 1 ≤ i, j ≤ k− 1 et
il y a une collision du typexk = xi, i ∈ {1, . . . , k − 1}). La probabilité qu’il n’y
ait aucune collision avantk est

P (X ≥ k) = (1− 1

n
)(1− 2

n
) · · · (1− k − 1

n
)

=

k−1
∏

i=1

(1− i

n
).

(1.1)
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Or, sik ∈ O(
√
n ),

log

k
∏

j=1

(1− j

n
) =

k
∑

j=1

log(1− j

n
)

= −
k
∑

j=1

j

n
− 1

2

k
∑

j=1

j2

n2
− 1

3

k
∑

j=1

j3

n3
− · · ·

= −k(k + 1)

2n
− k(k + 1)(2k + 1)

12n2
− k2(k + 1)2

18n3
− · · ·

= − k
2

2n
+O(

1√
n

).

(1.2)

On arrive ainsi à estimer, toujours pourk ∈ O(
√
n ), la probabilité qu’il n’y ait

aucune collision avantk :

P (X ≥ k) = e
− k2

2n
+O( 1√

n
)

= e−
k2

2n

(

1 +O(
1√
n

)
)

.
(1.3)

On peut alors calculer le nombre moyen d’itérations nécessaires pour obtenir une
collision :

E(X) =
∞
∑

k=1

kP (X = k)

=
∞
∑

k=1

P (X ≥ k)

=
(

∞
∑

k=1

e−
k2

2n

)(

1 +O(
1√
n

)
)

+O(1)

=
(

∫ ∞

0

e−
x2

2ndx− O(1)
)(

1 +O(
1√
n

)
)

+O(1)

=

√

πn

2
+O(1).

(1.4)

En effet, de∀x ∈ [k, k + 1], e−
(k+1)2

2n ≤ e−
x2

2n ≤ e−
k2

2n , on déduit par intégration
que la somme et l’intégrale différent d’au plus1, d’où l’approximation (1.4).

On obtient ainsi
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Lemme 1.3.1 Soientf une permutation d’un ensembleS de cardinaln = #S,
{xk}k∈N

une suite vérifiantxn+1 = f(xn) pour toutn ∈ N.
Le nombre moyen d’itération nécessaire pour obtenir une collision est

E(X) =

√

πn

2
+O(1).

1.3.2 Principe de l’attaque

Rappelons que nous cherchons à résoudre un problème de logarithme discret
dans un groupe finiG de cardinalp avec l’élémenth dans le sous-groupe〈g〉
engendré parg.

Nous allons construire un chemin dans le groupeG étudié pour y trouver une
collision. On choisit trois sous-ensemblesS1, S2, S3 formant une partition deG
(i.e. disjoints deux à deux et de réunionG) tous de taille approximativement iden-
tique. On recherchera un cycle sur une suite{xk}k∈N

vérifiant la relation de ré-
currence donnée par :

si xk ∈ S1, xk+1 = hxk.

si xk ∈ S2, xk+1 = xk
2.

si xk ∈ S3, xk+1 = gxk.

La fonctionf sous-jacente est donnée parf(x) = hx surS1, f(x) = x2 sur
S2, f(x) = gx surS3.

Historiquement, Pollard –le premier à proposer ce type d’attaque [Pol78]– a
établi son algorithme dans le groupe(Z/pZ)× des éléments inversibles deZ/pZ,
p étant un nombre premier. Il a pris comme partitionS1 = [1, p

3
]
⋂

N,
S2 =]p

3
, 2p

3
]
⋂

N et S3 =]2p
3
, p − 1]

⋂

N, avec l’initialisationx0 = 1. Cette pa-
ternité et la forme en rho grec d’un chemin “idéal” lors d’un cycle (comme sur la
figure 1.1) a donné à cette méthode le nom de Pollard-Rho.

Pour un groupeG fini cyclique, on débute le chemin (créé par la suite) avec
un élément choisi au hasard parmi les éléments de la formex0 = hc0gd0. Par
construction, on peut trouver pour tout entier naturelk un couple(ck, dk) d’entiers
naturels tels quexk = hckgdk. Dans un groupe fini, on ne peut éviter une collision :
on peut trouver(l, k) ∈ N2 tel quexl = xk et l 6= k. On réécrit alors l’égalité
sous la formehcl−ck = gdk−dl . Si pgcd(cl − ck, p− 1) = 1, on a trouvé
x ≡ (dk − dl)/(cl − ck) (mod p− 1) tel queh = gx. Sinon, cette collision n’est
pas utilisable et on crée un nouveau chemin à partir d’un nouvel élément de départ
(toujours tiré au hasard parmi ceux de forme souhaitée).
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En considérant que le parcours est aléatoire, la collision aune probabilité
d’être utilisable deφ(p − 1) /(p − 1) (lorsquep − 1 n’a que de grands facteurs
premiers, cet événement est quasi-sûr). En appliquant le lemme 1.3.1 avec pour
ensembleS le groupe finiG de cardinalp = #G et pour fonctionf celle ex-
primée plus haut, la première collision est attendue “en moyenne” au bout de
√

πp/2 ' 1.25
√
p itérations. Essentiellement, ce procédé nécessite donc1.25

√
p

évaluations def .

1.3.3 Solution au problème de stockage

Un inconvénient de cette méthode est qu’à priori, pour trouver la première
collision, on doit stocker toutes les valeurs déjà calculées x0, x1, . . . , xk puis
comparer la nouvelle itérationxk+1 avec ces valeurs. On utilise dans ce cas une
taille importante de stockage (enO(

√
p)), alors que notre objectif était de baisser

la taille mémoire trop élevée de l’algorithme de Shanks. On utilise en fait les
algorithmes suivants pour trouver les cycles.

Algorithme de Floyd
Entrée : la valeur initialex0, la fonction itérativef .
Sortie : un entierj tel quexj = x2j .
Programme :
x := x0; w := x0; j = 0;
tant que(x 6= w) faire
j := j + 1;
x := f(x);
w := f(w); w := f(w);
fin tant que ;

retournerj ;
fin.

A chaque pas on calculexj etx2j , on les compare et on recommence au rang
suivant tant qu’ils sont différents. On a ainsi bien trouvé une collision (xj = x2j)
en n’utilisant que trois variables de stockage (x, w et j), la taille de stockage est
enO(1).

Remarquons qu’à chaque itération, on évalue trois foisf . Si f est choisie au
hasard dansGG sous une loi uniforme, on montre que le nombre moyen d’itéra-
tions nécessaire pour obtenir une collision par l’algorithme de Floyd est environ
1.0308

√
p. En première estimation, on évalue en moyenne3

√
p fois la fonctionf
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(à comparer avec les1.25
√
p itérations du programme initial). La présentation de

cet algorithme se trouve dans [Knu81].
Brent [Bre80] propose un algorithme abaissant le nombre d’évaluations def

par itération. Il procède en comparant la séquencexk+1 = f(xk) avec la variable
stockéew (réactualisée de temps en temps) comme suit.

Algorithme de Brent
Entrée : la valeur initialex0, la fonction d’itérativef .
Sortie : des entiersj etk tels quexj = xk.
Programme :
x := x0; r := 1; k := 0; test := ‘faux′;
tant que (non test) faire
w := x; j := k;
r := 2r;
tant que ((test) ou (k ≤ r)) faire
k := k + 1; x := f(x);
test := (w = x);
fin tant que ;

fin tant que ;
retournerj, k ;
fin.

Le programme débute avecw = x0. Il comparew avec tous lesxk jusqu’à ce
quek soit une puissance de2. Il attribue alors àw la valeurxk puis recommence la
série de comparaisons décrites dans la phrase précédente. Il s’arrête évidemment
dès qu’il trouve une égalitéw = xk.

1.3.4 Comparaison des algorithmes de Floyd et de Brent

Précisons un peu la forme du parcours aléatoire construit, afin de comparer
le nombre d’évaluations des deux algorithmes présentés. Onpeut trouver deux
entiersµ etλ tels que les premières valeurs

x0, x1, . . . , xµ, . . . , xµ+λ−1

soient deux à deux distinctes et tels que les suivantes forment une boucle

∀k ≥ µ, xk = xk+λ.
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L’entier λ est appelé la période de la suite{xn}n∈N
, et l’entierµ, qui correspond

à la longueur du segment non-périodique du cycle, est nommé prépériode de la
suite{xn}n∈N

. Posonsµr le reste de la division euclidienne deµ parλ. Revenons
maintenant à l’algorithme de Floyd. Lorsque cet algorithmese termine, il renvoie
la valeur

j =











µ si λ|µ etµ > 0

ou

µ+ λ− µr sinon

(1.5)

On en déduit quej ≥ max{µ, λ}. Le nombre total d’évaluations de la fonction
f dans l’algorithme de Floyd est deWF = 3j (il suffit de se souvenir que chaque
itération de l’algorithme de Floyd utilise trois évaluations def et augmentej
d’une unité en partant de1). D’où,

WF ≥ 3 max{µ, λ}.

Étudions à présent ce qui se passe pour l’algorithme de Brent. Notonss le
nombre d’itérations nécessaires. A la fin de l’algorithme, on récupère les entiers

k = λ et j =











0 si s = 1,

ou

2s−1 si s > 1.

(1.6)

Le nombre total d’évaluations de la fonctionf est cette foisWB = j+ k = j+λ.
Posons

σ = max{s ∈ N/ 2s−1 ≤ max{µ, λ} }.
Alors,

2σ − 2σ−1 = 2σ−1 ≤ λ,

et,
j ≤ 2σ−1 ≤ 2 max{µ, λ}.

On en déduit l’inégalité

WB ≤ λ+ 2 max{µ, λ} ≤WF .

L’algorithme de Brent a donc une complexité plus basse. Pourdonner une
idée, sous l’hypothèse que la fonction est choisie au hasardde façon uniforme
dansGG, on trouve avec cet algorithme une collision au bout d’environ 1.97

√
p

itérations [Tes01]. Pour adopter cet algorithme, il faut cependant vérifier qu’il
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utilise lui aussi peu de mémoire. On stocke les variablesj, k, w et r (la variable
test est juste introduite pour la lisibilité du programme),la taille mémoire utilisée
est donc toujours enO(1). Des modifications de l’algorithme de Brent ont été
proposées baissant un peu le facteur multiplicatif pour le nombre d’itérations mais
nécessitant plus de stockage ([SL84] et [Tes98a]).

1.3.5 Autres améliorations possibles

On peut mieux approcher un parcours aléatoire en utilisant une partition plus
fine deS = G. On considère un entier naturelr dans{1, . . . , 300}, et l’on effec-
tue une partition deS enr ensemblesS1, S2, . . . , Sr de taille approximativement
identique. On peut par exemple les construire grâce à une fonction de hachage
v : G → [1, r]

⋂

N et définirSk = {y ∈ G/ v(y) = k} — Une fonction de
hachage n’est rien d’autre qu’une fonction du typeh : E → F , où F est un
ensemble de taille déterminée. L’ensemble de départE est souvent composé de
messages quelconques. Bien choisies (i.e. lorsque le calcul de h(m) est facile,
trouver un antécédent parh est difficile et trouver des collisions (h(m) = h(m′),
m 6= m′) est difficile), les fonctions de hachage sont utilisées comme ajout à la
signature digitale —. On construit la marche à l’aide de la fonction
f : y 7→ yMv(y), oùMs est un multiplicateur de la formegmshns dont les co-
efficientsms et ns sont choisis au hasard. On cherche alors une collision avec
une suite définie paryn+1 = f(yn), et on résout le logarithme discret de la même
manière.

La première marche de ce type fut proposée par Sattler et Schnorr [SS85] avec
r = 8. L’exemple le plus populaire de cette famille est la marche avecr = 20 de
Teske [Tes98b] qui aboutit en moyenne au bout de1.26

√
p itérations.

1.4 Accélération avec ordinateurs en parallèle

Afin d’accélérer l’obtention d’une collision, on va chercher à faire travailler
en parallèlem ordinateurs. L’idée première est de demander à chaque ordinateur
de trouver un cycle comme décrit ci-dessus indépendamment des calculs effectués
par les autres processeurs. Aussi, si chaque ordinateur applique l’algorithme de la
section précédente, la probabilité qu’il n’y ait aucune collision avantk est, avec
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k = O(
√
n ),

P (X ≥ k) =
(

(1− 1

n
)(1− 2

n
) · · · (1− k − 1

n
)
)

m

= e−
mk2

2n +O(
1√
n

).
(1.7)

On trouve de la même manière que le nombre moyen de pas nécessaire pour obte-
nir une collision effectués par chaque ordinateur est de

√

(πn)/(2m). L’utilisation
dem ordinateurs avec cette méthode directe n’accélère que d’unfacteur

√
m, ce

qui est peu efficace.

Van Oorschot et Wiener [vOW99] ont proposé l’algorithme suivant de re-
cherche des collisions en parallèle bien plus rapide. On suppose que l’on peut
facilement tester dansS = G si un point a une propriété remarquable fixée (par
exemple : lesr premiers bits codant le point sont nuls,r étant un petit entier fixe).
On utilise toujours la partition deG en S1, S2, S3, et la fonctionf donnée par
f(x) = hx surS1, f(x) = x2 surS2, f(x) = gx surS3. Chaque processeur com-
mence la construction d’un chemin constitué de pointsxk = f(xk−1) à partir d’un
point origine choisi au hasardx0 de la formehc0gd0 . Notons que les éléments de
la suite s’écrivent donc encore sous la formexk = hckgdk . Le processeur s’arrête
dès qu’il rencontre un point remarquable. Il rajoute alors sur une liste commune
à tous les processeurs un triplet constitué du point remarquable xd trouvé, du
point de départx0 et de la longueurd de la marche. Les processeurs construisent
ainsi des marches aléatoires s’arrêtant à un point remarquable jusqu’à ce que un
même point remarquable apparaisse dans deux triplets de la liste commune ayant
des points origines différents. On trouve alors une collision entre deux chemins
comme le montre l’exemple de la figure 1.2.

Les points communs y sont représentés en noir. Les marches s’arrêtent aux
points remarquables (point ‘blanc’). Les marches3 et 4 finissent au même point
remarquablex5 = y4. En remontant les chemins on trouve la collision
f(x2) = f(y1). Par construction, on peut écrire les termes des suites sousla forme
xk = hckgdk etyk = hc

′
kgd

′
k pour toutk. La collision fournit l’égalité

hckgdk = hc
′
lgd

′
l ; avec, dans l’exemple de la figure 1.2,k = 3 et l = 2. On en tire

alors une solution pour le logarithme discret comme on l’a fait pour une collision
dans un cycle.
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Marche 1
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���
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���
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���
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���
c

Marche 2

sB
BBM
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BBM
sB

BBM
c

Marche 3
x0 s���
x1 s���
x2 s���

Marche 4

y0s@@I
y1s@@I

y2x3 s@@I
x4 y3s@@I

x5 y4c

FIG. 1.2 – Marches aléatoires.

Cependant dans le cas où la collision se produit sur un point dit de “Robin
Hood”, c’est à dire si l’une des deux marches rejoint l’autreà son point de départ
(par exemplex3 = y0), aucune collision n’est trouvée, et il faut continuer à générer
des marches.

Notonsθ la proportion de points vérifiant la propriété remarquable.Supposons
que leur répartition est uniforme. Les marches ont alors pour longueur moyenne
1/θ. En pratique, il y a peu de points remarquables, les marches sont donc assez
longues et les “Robin Hood” sont rares.

Examinons maintenant la complexité de cette méthode. Rappelons que l’on
cherche une collision entre des chemins tracés dans le groupe G de cardinalp
(pour résoudre un problème du logarithme discret) à l’aide dem ordinateurs tra-
vaillant en parallèle. Afin de comparer avec les résultats précédents, on supposera
ici aussi que les collisions ne donnant pas la solution (i.e.lorsque
dk − dl ≡ cl − ck (mod (p− 1))) sont négligeables (le calcul tenant compte des
collisions se trouve dans [vOW99], la contribution enm dans la complexité alors
obtenue est identique).

Le calcul fait à la sous-section 1.3.1 montre qu’il faut en moyenne calculer
√

pπ/2 points pour qu’un chemin en rencontre un autre. Ce travail demande à

chaque processeur de calculer
√
pπ/2

m
points. Il faut ensuite recalculer les points
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des chemins qui se rencontrent jusqu’à la collision, afin de connaître les puis-
sances deg et deh dansxk et yl. Les chemins étant de longueur moyenne1/θ,
cela nécessite moins de2/θ évaluations def supplémentaires (c’est enO(1)).
L’ordre de grandeur du nombre de pas nécessaire pour une collision effectué par
chaque ordinateur est donc enO(

√
p/m) : le gain devient maintenant significatif.

1.5 Accélération par classes d’équivalence d’un au-
tomorphisme

On cherche comme précédemment, connaissant un générateurg d’un groupe
G cyclique d’ordrep et un élémenth deG, à exprimerh comme puissance de
g : h = gx, x ∈ Z. On suppose de plus que le groupeG possède une relation
d’équivalence∼ partitionnantG enbp/mc classes d’équivalence. Supposons que
l’on puisse transposer le problème aux classesh = gx. Sa résolution aurait pour
complexité

√

p/m , on abaisse la complexité par une division par
√
m. Ce fac-

teur est ici intéressant car ‘gratuit’ contrairement au chapitre précédent qui coûtait
l’utilisation dem ordinateurs

La réalisation de cette idée pose cependant quelques problèmes.

Tout d’abord, il peut être délicat de construire un parcoursaléatoire sur les
classes du typexn+1 = f(xn). On ne peut pas forcément faire des calculs sur
G/ ∼, ou souvent difficilement ; on doit alors stocker l’image de chaque point
pour la retrouver à chaque pas.

En général, on préfère plutôt boucler l’algorithme de Brentpar

x = f(x) tant quex 6= w,

la fonctionf étant choisie de manière à ce qu’elle induise une permutation sur les
classes. Ainsi, les calculs nécessaires pour l’itération s’effectuent dansG.

Une fois trouvé le logarithme discret sur les classes, on ne peut pas en déduire
directement le logarithme discret dansG : si G =

(

Z/9Z
)×

= {2, 4, 8, 7, 5, 1},
g = 2, h = 5, et si∼ est la relation ‘sont congrus modulo3’, la résolution dans les
classes donne2

1
= 5. Il n’y a que deux classes d’équivalence, on en déduit donc

h = gx dansG avecx ≡ 1 (mod 2). Mais on est ensuite obligé de calculer toutes
les puissances de ce type (g, g3, g5) et les comparer avech pour obtenirh = g5.
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On a résolu le logarithme discret avec une complexité enO(n/2) ce qui est sans
intérêt.

Cet exemple est évidemment extrême (bien que commun), on va chercher à
construire des relations d’équivalence où la résolution dansG/ ∼ donne rapide-
ment le logarithme discret dansG.

Examinons un cas classique où la résolution dansG/ ∼ est exploitable. Soit
C une courbe dont la jacobienneJac(C) est cyclique d’ordrep, admettantD1

comme générateur. Considérons un automorphismeσ deC, on peut l’étendre par
linéarité au groupeJac(C). L’élémentD1 étant générateur deJac(C), on peut
trouver un entierγ tel queσ(D1) = γD1. Par linéarité, on obtient queσ est une
homothétie de rapportγ.

Définissons la relation∼ sur le groupeJac(C) par

D ∼ D′ ⇐⇒ ∃i ∈ N/ D = σi(D′).

Cette relation est manifestement une relation d’équivalence. Remémorons-nous
que l’on veut résoudre le logarithme discret dansJac(C) : D2 = kD1, k étant un
entier. Supposons qu’on ait pu le résoudre surG/ ∼ : on connaît un entierρ tel
queD2 = ρD1. On peut donc trouveri tel queD2 = ρ σi(D1) = ρ γi D1. On a
donc résolu le logarithme discret :k = ρ γi. Regardons maintenant la complexité

de ce procédé. On a supposé que la relation∼ partitionneJac(C) en bp/mc
classes d’équivalence, oùp est l’ordre du groupeJac(C). On doit d’abord cher-
cher le logarithme discret dans l’ensemble quotient, ce quiest fait enO(

√

p/m)
opérations de ce groupe (à noter que ces opérations sur les classes sont plus
coûteuses que celles dansJac(C) même). Ensuite, on procède en calculant les
ρ σi(D1), cela coûtem exponentiations dans le groupe, soitO(m log(p)) opéra-
tions. Restent les multiplications dans les entiers avec réduction modulo l’ordre du
groupe, effectuées enO(1). Sim est assez petit, on trouve bien une complexité en
O(
√

p/m). On peut trouver une recherche assez systématique d’exemples d’au-
tomorphismes et leurs courbes correspondantes dans [DGM99]. Notez dans ces
exemples qu’en général les automorphismes se calculent rapidement ; aussi, pour
vérifier queD2 = ρD1 on calcule directement lesσi(ρD1) ; on a au plusm appli-
cations de l’automorphisme à effectuer.
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1.6 Attaque d’Adleman

Soientp un nombre premier “assez grand” de manière à ce qu’il soit inté-
ressant d’utiliser le logarithme discret au groupe finiG = Fp, g un généra-
teur deG et h un élément deG. On suppose l’existence d’un sous-ensemble
S = {q1, q2, . . . , qt} deG, de cardinalt << p − 1, tel que “une proportion si-
gnificatives” d’éléments deG peut s’exprimer comme produit d’éléments deS
(nous préciserons plus loin la condition sur cette proportion que nous noteronsθ).
On cherche toujours un entierx tel queh = gx.

Pour un entierb compris entre1 etp− 2 au sens large tel quegb est décompo-
sable sous la forme

gb =
t
∏

i=1

qi
ai ,

on peut dire
b ≡

∑

i

ailogg(qi) (mod p− 1).

Lorsque l’on fait varierb (parmi ceux tels quegb se décompose sousS), on ob-
tient un système d’équations linéaires d’inconnus leslogg(qi). On se pose ici le
problème du logarithme discret pourp très grand (sinon une attaque en calculant
tous les termes suffirait), de plus le cardinalt de l’ensembleS est demandé de
taille “raisonnable” (pour faciliter ainsi la mise en service sur ordinateur) : on tra-
vaille donc avect nettement plus petit quep. Le nombre de valeurs prises pargb

lorsqueb décritN est(p − 1). Le nombre de ces éléments décomposable sousS
estθ(p−1). Avec une proportionθ d’éléments décomposables sousS importante,
on espère ainsi très raisonnablement trouvert équations indépendantes lorsqueb
varie dans{1, . . . , p−1}. On résout alors ce système, ce qui donne les valeurs des
logg(qi).

De même, de
hgb =

∏

qi≤M
qi
αi ,

on tire
x+ b ≡

∑

i

αilogg(qi) (mod p− 1).

En faisant varierb on a alors un système d’équations linéaires en lesαi et x : sa
résolution conduit à trouverx.

Ce procédé fut introduit par L. Adleman en 1979 sur les groupes F×
p , p étant

premier [Adl79]. Certains le nomment aussi ‘index calculusmethod’. Le calcul de
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sa complexité donne un coût enO(L(q)), avecL(q) = exp
√

log(q) log(log(q)).
C’est une attaque sous-exponentielle (aveca = 1/2 et c = 1 dans la notation en
1.1) du problème du logarithme discret. Cependant, la condition sur l’existence
deS est restrictive : on peut appliquer cette attaque sur les groupes multiplica-
tifs des corps finisF∗

q (q étant une puissance d’un nombre premier), mais elle ne
s’adapte pas au logarithme discret sur les courbes elliptiques (voir [Sil98]). Pour
ces dernières, on peut pourtant se ramener à une attaque d’Adleman grâce à des
techniques du type couplage de Tate décrit dans la section suivante.

1.7 Attaque de Frey-Rück

Soit C une courbe projective, lisse, irréductible de genreg sur un corps fini
k = Fq, q étant une puissance d’un nombre premierp (Nous rappellerons la
définition de ce type de courbe au début du prochain chapitre). Choisissons un
entierl premier àp, et considérons un entierk tel que le corpsFqk contienne les
racinesl-ième de l’unité (i.e.l|qk− 1 ). Nous travaillerons sur le corpsK = Fqk ;
nous désignerons parC l’ensemble les points à coordonnées dansK vérifiant
l’équation deC.

NotonsDiv0
K

(C) le groupe des diviseurs de degré zéro deC, PK(C) le sous-
groupe des diviseurs principaux, etG = Div0

K
(C)/PK(C) la “jacobienne” deC.

Pour tout diviseurD =
∑

P∈C nPP deC, on définit son support par

SuppD = {P ∈ C/nP 6= 0}.

Pour tout entierl, on définit le groupe del−torsion par

G[l] = {D ∈ G/ lD = 0}.

Pour toute fonctionf ∈ K[C], et pour tout diviseur

E =
∑

P∈C
nPP

avecE ∈ G[l] tel queSupp (f)
⋂

SuppE = ∅, on définit

f(E) =
∏

P∈SuppE
f(P )nP ∈ K×.

On vérifie alors facilement le lemme suivant :
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Lemme 1.7.1 Soitl un entier premier àq. PourD ∈ G[l], on peut trouver
f ∈ K(C) tel que(f) = lD.

SoitE ∈ G tel queSuppD
⋂

SuppE = ∅.
Alors,

(i) La valeurf(E) (mod K×l) ne dépend pas du choix des représentantsD etE
dansD etE respectivement, ni du choix def .

(ii) SiE ∈ lG, alorsf(E) ∈ K×l.

Nous pouvons désormais présenter le couplage de Tate.

Définition 1.7.2 Avec les mêmes notations, le couplage de Tate est défini par :
〈−,−〉l : G[l]×G/lG −→K×/K×l

(D, Ẽ) 7−→ 〈D, Ẽ〉l = f(E).

Le couplage de Tate vérifie les propriétés remarquables décrites dans le théo-
rème suivant.

Théorème 1.7.3SoitK un corps fini contenant les racinesl−ème de l’unité. Le
couplage de Tate satisfait les propriétés suivantes :

(i) Le couplage de Tate est bien défini.

(ii) Le couplage de Tate est non-dégénéré :
pour toutD ∈ G[l]− {0}, il existeE ∈ G tel que〈D, Ẽ〉l 6= K×l.

(iii) Le couplage de Tate est “bilinéaire au sens suivant” :
pour tout entiern, 〈nD, Ẽ〉l = 〈D, nẼ〉l = 〈D, Ẽ〉l

n
.

Démonstration
Le (i) n’est rien d’autre que le lemme 1.7.1. La non-dégénérence du (ii) est due à
l’hypothèse queK contient les racinesl-ièmes de l’unité (voir [FR94]). Le (iii)
est immédiat vu le caractère multiplicatif apparaissant dans la définition def(E).

2

La programmation du couplage de Tate est facile. Dans le cas des courbes
elliptiques ([FMR99]), le couplage de Weil est similaire mais a un temps d’exé-
cution environ deux fois plus long. Il est de plus nécessairede travailler sur une
extensionK1 deK telle queG[l] ⊂ Div0

K1
(C).
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Exemple surF5

SoitC la courbe surk = F5 donnée par l’équation affiney2 = x3 + x+ 2.
Prenonsl = 4. Dans cet exempleq = 5, l et q sont donc premiers entre eux. De
plusl|(q1 − 1) = 4 : nous travaillerons aveck = 1 (K = k = F5).
L’ensemble des points de la courbeC est{(1, 2), (1, 3), (4, 0), θ}, θ étant le
point à l’infini. Par conséquent,G[4] = G et4G = {θ}. Remarquons de plus que
K×4

= {1}. Le couplage de Tate considéré ici est donc défini sur :

〈−,−〉4 : G×G −→ F×
5 .

Soient le diviseurD = (1, 2)− θ, f la fonction deK(C) donnée par
f(x, y) = y − (3 ∗ x2 + 4). D’où, (f) = 4(2, 1)− 4θ = 4D. Soit maintenant le
diviseurE = (1, 3)− (4, 0), remarquons queSuppD

⋂

SuppE = ∅ : on peut
calculer le couplage de Tate.

〈D, Ẽ〉4 = f(E)

=
f(1, 3)

f(4, 0)

=
3− (3 ∗ 12 + 4)

0− (3 ∗ 42 + 4)

= 2.

(1.8)

Par cette technique et en utilisant la "bilinéarité" du couplage de Tate, on
construit le tableau des valeurs prises par〈D, Ẽ〉4 :

D \ E (4, 0)− (4, 0) (1, 3)− (4, 0) θ − (4, 0) (1, 2)− (4, 0)
θ − θ 1 1 1 1

(1, 2)− θ 1 2 4 3
(4, 0)− θ 1 4 1 4
(1, 3)− θ 1 3 4 2

Regardons maintenant l’attaque de Frey-Rück présentée dans [FR94]. L’idée
initiale provient en fait de A. Menezes, S. Vanstone et P. vanOorschot [MOV95].
Mentionnons aussi sur ce sujet l’article de Galbraith [Gal01] (pour les courbes de
grand genre).

On se limite ici au problème du logarithme discret dans la courbeG[l] : étant
donné(D1, D2) ∈ G[l]2, résolvonsD2 = λD1. Soit l l’ordre deD1, et k le plus
petit entier tel quel|(qk − 1).

Le programme de l’attaque de Frey-Rück est :
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1. Choisir au hasard un diviseurQ ∈ G jusqu’à ce que〈D1, Q̃〉l 6∈ K×l.

2. Calculerζi = 〈Di, Q̃〉l ∈ F×
qk , pouri ∈ {1, 2}.

3. Éleverζi à la puissance(qk − 1)/l (cette étape est optionnelle depuis que
l’algèbre linéaire de l’attaque d’Adleman est performantemodulol).

4. Résoudre le problème du logarithme discretζ2 = ζ1
λ dans le corps finiF×

qk

à l’aide de l’attaque d’Adleman.

On parvient de cette manière à obtenir une complexité sous-exponentielle.
Notons cependant qu’il faut envoyerG dans un corpsFqk contenant les racines
l-ième de l’unité (l étant l’ordre du diviseur générateurD1 considéré). Si l’on ne
peut trouver de tel corps que pour des grandes valeurs dek, l’attaque se révèle
en fait peu intéressante. On appelle indice de sécurité deD1 le plus petit entier
naturelk tel queFqk contienne les racinesl-ième de l’unité, c’est à dire tel que
k soit l’ordre deq dansF∗

l . Il mesure la sécurité du système face à l’attaque de
Frey-Rück : plus il est grand, plus le système est sûr.



Chapitre 2

Sur les jacobiennes généralisées

Parmi les groupes sur lesquels le logarithme discret a été proposé, on trouve les
jacobiennes de courbes. Ces objets, construits ici à partirde groupes de diviseurs,
s’avèrent intéressantes pour le logarithme discret. Il existe des groupes construits
en généralisant la jacobienne : les jacobiennes généralisées. Il paraît de ce fait
intéressant de chercher à les utiliser à des fins cryptographiques. Pour fabriquer
un logarithme discret, seuls les groupes des jacobiennes généralisées nous serons
utiles : on considérera doncabusivementces jacobiennes comme des groupes
quotients de groupes de diviseurs. Nous décrivons dans ce chapitre nos tentatives
pour trouver une “bonne” représentation des classes formées par ces quotients
susceptible d’être utilisée pour des algorithmes de calcul. Nous examinons tout
d’abord le lien entre la jacobienne généralisée et la jacobienne usuelle. Après la
donnée des définitions nécessaires, nous construirons la suite exacte

0 −→ L� −→ J� −→ J −→ 0,

oùJ est la jacobienne,J� est la jacobienne généralisée de module� , et calcule-
rons le noyauL� [Ser59]. Malheureusement, on ne dispose pas d’un relèvement
de cette suite exacte : on ne peut pas représenter ainsi les éléments des jacobiennes
généralisées par ceux de la jacobienne. Notons de plus que lasuite exacte permet
le transfert du problème du logarithme discret de la jacobienne généraliséeJ� à
la jacobienneJ et àL� . La complexité de ce problème dansJ� dépend donc
de celle dansJ et L� [Cou01]. Nous en déduisons les limites de l’intérêt des
jacobiennes généralisées pour le logarithme discret.

Nous verrons cependant dans le chapitre suivant d’autres applications crypto-
graphiques possibles pour les jacobiennes généralisées. Pour préparer ce troisième

33
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chapitre, et afin de pouvoir calculer dansJ� , nous traiterons dans la dernière par-
tie de ce chapitre du lien entre les jacobiennes généralisées et les ordres, dans
lesquels il paraît plus simple de programmer des calculs.

2.1 Quelques rappels

Rappelons tout d’abord les outils standards avec lesquels nous travaillerons.
Dans toute cette section, on travaillera sur un corpsK.

Définition 2.1.1 SoitS ⊂ K[X0, X1, . . . , Xn] un ensemble de polynômes homo-
gènes.

On dit que l’ensembleV (S) = {x ∈ Pn
K
/ ∀P ∈ S, P (x) = 0} est l’ensemble

algébrique projectif défini parS.

Pour un ensemble algébrique projectifX, nous poseronsI(X) l’en-
semble des polynômes homogènes deK[X0, X1, · · · , Xn] nuls surX. L’anneau
K[X0, X1, · · · , Xn] étant noethérien, on peut trouver un nombre fini de généra-
teurs deI(X).

On munit Pn
K

de la topologie de Zariskidont les ouverts sont les com-
plémentaires des ensembles algébriques projectifs. SoitV un ensemble algé-
brique projectif, muni de la topologie induite. Pour tout polynôme homogène
P ∈ K[X0, X1, . . . , Xn], on noteD(P ) = {x ∈ V/P (x) 6= 0} : c’est un ou-
vert deV . De plus, tout ouvert deV est réunion fini d’ouverts de la formeD(P ).

Définition 2.1.2 Un espace topologiqueX est dit irréductible si pour tous fermés
F etG tels queX = F

⋃

G, on aF = X ouG = X.

Cette définition n’a d’intérêt que pour un espace topologique non séparé (tout es-
pace séparé ayant plus d’un point n’est pas irréductible). En particulier, elle est
utile pour les ensembles algébriques (projectifs mais aussi affines) munie de la
topologie de Zariski. Par exemple l’ensemble affineXY = 0, réunion des fermés
X = 0 etY = 0, n’est pas irréductible. On peut le décomposer en réunion dedeux
ensembles irréductibles (X = 0 etY = 0), et étudier chaque composante. On pro-
cède en général, comme pour cet exemple, en ramenant l’étudeaux composantes
irréductibles. Cela explique l’intérêt particulier portéaux espaces irréductibles.
Rappelons qu’un ensemble algébrique est irréductible si etseulement siI(X) est
un idéal premier (sur l’irréductibilité en géométrie algébrique, voir [Per93]).
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Définition 2.1.3 On appelle variété projective tout espace annelé isomorpheà un
espace annelé de type(V, OV ) oùV est variété projective, etOV le faisceau de
fonctions qui àD(P ) associe l’ensemble des fonctions de la formeG/P r,G etP
étant des polynômes homogènes tels quedegG = r degP .

Pour plus précisions sur les espaces annelés et les faisceaux de fonctions consulter
[Per93]. Il y est vérifié notamment qu’on peut se contenter dedéfinir un faisceau
sur une base d’ouverts, ici constituée des ouvertsD(F ).

Pour toute variété projectiveX, on noteK(X) le corps desfonctions ration-
nellescomposé des fonctions du typef/g lorsquef et g sont des polynômes
homogènes deK[X0, . . . , Xn]/I(X) de même degré avecg 6∈ I(X), quotientées
par la relation d’équivalence

f/g ∼ f ′/g′ ⇐⇒ fg′ − f ′g ∈ I(X).

On nommecourbe projectivetoute variété projective de dimension1

Pour éviter les points de rebroussement ou non réguliers, ondéfinit :

Définition 2.1.4 SoitC une courbe projective irréductible dePn définie sur un
corpsK. SoientP1, . . . , Pn un système de générateurs deI(C).

On dit queC est non singulière au pointx ∈ C si la matrice
(

∂Pi/∂Xj (x)
)

1≤i≤n, 0≤j≤n

a pour rang(n− 1).
Une courbe est dite non singulière si elle l’est en tout point.

Seules de “bonnes” courbes nous intéressent ici. Aussi, afinde faciliter la lec-
ture, on utilisera le raccourci suivant.

Convention 1 Dans ce chapitre, la courbeC désigne une variété projectiveC
définie sur un corpsK , irréductible, non singulière et de dimension1.

On noteraK une clôture algébrique deK. Pour tout corpsK′ ⊂ K, C(K′)
désignera l’ensemble des points à coordonnées dansK′ satisfaisant aux équations
deC.

SoitP un point de la courbe deC. PosonsMP = {f ∈ K(C)/ f(P ) = 0} et
notonsK[C]P l’ensemble des fonctions rationnellesF = f/g avecf et g homo-
gènes de même degré, etg 6∈ MP . Les fonctions deK[C]P sont ditesrégulières
enP .
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Définition 2.1.5 La valuationvP en P est l’application qui à toute fonction régu-
lière enP associevP (f) = max{d ∈ N

⋃{∞}/ f ∈Md
P}.

On prolongevP surK(C) en écrivant toute fonction rationnelleF comme le quo-
tientf/g de deux fonctions régulières enP et en posantvP (F ) = vP (f)− vP (g).

Définition 2.1.6 On appelle uniformisante deC enP toute fonctiont ∈ K(C)
telle quevP (t) = 1.

Pour tout pointP ∈ C, les corpsK[C]P/MP etK sont isomorphes par
f 7→ f(P ). Les uniformisantes deC enP sont donc les générateurs deMP . De
plus, sit est une telle uniformisante, on peut développer toute fonction régulière
enP en une série formelle du type

∑∞
i=0 ait

i, lesai étant des éléments deK.

Pour pouvoir additionner les points d’une courbes, introduisons les diviseurs.

Définition 2.1.7 On appelle diviseur sur la courbeC toute somme formelle
∑

nP∈C(K)

nPP,

la famille{nP}P étant composée d’entiers rationnels presque tous nuls.

Le degrédu diviseurD est l’entierdeg(D) =
∑

P∈C(K) nP , sonsupportest

l’ensembleSupp(D) = {P ∈ C(K)/ nP 6= 0}. L’ensembleDiv(C) des divi-
seurs surC forme un groupe (pour l’addition), admettant l’ensembleDiv0(C)
des diviseurs de degré0 comme sous-groupe.

Définition 2.1.8 On appelle diviseur principal tout diviseur de la forme

(f) =
∑

P∈C
vP (f)P,

où vP est la valuation enP et f est élément de l’ensembleK(C)
×

des fonctions
rationnelles non nulles deC.

L’ensemblePC des diviseurs principaux forment un sous-groupe deDiv0(C).
Pour nos visées cryptographiques, seul le groupe des pointsnous intéresse.
Aussi, nous assimilerons (abusivement)la jacobienneJ deC au groupe quotient
Div0(C)/PC , et gardons cette appellation au cours de ce travail (en fait, la jaco-
bienne d’une courbe est une variété).

On a défini les diviseurs surK, regardons ce qu’il en est sur un corps quel-
conque.
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Définition 2.1.9 Un diviseurD est défini surK′ ⊂ K si Dσ = D pour tout
σ ∈ Gal(K/K′).

On noteDivK′(C) le groupe des diviseurs définis surK′, Div0
K′(C) le sous-

groupe des diviseurs de degré0 définie surK′. La jacobienneJK′ deC surK′

sera ici, toujours abusivement, le sous-groupe des classesdeJ fixe par l’action de
Gal(K/K′).

Pour ces rappels sur les diviseurs, on peut consulter [Sil85], [Sam81] ou
[Har77].

2.2 Jacobiennes généralisées, premières propriétés

Précisons avant tout la signification du termediviseurs étrangers àS ; ce sont
des diviseurs dont le support ne contient pas certains points choisis de la courbe
C.

Définition 2.2.1 SoitS un ensemble fini de points de la courbeC.
Un diviseurD deDiv(C) est dit étranger àS s’il s’écrit

D =
∑

P∈C\S
nPP ,

où la famille{nP}P∈C(K)\S est une famille presque nulle d’entiers rationnels.

SiS est un ensemble fini de points de la courbeC surK, on notera respective-
mentDivS(C) etDiv0

S(C) l’ensemble des diviseurs étrangers àS et l’ensemble
des diviseurs de degré0 étrangers àS : ils sont manifestement des sous-groupes
additifs deDiv(C).

Définition 2.2.2 SoitS ⊂ C(K) un ensemble fini de points de la courbeC.
On appelle� module de supportS, la donnée, pour tout pointP deS, d’un

entiernP strictement positif.

On peut considérer un module� de supportS comme un diviseur positif
∑

P∈S nPP de supportS. On peut comparer les modules comme les diviseurs
correspondants.
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Définition 2.2.3 SoientS etS ′ deux sous-ensembles finis de points de la courbe
C, � un module de supportS, � ′ un module de supportS ′.

On note� ′ ≥ � si S ⊂ S ′ etn′
P ≥ nP pour tout pointP deS.

La relation≥ ainsi définie sur les modules deC est une relation d’ordre.

Définition 2.2.4 Soientϕ une fonction rationnelle surC, et� un module de sup-
portS. On noteϕ ≡ 1 (mod � ) si ∀P ∈ S, vP (1− ϕ) ≥ nP .

Nous noteronsΓ� l’ensemble des diviseurs correspondant à ces fonctions :

Notation 1 Pour tout module� de supportS ⊂ C, on pose

Γ� = {(ϕ) : ϕ ∈ K(C) etϕ ≡ 1 (mod � )}.

Constatons que siϕ ≡ 1 (mod � ), le diviseur(ϕ) est étranger àS. L’ensemble
Γ� apparaît donc comme un sous-groupe deDiv0

S(C) ; on va pouvoir examiner
le groupe quotient.

Définition 2.2.5 Soit� un module de supportS. On appelle jacobienne générali-
sée associée à� le groupe quotientJ� = Div0

S(C)/Γ�.

Attention, cette définition ne peut être dissociée de la remarque suivante.

Remarque Il faut faire très attention avec la terminologie utilisée ici. N’ayant
que des préoccupations cryptographiques, nous nous permettons cette
approximation sur la terminologie des jacobiennes généralisées. Les “vraies”
jacobiennes généralisées sont construites de manière à vérifier la propriété
“universelle” suivante.

Proposition 2.2.6 Pour tout module�, il existe un groupe algébriqueT et une
application rationnellef� : C −→ T tels que :

pour tout groupe commutatifG et toute fonctionf : C −→ G rationnelle,
nulle surΓ� , il existe une unique factorisation rationnelle deT versG du type :

C
f−→ G

f� ↓ ↗
T

De plusT ' J� .
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Notons qu’ici les jacobiennes généralisées sont considérées en tant que groupe
algébrique, c’est leur véritable nature. On montre alors qu’elles sont isomorphes
en tant que groupe aux groupes quotientsDiv0

S/Γ
� [Ser59], d’où l’abus de lan-

gage utilisé au cours de cette thèse. Nous avons signaler queles jacobiennes gé-
néralisées peuvent être définies par la proposition 2.2.6. C’est le point de vue dé-
veloppé par Serre dans [Ser59]. Pour les propriétés “universelles” des jacobiennes
on confère donc à [Ser59] mais aussi à [Ros54].

Les jacobiennes généralisées de même support apparaîssentcomme quotient
les unes des autres comme le décrit la proposition suivante.

Proposition 2.2.7 Soient� et� ′ des modules de même supportS tels que� ′ ≥ �.
On a alors la suite exacte :

0 −→ Γ� /Γ� ′ −→ J� ′ −→ J� −→ 0.

Ainsi, la connaissance des jacobiennes généralisées de module suffisamment
grand suffit à déterminer toutes les jacobiennes généralisées. La démonstration de
cette proposition est triviale dans la mesure où l’on ne considère les jacobiennes
qu’en terme de quotient de groupes de diviseurs.

On a travailler jusqu’ici en travaillant surK. Pour travailler surK, on uti-
lise les diviseurs définis surK. Pour les modules –assimilables à des diviseurs
positifs–, on utilisera la notion suivante.

Définition 2.2.8 SoitK un corps parfait, admettantK comme clôture algébrique.
NotonsG = Gal(K/K) le groupe de Galois deK surK.

Un module� est dit rationnel surK si les coordonnées des points de son
support sont algébriques surK et simσ = m pour toutσ ∈ G.

2.3 Structure des jacobiennes généralisées

Nous allons dans cette section construire une application d’une jacobienne
généralisée dans la jacobienne de la courbeC. Elle s’avère être surjective, nous
calculerons son noyau. Ce calcul se trouve dans [Ser59].
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2.3.1 Construction de la suiteJ� −→ J −→ 0

Afin d’harmoniser les notations, nous écrironsΓ = {(ϕ)/ϕ ∈ K(C)} le
groupePC des diviseurs principaux.

Considérons un module� de supportS. Le groupeDiv0
S(C) s’envoie dans

Div0(C) (par l’inclusion) puis dansJ par passage au quotient. On peut ainsi
construire la suite exacte

0 −→ ΓS −→ Div0
S(C) −→ J,

où le noyauΓS est le groupe des diviseurs principaux étrangers àS.
Pour toute classe deJ , on peut considérer un représentantD =

∑

PnPP élé-
ment du groupeDiv0(C). On peut trouver ( par exemple en utilisant le théorème
d’approximation des valeurs absolues décrit dans l’annexeA) ϕ ∈ K(C) telle que

∀P ∈ S, vP (ϕ) = nP .

Alors,D−(ϕ) est élément deDiv0
s(C) et appartient à la classe deD : l’application

Div0
S(C) −→ J est surjective.

On obtient ainsiDiv0
S(C)/ΓS ' J .

DeΓ� ⊂ ΓS, on déduit la surjectivité de l’application

J� = Div0
S(C)/Γ� −→ Div0

S(C)/ΓS ' J.

Notonsψ� la surjection deJ� dansJ exhibée ci-dessus.
La jacobienneJ apparaît comme un groupe quotient deJ� ; J� possède

donc plus d’éléments queJ . Cela laisse espérer que l’on peut trouver dansJ� des
éléments d’ordre plus grand que ceux deJ , avec lesquels le logarithme discret
serait intéressant. On va donc chercher à préciser la structure deJ� .

2.3.2 Description du noyau

Soit S un sous-ensemble fini de la courbeC. On veut examiner la structure
d’une jacobienne généraliséeJ� associée au module� de supportS. Il s’agit en
fait, par ce qui précède, d’étudier la suite exacte :

0 −→ L� −→ J�
ψ�−→ J −→ 0.

Par construction,L� est le noyau de l’application

Div0
S(C)/Γ� −→ Div0

S(C)/ΓS.
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DoncL� = ΓS/Γ� . Rappelons l’expression des ensembles en question

ΓS = {(ϕ)/ϕ ∈ K(C) et ∀P ∈ S, vP (ϕ) = 0} et

Γ� = {(ϕ)/ ϕ ∈ K(C) et ∀P ∈ S, vP (1− ϕ) ≥ nP}.
(2.1)

Ils apparaîssent comme les ensembles des diviseurs principaux des fonctions des
ensembles respectifs

US = {ϕ ∈ K/ ∀P ∈ C, vP (ϕ) = 0} et

U� = {ϕ ∈ K(C)/ ∀P ∈ S, vP (1− ϕ) ≥ nP}.
(2.2)

On va chercher à ramener l’étude deL� sur les ensembles de fonctions. Pour
comparer les points de vue, on considère la surjectionUS −→ ΓS qui aϕ associe
(ϕ). Elle induit une surjectionΦ : US −→ ΓS/Γ� = L� par passage au quotient.

Une fonctionϕ deUS est dans le noyau deΦ si (ϕ) ∈ Γ� , c’est à dire s’il
existef ∈ U� telle que(ϕ) = (f) autrement dit siϕ = λf , où λ ∈ K

×
et

f ∈ U� (car(g) = (f)⇔ ∀P ∈ C, vp( gf ) = 0).

Au final, on obtientL� = US/ (K
× × U� ). Il ne nous reste plus qu’à étudier

les ensembles de fonctionsUS etU� .

2.3.3 Étude avec les fonctions

SoitS un sous-ensemble fini de la courbeC, � un module de supportS. On
va chercher à ramener l’étude du quotientUS/U� à des études locales plus faciles
à effectuer grâce au développement en série entière en l’uniformisante.

Pour toutP ∈ S, posons

UP = {ϕ ∈ K(C)/vP (ϕ) = 0}

l’ensemble des fonctions régulières enP et, sinP est un entier naturel, posons

U
(nP )
P = {ϕ ∈ K(C)/vP (1− ϕ) ≥ nP}.

Si t est une uniformisante enP , une fonction deU (nP )
P a donc, dansK(C)P , un

développement en série formelle du type

1 + atnP + btnP +1 + ctnP +2 . . . ,

aveca, b, c, . . . éléments deK.
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Considérons un module� de supportS. L’ensembleUS =
⋂

P∈SUP des fonc-

tions inversibles en tout point deS s’envoie sur
∏

P∈S

(

UP/U
(nP )
P

)

diagonale-

ment par∆ : x 7→ (x, x, . . . , x), le noyau étantU� =
⋂

P∈SU
(nP )
P .

De plus, si{gP}P∈S ∈
∏

P∈SUP , par le théorème d’approximation des valeurs

absolues,∆(US)
⋂∏

P∈S

(

gP + U
(nP )
P

)

6= ∅ : l’application diagonale deUS dans
∏

P∈S

(

UP/U
(nP )
P

)

est surjective.

On a obtenu la suite exacte :

1 −→ U� −→ US −→
∏

P∈S

(

UP/U
(nP )
P

)

−→ 1.

On a atteint donc notre but : on n’a en effet plus qu’à étudier maintenant les
quotients “locaux”U (nP )

P .

2.3.4 Étude deUP/U
(n)
P

Soit P un point de la courbeC, n un entier strictement positif. Considérons
une uniformisantet deC enP . Le groupe quotientUP/U

(n)
P admet comme sys-

tème de représentants :

n−1
∑

i=0

ait
i aveca0 ∈ K

×
et∀i, ai ∈ K,

soit,

a0(1 +

n−1
∑

i=1

bit
i) où bi = ai/a0 ∈ K eta0 ∈ K

×
.

Remarquons au passage queUP/U
(n)
P est isomorphe au groupe(K[[T ]]

×
(mod T n)).

NotonsV(n) le groupe multiplicatif composé des éléments1+
∑n−1

i=1 bit
i où les

bi sont des éléments deK, muni de la multiplication suivante :

(1 +

n−1
∑

i=1

bit
i)(1 +

n−1
∑

i=1

cit
i) = 1 +

∑n−1

i=1
dit

i

avecdi = bi +
∑i−1

j=1bi−jcj + ci

On a doncUP/U
(n)
P ' K

××V(n).
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2.3.5 Caractéristique0

Il nous faut donc maintenant étudier le groupe multiplicatif V(n) composé des
éléments de la forme1 +

∑n−1
i=1 biX

i. Pour cette section, nous suivrons encore le
point de vue de [Ser59] (section V15 page 101). Nous travaillons dans le cas où
K est de caractéristique0. Dans ce cas, on peut définir la série formelle
exp(X) =

∑∞
k=0

Xk

k!
, et utiliser le lemme suivant.

Lemme 2.3.1 Supposons que le corpsk a pour caractéristique0. Soientn un
entier strictement positif,g(X) un polynôme dek[X] de la forme1+

∑n−1
i=1 biX

i.
Il existe alors un unique(n− 1)-uplet(c1, . . . , cn−1) dekn−1 tel que :

g(X) ≡
∏n−1

i=1
exp(ciX

i) (mod Xn).

Démonstration
Cette proposition est évidente : en développant le produit d’exponentielle en
série entière, on obtient pourX i un coefficient du typeci +Qi(c1, . . . , ci−1),
1 ≤ i ≤ n− 1, avecQi ∈ k[X], on peut ainsi calculer lesci en remontant à partir
dec0 sous forme polynômiale desbi. 2

En appliquant le lemme aveck = K, on arrive à exprimerV(n).

Proposition 2.3.2 Supposons que le corpsK ait pour caractéristique0. SoitnP
un nombre entier strictement positif.

L’applicationΦ qui tout à un élémentgP du groupe(V(nP );×) associe le
(nP − 1)-uplet(ci)1≤i≤nP−1 du groupe(V(nP );×) donné par le lemme 2.3.1

est un isomorphisme birégulier de groupe.

Cette application est bien évidemment un morphisme de groupe car
exp (c+ c′) = exp (c) exp (c′). Elle est trivialement surjective, birégulière (les
bi s’expriment comme polynômes en lesci et réciproquement), et injective (par le
lemme).

Le groupeUS/U� est donc isomorphe au groupe algébrique
∏

P∈S

(

KnP−1 ×K
×)

muni de la loi
∏

P∈S(+;×). Le sens
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∏

P∈S
(

K
nP−1 × K

×) −→∏

P∈S

(

UP/U
(nP )
P

)

−→ US/U�
(

(cP ;i)1≤i≤nP−1; dP

)

P∈S
7−→∏

P∈S
(

dP exp(cP ;it
i
P (mod tnP ))

)

7−→ g

est ainsi explicite et programmable.
De même, pour toutP ∈ S, on peut trouver lesdP puis lescP ;i tels que

g ∈ dP exp(cP ;it
i
P )+U

(nP )
P à l’aide d’un calcul formel. On peut donc programmer

aussi le sens :
US / U� −→∏

P∈S(K
nP−1 × K

×
)

g 7−→ ((cP ;1, cP ;2, . . . , cP ;nP−1; b)) .

2.3.6 Caractéristique p

Supposons maintenant que le corpsK est de caractéristique un nombre pre-
mierp. On ne peut plus travailler avec la fonctionexp car1/n! n’est pas défini si
n ≥ p. On va introduire une fonctionE qui pourra jouer le même rôle, pour cela
commençons par quelques rappels.

La fonction de Moebiusµ est définie surN par :

µ(n) = 0 si ∃q ∈ N \ {0, 1}/ q2 | n,
µ(
∏k

i=1 pi) = (−1)k si lespi sont des entiers premiers distincts,
µ(1) = 1.

Rappelons aussi que sin > 1,
∑

d|n µ(d) = 0.

Nous allons donc chercher à remplacer la fonctionexp. Pour cela on utilise la

série formelleexp
(

−∑∞
i=0

Xpi

pi

)

. Évidemment, on ne peut définir cette série que
sur un corps de caractéristique nulle. On va donc se placer dans un tel corps et
chercher à en trouver une autre expression.

Lemme 2.3.3 SoitS la série formelle définie sur un corps de caractéristique0 par

S(X) = exp
(

−∑∞
i=0

Xpi

pi

)

.

Alors,S(X) =
∏

(n,p)=1 (1−Xn)
µ(n)

n .

Démonstration
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Deµ(1) = 1 et, pourn ≥ 2,
∑

d|nµ(d) = 0, on peut déduire

−X =

∞
∑

n=1

−Xn

n

∑

d|n
µ(d)

=

∞
∑

d=1

µ(d)

d

∞
∑

m=1

−Xdm

m

=

∞
∑

d=1

µ(d)

d
log(1−Xd).

(2.3)

L’image de cette égalité parexp donne

exp(−X) =
∏

n∈N

(1−Xn)
µ(n)

n .

Par(p2|n⇒ µ(n) = 0), on peut écrire le produit sous la forme

exp(−X) =
(

∏

(n,p)=1

(1−Xn)
µ(n)

n
)(

∏

(m,p)=1

(1−Xpm)
µ(pm)

pm
)

.

Définissons maintenant la série formelleF (X) =
∏

(n,p)=1 (1−Xn)
µ(n)

n . De
((p,m) = 1⇒ µ(pm) = −µ(m)), on obtient finalement

exp(−X) = F (X)/F (Xp)
1
p .

Pour toutN ∈ N,
∏

(n,p)=1etn≤N
(1−Xpkn)

µ(n)
n

a une série formelle du type

1−Xpk

/pk + . . . .

La série

F (Xpk

)
1/pk

=
∏

(n,p)=1

(1−Xpkn)
µ(n)

npk
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a donc un développement du type

1−Xpk

/pk +
∑

i>pk

aiX
i ,

lesai étant des coefficients. Or, de l’équation (2.3.6), on déduitpour tout entierk

F (X) = exp(−X)F (Xp)1/p

= exp(−X − Xp

p
)F (Xp2)

1/p2

= . . .

= exp(−
k
∑

i=0

X i

pi
)F (Xpk

)
1/pk

.

(2.4)

Pour toutk, lespk premiers termes des développements deF (X) etS(X) sont
donc identiques ; par suite,F (X) = S(X). 2

Pour travailler avecexp
(

− ∑∞
i=0

Xpi

pi

)

en caractéristiquep, on utilisera

F (X) =
∏

(n,p)=1 (1−Xn)
µ(n)

n , qui est bien définie surK, au lieu deS.

De façon à transposer la propriété de morphisme de groupes del’exponen-
tielle, on va utiliser les vecteurs de Witt. Ils apparaissent pour la première fois
dans un écrit de Witt [Wit36]. On peut les retrouver dans [AH28] et [Die57].
Nous suivons ici plutôt le point de vue de Demazure [Dem72], notamment pour
la notation de la fonction suivante (cette notation n’est aucunement universelle).

Définition 2.3.4 SoitR un anneau commutatif unitaire. Soit, pourn élément de
N, la fonctionφn deRn+1 dansRn+1 définie par

φn
(

(xi)0≤i≤n
)

=

n
∑

i=0

pixi
pn−i

pour tout(xi)0≤i≤n ∈ Rn+1.

On peut alors définir la loi] qui, elle aussi, n’est nullement fixée sous cette
notation.
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Définition 2.3.5 On appelle groupe des vecteurs de Witt relatif à p, de longueur
infinie, pour un anneauR le groupe notéW (R) = RN muni de la loi] suivante :

Si (ai)i∈N
et(bi)i∈N

sont des éléments deRN, (ai)0≤i≤n](bi)0≤i≤n est l’unique
élément(ci)0≤i≤n deRN tel que :

∀n ∈ N, φn
(

(ai)0≤i≤n
)

+ φn
(

(bi)0≤i≤n
)

= φn
(

(ci)0≤i≤n
)

. (2.5)

L’élément somme est bien défini car la partie droite de l’équation (2.5) de rang
n s’écrit cn + pcpn−1 + p2cp

2

n−2 + . . . + pncp
n

0 . On peut donc calculer de proche en
proche{cn}n∈N

.

Définition 2.3.6 On appelle vecteur de Witt relatif à p, de longueur n, pour un
anneauR commutatif unitaire, un vecteur de Witt défini précédemmenttronqué
aux(n+ 1) premières coordonnées.

En gardant le cadre de travail et les hypothèses de 2.3.5, on définit l’exponen-
tielle de Artin-Hasse comme suit.

Définition 2.3.7 On nomme exponentielle de Artin-Hasse la fonction qui à un
vecteur de Wittx et un scalairet associe

E(x; t) =

∞
∏

n=0

F (xnt
pn

),

où
F (X) =

∏

(n,p)=1

(1−Xn)
µ(n)

n .

A l’image de l’exponentielle réelle – qui est un morphisme dugroupe(R; +)
dans le groupe(R∗

+; ×) –, l’exponentielle de Artin-Hasse est un morphisme de
monoïde de(W (R); ]) dans(R; ×), comme le dit la proposition suivante.

Proposition 2.3.8 SoitR un corps commutatif. Alors,

∀(x; y) ∈W (R), ∀t ∈ R, E(x ] y; t) = E(x; t)E(y; t).
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Démonstration
Supposons tout d’abord queR est de caractéristique nulle. On a vu que dans ce

casF (X) = exp
(

−∑∞
i=0

Xpi

pi

)

. Par la propriété de l’exponentielle, on peut
donc écrireE sous la forme

E(X; t) = exp

(

−
∞
∑

n=0

tp
n

φn(X)

pn

)

.

Si x ety sont des vecteurs de Witt deW (R), on déduit de cette expression et de
la définition des vecteurs de Witt l’égalitéE(x; t)E(y; t) = E(x ] y; t).
Mais en faitF (X) =

∏

(n,p)=1 (1− tn)
µ(n)

n . Par le principe de prolongement des
identités, l’égalité trouvéeE(x; t)E(x; t) = E(x ] y; t) peut donc se regarder
aussi dans un corps de caractéristiquep, d’où le résultat. 2

Les vecteurs de Witt permettent de travailler “comme en caractéristique 0”,
notammentE peut jouer le rôle de la fonctionexp. Ceci va nous permettre, comme
en caractéristique0, d’analyserV(n).

Théorème 2.3.9Supposons queK ait pour caractéristique le nombre premierp.
Pour tout entier natureli inférieur ou égal àn−1 et premier àp, on noteri le plus
petit entierr vérifiantipr ≥ n.

Si g est élément deV(n), il existe une unique famille(xi)(i,p)=1 et 1≤i≤n−1 de
vecteurs de Witt de longueur respectivementri pourxi telle que :

g(t) =

n−1
∏

i=1

(i,p)=1

E(xi; t
i).

La démonstration est similaire au cas vu en caractéristique0, voir [Ser59] pour
plus de détails.

On peut maintenant décrireV(n).

Proposition 2.3.10 L’application deV(n) dans
∏n−1

i=1 Wri qui à tout élémentg de
V(n) associe l’uplet(xi)(i,p)=1 et 1≤i≤n−1 déterminé par le théorème 2.3.9 est un
ismorphisme de groupe birégulier.
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ConclusionEn caractéristiquep, le groupeUS/U� est isomorphe au groupe
algébrique :

G =
∏

P∈S















K× ×
n−1
∏

i=1

(i,p)=1

Wri















.

Comme dans le cas de la caractéristique0, on peut programmer l’application
inverse

US/U� −→ G ,

ce sens inverse est donc lui aussi explicite et programmable.

2.3.7 Autre représentation deUS/U�

Nous avons précédemment cherché à exprimerUS/U� sous forme de produit
de groupes : une addition s’effectue alors rapidement composantes par compo-
santes mais le passage àUS/U� est délicat. D’où l’intêret de la proposition sui-
vante.

Proposition 2.3.11 SoientP un point de la courbeC, n un entier strictement
positif, ett une uniformisante deC enP .

Pour tout élémentg deUP , il existe une unique famille(ai)1≤i≤n−1 d’éléments
deK telle que :

g(t) ≡
n−1
∏

i=1

(1 + ait
i) (mod U

(n)
P ).

Remarques
1. On déduit trivialement lesai deg par itération sur l’ordre desti, d’où
l’existence et l’unicité demandées par la proposition. Il est très dur de les
exprimer explicitement mais on peut programmer leurs constructions.
2. Cette fois, l’applicationg −→ (ai)1≤i≤n−1 n’est plus un morphisme de
groupes, l’addition devient plus délicate.
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Proposition 2.3.12 SoientP un point de la courbeC, n un entier strictement
positif, ett une uniformisante deC enP . Pour(a1, a2, . . . , an−1) ∈ K

n−1
, on

pose

M(a1, a2, . . . , an−1) =















1 a1 · · · an−2 an−1

0 1 a1 · · · an−2
...

. . . . . . . . .
...

0
. . . 0 1 a1

0 0 · · · 0 1















.

L’application

g −→
n−1
∏

i=1

(1 + ait
i) −→ M(a1, a2, . . . , an−1)

est un isomorphisme du groupeUP/U
(n)
P sur le groupe multiplicatif

T nS = {M(a1, a2, . . . , an−1) ∈ Mn(K)/ (a1, a2, . . . , an−1) ∈ K
n−1}.

La démonstration est évidente [Ser59] ; la proposition donne un isomorphisme de

US/U� dans
∏

P∈S

(

K
× × T nP

S

)

: le passage deUS/U� dans
∏

P∈S

(

K
× × T nP

S

)

est plus facile (d’après ce qui précède ) mais l’addition

(dans le deuxième groupe ) est un peu plus complexe. Cependant, ce n’est qu’un
calcul matriciel (chose déjà bien implantée ) : cette décomposition semble plus
performante.

2.3.8 Bilan

Nous avons effectué une étude “sur les fonctions” du quotient US/U� , mais
notre objectif concernait les diviseurs, plus exactement le noyauL� deJ� −→ J .

On a vu queL� ' US/
(

K
× × U�

)

.

On choisit un pointP ∈ S.

On obtient finalement,L� ' V(nP ) ×
∏

Q∈S\P

(

K
× × V(nQ)

)

avec

(Vn,×) '











(K
n−1

; +) en caractéristique0

ou bien

(
∏n−1

i=1 Wri,]) en caractéristiquep

(2.6)
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Nous avons étudier la suite exacte

0 −→ L� −→ J� −→ J −→ 0,

mais nous ne sommes pas en mesure d’en donner un relèvement. Nous ne pouvons
donc pas représenter les classes deJ� par des éléments de la jacobienne et du
noyau. Nous chercherons donc un autre moyen pour les représenter.

Auparavant, nous allons regarder ce qui se passe sur le corpsde baseK. Nous
avons défini les jacobiennes généralisées avec les diviseurs construits sur la clôture
algébriqueK. Examinons ce qui se passe si l’on se limite aux diviseurs définis sur
le corps de départK.

2.3.9 Descente sur le corps de base

Le but de cette sous-section est “d’abaisser” l’étude faites sur les jacobiennes
généralisées définies sur la clôtureK au corpsK. Nous commencerons par des
rappels d’algèbre homologique.

Tout d’abord, siG est un groupe, nous appelleronsG module tout module sur
l’anneauZ(G) ; un homomorphisme deG module sera un homomorphisme de
Z(G) module. Pour tout ensembleA sur lequelG agit, on poseAG l’ensemble
des éléments deA fixe parG (i.e.σ(x) = x pour toutσ ∈ G).

Définition 2.3.13 SoitG un groupe.
Un complexe deG module est une suiteC

· · · −→ Cp+1
∂p+1−→ Cp

∂p−→ Cp−1 −→ · · ·
deG modulesCp, indexée surN ou surZ avec des homomorphismes vérifiant
pour toutp : ∂p ◦ ∂p+1 = 0, soitIm∂p+1 ⊂ Ker ∂p.

On ne demande pas à la suite d’être exacte, groupe quotient

Hp(C) = Ker ∂p/ Im∂p+1

est à priori non nul. On l’appellep-ème groupe d’homologie du complexeC.

Un complexe deG module est dit libre si lesG modulesCp sont tous libres.

Pour tous modulesA, B, B′, et tout homomorphismeβ : B → B′, on note
β ] l’homomorphisme

β ] : HomG(B′, A) −→ HomG(B,A)
f 7−→ f ◦ β.
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Proposition/Définition 2.3.14 SoitG un groupe etC un complexe deG module.
Pour toutG moduleA, la suite

· · · −→ HomG(Cp−1, A)
∂ ]

p−→ HomG(Cp, A)
∂ ]

p+1−→ HomG(Cp+1, A) −→ · · ·

vérifie pour toutp : ∂ ]p+1 ◦ ∂ ]p = 0, soitIm∂ ]p ⊂ Ker ∂ ]p+1.
On appellepème groupe de cohomologie deG avecA pourC le groupe quo-

tient
Ker ∂ ]p+1/ Im∂ ]p .

Attention, la proposition n’affirme pas que la suite définie par les∂ ]p est exacte,
le quotient considéré est donc, ici aussi, à priori non nul.

Définition 2.3.15 SoitG un groupe.
On appelle complexe standard deGmodule tout complexe libreC deGmodule

indexé surN couplé avec un homomorphisme deG module

ε : C0 −→ Z

tel que

C1
∂1−→ C0

ε−→ Z −→ 0

soit une suite exacte.

Pour les complexes standards, on montre la proposition suivante [Iya75].

Proposition 2.3.16 SoientG un groupe,C et C′ deux complexes standards deG
module.

Pour toutG moduleA, il existe une suite{ϕp}p∈Z
d’isomorphismes telle que

le diagramme

· · · −→HomG(Cp−1, A)
∂ ]

p−→HomG(Cp, A)
∂ ]

p+1−→ HomG(Cp+1, A) −→ · · ·
ϕp−1 | o ϕp | o ϕp+1 | o

· · · −→HomG(C ′
p−1, A)

∂′ ]
p−→HomG(C ′

p, A)
∂′ ]

p+1−→ HomG(C ′
p+1, A) −→ · · ·

soit commutatif.

Il découle de ce diagramme commutatif queϕp induit un isomorphisme entre
Im∂ ]p et Im∂′ ]p d’une part, et entreKer ∂ ]p+1 et Ker ∂′ ]p+1 d’autre part. Les
groupes de cohomologie deG avecA sont donc identiques à isomorphisme près
pour tout complexe standard, la définition suivante a donc unsens.
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Définition 2.3.17 SoitG un groupe, etA unG module.
On appellep-ème groupe de cohomologie deG avecA le groupe quotient noté

Hp(G, A) donné par

Hp(G, A) = Ker ∂ ]p+1/ Im∂ ]p ,

pour un complexe (quelconque)C standard deG module.

SoitG un groupe. L’objectif de ce paragraphe est de construire, à partir d’un
homomorphismeα : A −→ A′ deG module, un homomorphisme deG module
entreHp(G,A) etHp(G,A′). Soit doncα un homomorphisme duG moduleA
dans leG moduleA′. Pour toutG moduleCp, on peut définir l’application

αp : Hom(Cp, A) −→ Hom(Cp, A
′)

u 7−→ α ◦ u,
Alors, par construction, siC est un complexe deG module, le diagramme

· · · −→ HomG(Cp−1, A)
∂ ]

p−→ HomG(Cp, A)
∂ ]

p+1−→ HomG(Cp+1, A) −→ · · ·
αp−1 ↓ αp ↓ αp+1 ↓

· · · −→ HomG(Cp−1, A
′)

∂ ]
p−→ HomG(Cp, A

′)
∂ ]

p+1−→ HomG(Cp+1, A
′) −→ · · ·

est commutatif. Par suite,α induit pour tout entierp un homomorphisme

αp : Hp(G,A) −→ Hp(G,A′).

Fort de cette construction, on peut décrire maintenant le passage d’une suite
exacte deG module à leurs groupes cohomologiques. On peut montrer ce résultat
en appliquant aux groupesHp(G, A) le “résultat cohomologique fondamentale”
décrit dans [Per93], ou regarder la démonstration de [Iya75] (vue générale avec
application au cas décrit ici).

Théorème 2.3.18SoitG un groupe. Considérons troisG moduleA, b, etC véri-
fiant la suite exacte d’homomorphismes deG module

0 −→ A
f−→ B

g−→ C −→ 0.

Il existe alors des homomorphismes{δp}p∈N
dit de connexion tels que l’on ait

une suite exacte longue

· · · → Hp(G, A)
fp→ Hp(G, B)

gp→ Hp(G, C)
δp→ Hp+1(G, A)

fp+1→ Hp+1(G, B)→ · · ·
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Revenons à la définition 2.3.17 des groupes de cohomologie deG module.
Nous allons chercher à déterminer ces groupes pour les petits degrés.

Soient pour cela un groupeG, unG moduleA, et un complexe standard deG
moduleC. On peut écrire par définition la suite exacte

C1
∂1−→ C0

ε−→ Z −→ 0.

On en déduit la suite exacte

0 −→ HomG(Z, A)
ε ]

−→ HomG(C0, A)
∂ ]
1−→ HomG(C1, A).

Par suite,
H0(G, A) = Ker ∂ ]1 ' HomG(Z, A).

Nous supposerons désormais que le groupeG agit trivialement surZ. Rappe-
lons que l’applicationΨ : u 7→ u(1) est une injection deHomG(Z, A) dans
A (cela quelque soit l’action deG sur Z). Mais, pour toutu ∈ HomG(Z, A),
σ u(1) = u(σ 1) = u(1) pour tout élémentσ deG. L’application Ψ est donc
à valeurs dansAG. Réciproquement, pour touta ∈ AG, l’applicationn 7→ na
est élément deHomG(Z, A). Ainsi,HomG(Z, A) ' AG, et l’on connaît0-ème
groupe de cohomologie.

Proposition 2.3.19 SoitG un groupe qui agit trivialement surZ, et soitA unG
module.

Le groupe de cohomologie deG de degré0 est

H0(G,A) = {x ∈ A/ ∀σ ∈ G, σ(x) = x}.

Revenons à nos préoccupations principales. Nous avons étudier la suite exacte
issue deJ� → J , ces objet étant définis sur la clôture algébriqueK d’un corpsK.
Pour proposer un logarithme discret, il est préférable de travailler avec un groupe
fini (de toute façon il nous faut un élémentg d’ordre fini). Il paraît donc plus
approprié de travailler avec le sous-groupeJG� des éléments deJ� fixe par le
groupe de GaloisG deK surK. Nous allons profiter des précédentes remarques
sur la cohomologie pour déduire de la suite exacte surJ� la structure deJG� .

Dans cette sous-section nous travaillerons avec un corpsK parfait, admettant
le corpsK pour clôture algébrique. NotonsG = Gal(K/K) le groupe de Galois

deK surK. Nous utiliserons le théorème suivant décrit par Serre dans[Ser64]
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Théorème 2.3.20SoientK un corps parfait,K sa clôture algébrique et
G = Gal(K/K) le groupe de Galois deK surK.

Alors, pour tout groupe algébrique connexeL,

H1(G,L) = 0.

Outre [Ser64], on peut trouver une démonstration de ce théorème dans [Lan56].
Notons que lorsque l’on travaille avec la topologie de Zariski, tout ensemble est
connexe car cette topologie est séparée.

Nous travaillerons dans cette sous-section avec un module� rationnel. Rappe-
lons la suite exacte surK

0 −→ L� −→ J� −→ J −→ 0.

Grâce au théorème 2.3.18, on en déduit

0→ H0(G, L� )→ H0(G, J�, )→ H0(G, J)→ H1(G, L� )→ H1(G, J� )→ · · ·

Or, par 2.3.19,

H0(G, L� ) = LG�

H0(G, J� ) = JG�

H0(G, J) = JG = JK.

(2.7)

D’autre part, à l’aide du théorème 2.3.20, on sait que

H1(G, L� ) = 0

H1(G, J� ) = 0

H1(G, J) = 0.

(2.8)

En reportant ces résultats dans (2.3.9), on déduit la proposition suivante.

Proposition 2.3.21 SoitK un corps parfait, admettantK pour clôture algébrique.
NotonsG = Gal(K/K) le groupe de Galois deK surK.

Pour tout module rationnelle�, la suite

0 −→ LG� −→ JG� −→ JK −→ 0

est exacte.
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PourK = Fq un corps fini, cette suite permet de connaître le cardinal de “la
jacobienne généralisée fixe sousG” : |JG� | = |LG�| |Jk|. Malheureusement, elle ne
fournit toujours pas de relèvement et ne permet pas de représenter les éléments de
JG� .

Nous voulions proposer un logarithme discret surJG� . Or l’existence de cette
suite exacte permet de transposer le logarithme discret auxgroupesLG� et JK, la
complexité du problème du logarithme discret dansJG� équivaut à celle de ces
deux groupes [Cou01]. Bien que non optimal pour le logarithme discret, nous
allons chercher à utiliser les jacobiennes généralisées pour d’autres applications
cryptographiques. Il nous faut toujours trouver à les représenter pour pouvoir les
manipuler. Pour cela, nous allons les traduire en terme d’idèle.

2.4 Traduction en termes d’idèles

Introduisons tout d’abord le vocabulaire utile.

Définition 2.4.1 Un corps est dit corps global s’il est une extension finie deQ ou
dek(T ), k étant une extension finie d’un corps finiFq.

Cela couvre les corps qui nous intéresse ; en effet les extensions quadratiques
deQ et les corps de fonctions d’une courbe surFq sont des corps globaux. En fait,
on peut considérer un corps global comme un corps de fonctions d’une variété sur
Q ou surk.

Sur un corps algébriquement clos, un diviseur d’une courbe est une série for-
melle presque nulle de points deC. Lorsque le corpsK sur lequel on considèreC
n’est pas algébriquement clos, on remplace la notion de point par celle de place.
Une placev deC est une classe de conjugaison des points définis sur une clô-
ture algébriqueK du corpsK satisfaisant l’équation deC par le groupe de Galois
Gal(K/K). Un diviseur(v) associé à une placev est la somme de ses points.
Pour toutσ ∈ Gal(K/K), (v)σ = (v) : le diviseurv est donc défini surK. Réci-
proquement, remarquons que tout diviseur défini surK peut s’écrire sous la forme
d’une somme presque nulle de places

∑

nv(v). Ainsi, le degrédeg(v) d’une place
v est son cardinal.

De même, les entiers des modules rationnels vérifiantnp = nσP pour tout
σ ∈ Gal(K/K), on peut définir ces modules en donnant les entiersnv indexé sur
les places.
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Pour toute placev, on noteraOv le complété deK[C]P par vP où P est un
point élément dev (le choix deP dansv est indifférent à isomorphisme près pour
le résultatOv de la complétion). C’est un anneau de valuation discrète (anneau
principal ayant un unique idéal premier non nul). On notera indifféremmentv la
valuation associée (v prolongevP ), etKv le corps de fraction deOv.

Définition 2.4.2 SoitC une courbe définie sur un corpsK. NotonsV l’ensemble
de ses places.

L’anneauAF des adèles du corpsF = K(C) est le produit restreint
∏′

v∈V Kv

de{Kv}v∈V par rapport à{Ov}v∈V , c’est à dire

AF = {{xv}v∈V ∈
∏

v∈V
Fv / xv ∈ Ov pour presque toutv}.

Les composantesxv d’une adèle vérifient doncv(xv) ≥ 0 pour presque toutv.

Proposition/Définition 2.4.3 SoitC une courbe définie sur un corps ‘K, V l’en-
semble de ses places, etF = K(C) le corps de ses fonctions rationnelles.

On appelle idèle toute adèle inversible. L’ensemble des idèles est un groupe,
c’est le produit restreint de{Fv}v∈V par rapport à{O×

v }v∈V :

IF = {{xv}v∈V ∈
∏

v∈V
Fv / v(xv) = 0 pour presque toutv}.

Nous travaillerons désormais avecF un corps global extension fini d’un corps
K (qui est du typeQ ou dek(T )). Les idèles sont de valuation nulle presque par-
tout, on peut associer à une idèle{xP}P le diviseur

∑

P vP (xP )P . NotonsU le
noyau de ce morphisme de groupe. D’autre part, le groupeF× des inversibles deF
s’envoie dansIF par plongement diagonal. NotonsCF le groupe quotientIF /F×,
il s’appelle groupe de classe des idèles deF . Le groupeK× s’envoie aussi dans
le groupePC des diviseurs principaux deC. Le groupeCF s’envoie donc dans
Pic(C), notonsQ le noyau de ce morphisme. Résumons par le diagramme com-
mutatif suivant.

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 −→K× −→ F× −→ PC −→ 0
↓ ↓ ↓

0 −→ U −→ IF −→ Div(C) −→ 0
↓ ↓ ↓
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0 −→ Q −→ CF −→ Pic(C) −→ 0
↓ ↓ ↓
0 0 0

Soit� un module de supportS. Associons lui le sous-groupe deU suivant

Um = {(xv) ∈ U / ∀P ∈ S, vP (1− xvp) ≥ nP}.

C’est aussi un sous-groupe deCF, le quotientCF /Um est nommé groupe de
classe de rayonm. On a vu qu’il est isomorphe à la jacobienne généraliséeJm.

D’un autre coté, on peut associer à une idèle{xv}v∈calV l’idéal
∏

v∈V P
v(xv)
v

(toujours carv(xv) = 0 presque partout). On peut donc chercher à quel groupe
d’idéaux correspond un groupe de classe de rayon, c’est à dire une jacobienne
généralisée. Introduisons pour cela la définition suivante[Cox89].

Proposition/Définition 2.4.4 SoientF une extension finie deQ etf ∈ N. Notons
AF l’anneau des entiers deF surZ.

Il existe une extension abélienne maximale deF telle que tout idéal principal
deAF engendré parπ ≡ 1 mod (fAF) se décompose complètement, elle est
unique à isomorphisme près. Cette extension est appelé le corps de classe de
rayonf deF.

Si F est une extension finie deQ, et sif est un entier, on peut décomposer
fAF sous la forme

fAF =
∏

P

MnP

P ,

lesnP étant des entiers positifs presque tous nuls. On notera�

f le module donné
par cesnP .

Comme on le verra dans le prochain chapitre, un ordre deF est un sous-anneau
de l’anneau des entiersAF engendrantF . Il est d’indice fini dansAF, cet indice
est nommé le conducteur de l’ordre.

Pour déterminer les groupes de classes de rayon, on utilise la théorie du corps
des classes qui construit un morphisme des idèles sur le groupe de Galois de l’ex-
tension [Iya75] (en associant à un idéal non ramifié le Frobenius de l’extension
résiduelle). Dans le cas d’une extension quadratique imaginaire deQ, on en dé-
duit ce qui suit [Cox89].

Théorème 2.4.5SoientF une extension quadratique imaginaire deQ, AF l’an-
neau des entiers deF surZ, Af un ordre de conducteurf .



59 CHAPITRE 2. SUR LES JACOBIENNES GÉNÉRALISÉES

Le corps de classeHf de rayonf a pour groupe de Galois le groupe de classe
de rayon�f . Il contient une sous-extensionRf telle que
Gal(Hf/Rf) = (Z/fZ)× /Z× etGal(Rf/F ) est le groupe de classe de l’ordre
Af .

Les jacobiennes généralisées apparaîssent donc comme le produit du groupe
de classe d’un ordre et du groupe(Z/fZ)× /Z×. Pour le logarithme discret, on
utilise le sous-goupe engendré par un élément. Plutôt que detravailler avec les
jacobiennes généralisées, on doit donc se contenter de travailler avec le groupe de
classe de l’ordre.
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Chapitre 3

Sur les extensions quadratiques

Nous regardons dans ce chapitre les possibilités cryptographiques du groupe
de classes d’un ordre d’une extension quadratique. Notre premier objectif est donc
d’établir un algorithme de multiplication pour ce groupe. On se place pour cela
dans une extensionM/L de degré2, oùK est le corps des fractions d’un anneau
factorielA. Nous expliciterons quelques généralisations des corps quadratiques
Q : nous calculons l’anneau des entiers deL surA, donnons une expression ex-
plicite des ordres deL, et exhibons un représentant “remarquable” d’une classe.
Nous présentons alors un algorithme de multiplication des classes en utilisant ces
représentants. Nous construisons de plus un procédé associant à chaque élément
de la jacobienne de la courbe de corps de fonctionsM un des ces éléments remar-
quables. Cette construction définit un isomorphisme de groupes. Nous finissons
par des applications cryptographiques des groupes de classes d’un ordre.

3.1 Rappels d’algèbre et d’arithmétique

Nous avons besoin dans ce chapitre de quelques notions usuelles d’algèbre et
d’arithmétique. Cette section sera consacrée à ces rappelsélémentaires. On peut
en trouver une description dans tout ouvrage traitant d’arithmétique élémentaire,
mentionnons par exemple [Per81] et [Sam67].

Nous allons travailler avec un type d’anneau précis. Aussi,

Convention 2 Nous désignerons désormais dans tout ce chapitre par le terme
anneau un anneau commutatif unitaire.

61
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L’existence d’une unité pour la loi multiplicative permet de travailler avec les
éléments inversibles ; avec la commutativité, l’ensemble de ces éléments inver-
sibles forment un groupe commutatif. Ne pas oublier donc ce raccourci de voca-
bulaire pour toute application des propositions de ce chapitre.

SiA est un tel anneau, on noteraA× le groupe des éléments inversibles deA.

Définition 3.1.1 SoientB un anneau,A un sous-anneau deB.
Un élément deB est dit entier surA s’il est racine d’un polynôme unitaire à

coefficients dansA.

L’ensemble des éléments deB entier surA forme un sous-anneau deAB
contenantA (lire par exemple [Sam67] section 2.1). Nous l’appelleronsl’anneau
des entiers deB surA (nommé aussi fermeture intégrale deA dansB).

Définition 3.1.2 SoitA un anneau.
On dit queA est intégralement clos s’il est intègre et si l’ensemble desélé-

ments du corps des fractions deA entiers surA estA.

On peut définir la primalité sur un anneau comme suit.

Définition 3.1.3 SoientA un anneau,a ∈ A \ {0} et b ∈ A.
On dit quea divise b et on notea|b s’il existe un élémentu dansA tel que

au = b.
On dit quea et b sont premiers entre eux si

∀c ∈ A \ {0},
(

(c|a et c|b) =⇒ c ∈ A×).

Deux élémentsa et b deA vérifiant la relation de Bézoutua + vb = 1 où u
et v sont des éléments deA sont premiers entre eux (car tout diviseur commune
aveca = ec et b = ed est inversible :e(uc+ vd) = 1).

Rappelons comment généraliser la décomposition en nombrespremiers dans
Z.

Définition 3.1.4 SoitA un anneau.
Un élémentp non nul de cet anneau est dit irréductible si

p 6∈ A× et
(

p = ab =⇒ (a ∈ A× ou b ∈ A×)
)

.
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Remarquons que la relationR définie sur les éléments irréductibles par

pRq ⇐⇒ ∃a ∈ A×/ p = aq

est une relation d’équivalence. Elle partitionne l’ensemble des éléments irréduc-
tibles par des classes du typeA×p, oùp est un élément irréductible deA.

Définition 3.1.5 L’anneauA est dit factoriel s’il est intègre et si tout élément
non nul deA s’écrit de manière unique (à permutation près) comme produit d’un
élément inversible et d’éléments irréductibles.

Notons qu’un anneau principal (anneau intègre et dont tout idéal est engendré par
un élément) est factoriel. Dans le cas d’un anneau factorielA admettant2 comme
élément irréductible, nous dirons par commodité qu’un élément deA est pair si2
intervient dans sa décomposition en éléments irréductibles, qu’il est impair dans
le cas contraire.

Dans tout anneau factorielA, on peut définir lepgcd comme suit. On choisit
un représentant dans chaque classe deR. SoitS l’ensemble de ces représentants.
Soientn un entier naturel et{ai}1≤i≤n des éléments deA. Écrivons leurs décom-
positions en éléments irréductibles deS : ai = ui

∏

j∈Ji
pj
ni,j , avecui ∈ A×,

Ji ⊂ S pour touti ∈ {1, . . . , n}. Leurpgcd est alors :

pgcd({ai}1≤i≤n) =
∏

j∈
S

1≤i≤nJi

pj
inf{ni,j ,1≤i≤n}.

Comme sur les entiers, lespgcd servent à l’étude de la primalité entre élé-
ments.

Proposition 3.1.6 Deux éléments sont premiers entre eux si et seulement si leur
pgcd est inversible.

Présentons un type d’anneau qui nous sera utile.

Définition 3.1.7 Un anneauA est dit euclidien s’il est intègre et muni d’un stathme
euclidien c’est à dire d’une applicationv : A \ {0} −→ N telle que :

∀(a, b) ∈ (A \ {0})2, ∃(q, r) ∈ A2/a = bq + r et (r = 0 ouv(r) < v(b) ).



3.1. RAPPELS D’ALGÈBRE ET D’ARITHMÉTIQUE 64

L’anneauZ est un anneau euclidien avec la valeur absoluex 7−→ |x| pour appli-
cationv. C’est aussi le cas avecK[X], oùK est un corps, muni de l’application
P 7−→ deg(P ). On peut adapter l’algorithme d’Euclide surZ à un anneau eucli-
dien quelconque en donnant le rôle joué par la valeur absolueà l’applicationv ;
ainsi, sur tout anneau euclidien, on est en possession d’un algorithme permettant
de trouver lepgcd de deux éléments (et donc de plusieurs).

Afin d’introduire les discriminants, donnons ces quelques rappels sur les mo-
dules.

Pour tout ensembleA et I, on noteA(I) l’ensemble des familles{ai}i∈I , in-
dexées surI, d’éléments deA presque tous nuls. Un moduleB est libre surA s’il
existe un ensembleI et une famille{ei}i∈I d’éléments deB telle que l’application

Φ : A(I) −→ B
{ai}i∈I 7−→

∑

i∈I aiei

soit bijective. Une telle famille est alors appelée une basedeB surA. Le mo-
duleB est de type fini surA s’il existe une famille finie{ei}i∈I d’éléments de
B telle que l’applicationΦ définie ci-dessus soit surjective. Lorsque le module
B est libre de type fini, toutes les familles finies rendantΦ surjective ont même
cardinal[B : A] nommé indice deB surA. Siu est endomorphisme d’un module
B libre et de type fini surA, d’indicen, admettant{ei}1≤i≤n comme base, il existe
une unique famille{ui,j}i∈I d’éléments deB telle queu(ej) =

∑

1≤i≤n ui,jei. La
somme

∑

1≤i≤n ui,i ne dépend pas du choix de la base (même vérification que
pour un corps), on la nomme la trace de l’endomorphismeu.

Définition 3.1.8 SoientB un anneau,A un sous-anneau deB tel queB soit un
module libre de type fini surA, et soitx un élément deB.

On appelle trace dex relativement àB etA, que l’on noteTrB/A(x), la trace
de l’endomorphismemx multiplication parx.

Cette définition a bien un sens carmx ∈ EndA(B). Nous avons introduit la notion
de trace pour définir la notion de discriminant.

Définition 3.1.9 SoientB un anneau,A un sous-anneau deB tel queB soit un
module libre de rang finin surA. Soit (x1, . . . , xn) un élément deBn.

On appelle discriminant dun-uplet (x1, . . . , xn) l’élément deA défini par
D(x1, . . . , xn) = det

(

TrB/A(xixj)
)

1≤i,j≤n.
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Nous travaillerons avec un anneauA intègre, de corps de fractionL, et avec
M une extension du corpsL. Nous utiliserons des discriminants lorsqueB est
l’anneau des entiers deM surA. On peut dans ce cas exprimer le discriminant
sous la forme suivante.

Proposition 3.1.10 SoientA un anneau intègre de corps des fractionsL, M
une extension finie deL, B = AM l’anneau des entiers deM sur A. Soit
n = [M : L] le degré de l’extension deM/L. Supposons l’existence den iso-
morphismes distinctsσ1, . . . , σn de M dans une clôture algébriqueLalg de L
(σj ∈ HomL(M,Lalg) pour toutj). Soit enfin(x1, . . . , xn) un élément deBn.

Alors,D(x1, . . . , xn) = det2
(

σi(xj)
)

1≤i,j≤n.

On trouve cette égalité grâce au fait qu’avec ces hypothèses,TrB/A(y) =
∑n

i=1 σi(y)
pour touty ∈ B. Rappelons que l’hypothèse d’existence des isomorphismesest
vérifiée si l’extensionM/L est séparable.

Définition 3.1.11 SoientA un anneau intègre de corps des fractionsL, M une
extension deL, B = AM l’anneau des entiers deM surA. Supposons queB soit
un module de type fini surA.

On appelle discriminant deB surA l’idéal engendré par les discriminants des
bases deM surL contenues dansB.

Si {ei}1≤i≤n et {fi}1≤i≤n sont deux bases deM sur L contenues dansB
(avec les notations de la définition précédente), de matricede passage(ai,j), les
matrices

(

TrB/A(fpfq)
)

et
(

ap,i
)(

TrB/A(eiej)
)

t
(

aq,j
)

sont égales. On en déduit
D(f1, . . . , fn) = det2

(

ai,j
)

D(e1, . . . , en). La matrice de passage est une matrice
inversible, son déterminant est donc élément deA×. Le discriminant deB surA
est donc un idéal principal, engendré par n’importe quel discriminant d’une base
deM surL contenue dansB. Par abus de langage, on appellera discriminant de
B surA le discriminant d’une telle base.

De telles bases deM surL contenues dansL existent, la démonstration de ce
lemme montre comment en construire à partir d’une base quelconque deM surL
lorsqueM/L est une extension finie.

Lemme 3.1.12SoientA un anneau intègre de corps des fractionsL, M une ex-
tension finie deL, B = AM l’anneau des entiers deM surA.

Il existe une base deM surL formée d’éléments deB.
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Démonstration
Soitn la dimension deM surL. Si f est un élément deM , la famille
(1, f, f 2, . . . , fn) est liée surL, en multipliant par les dénominateurs on obtient
une relation à coefficient dansA : aqf q + aq−1f

q−1 + . . .+ a0 = 0, avecaq 6= 0.
L’élémentaqqf est racine du polymômeXq + aq−1aqX

q−1 + . . .+ a0aq
q ∈ A[X],

il est donc élément deB. Soit (f1, . . . , fn) une base deM surL. Pour touti, on
trouve comme précédemment un élémentαi non nul deA tel queαifi ∈ B. La
famille (α1f1, . . . , αnfn) est une base deM surL incluse dansB. 2

Finissons enfin par quelques rappels sur les idéaux.

Définition 3.1.13 SoitA un anneau et soientI etJ deux idéaux deA.
On appelle produit deI et J , notéI.J , l’ensemble des éléments de la forme

∑

k∈E akbk, avecE un ensemble fini et(ak, bk) ∈ I ×J pour tout k dansE. C’est
un idéal deA.

L’idéal I est dit inversible si il existe un idéalH deA tel queI.H = A.

Définition 3.1.14 SoitA un anneau intègre, etK son corps des fractions.
On appelle idéal fractionnaire deA tout ensemble de la formeαI, oùα est un

élément deK et I un idéal deA.

3.2 Entiers dans les extensions de degré deux

Nous voulons travailler sur les ordres d’une extension quadratiqueM/L, L
étant donné comme le corps des fractions d’un anneauA. Nous aurons besoin de
l’expression de l’ordre maximal c’est à dire de l’anneau desentiersAM deM sur
A. L’objectif de cette section est de donner la forme de cet anneau dans le cas où
A euclidien.

3.2.1 Première caractérisation

SoientA un anneau intégralement clos,L son corps de fractions (noté aussi
frac(A)), M une extension de degré2 deL de la formeM = L(

√
α ), oùα est

un élément deL, et
√
α un élément deM ⊂ L dont le carré estα. Notons que

si L n’est pas de caractéristique2, toute extension de degré2 deL a la forme
souhaitée. SoitAM l’anneau des éléments deM entiers surA. On peut résumer la
situation par le diagramme d’inclusion :
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M = L(
√
α ) ←↩ AM

| 2 |
L = Frac(A) ←↩ A

La famille (1 ,
√
α) est une famille libre (car

√
α 6∈ L) donc est une base de

M surL. On peut donc définirσ l’automorphisme ‘conjugué’ deAutL(M) par
σ(a+ b

√
α ) = a− b√α, pour tout(a, b) ∈ L2.

Considérons un élémentx deAM . Comme élément deM , on peut le mettre
sous la formea + b

√
α, avec(a, b) ∈ L2. Il est entier surA, doncσ(x) est entier

surA ainsi quex + σ(x). Maisx + σ(x) = 2a ∈ L, donc,A étant intégralement
clos,2a ∈ A. De même,xσ(x) est entier (AM est un anneau) surA, et
xσ(x) = a2 − αb2 ∈ L, d’où a2 − αb2 ∈ A. Réciproquement, sia et b sont des
éléments deL tels que2a ∈ A et a2 − αb2 ∈ A, montrons quey = a + b

√
α est

élément deAM . PosonsP (X) = X2− 2aX + (a2−αb2), il est élément deA[X]

par hypothèse. OrP (y) = (a + b
√
α )

2 − 2a(a + b
√
α ) + (a2 − αb2) = 0, donc

y est élément deAM .
On en déduit le lemme suivant.

Lemme 3.2.1 Soit A un anneau intégralement clos,L son corps de fractions,
M = L(

√
α ) une extension quadratique deL.

L’anneau des éléments entiers deM surA est l’ensemble

AM = {a+ b
√
α, (a, b) ∈ L2/ 2a ∈ A eta2 − αb2 ∈ A}.

Notons que ce résultat est valable avec pour seule hypothèseA intégralement
clos (et commutatif, unitaire par convention), mais pour préciserAM nous allons
nous restreindre à des cas assez usuels.

3.2.2 Généralités pour un anneau factoriel en caractéristique
différente de2

On suppose ici queA est un anneau factoriel de caractéristique différente de
2. SoitP un ensemble contenant un représentant irréductible de chaque classe de
R (définie sur les irréductibles deA).

Rappelons que l’on avait expriméM sous la formeL(
√
d), d ∈ L. Mais

d = g/h, avec(g, h) ∈ A × A∗, etM = L(
√
d) = L(

√
gh/h) = L(

√
gh ). On

peut décomposergh dansA enr2α, r ∈ A etα est un élément deA sans facteur
carré.
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On écrit ainsiM sous la formeM = L(
√
α ), où

√
α est un élément dont

le carré estα ∈ A, α sans facteur carré. Remarquons qu’alors
√
α est zéro de

X2 − α ∈ A[X], aussi
√
α ∈ AM , et par suiteA[

√
α ] ⊂ AM .

Tout élémenty de L s’écrit comme un quotient d’éléments deA que l’on
peut décomposer en irréductibles deP ; aussiy s’écrit sous forme unique en
w
∏

p∈P p
np, np ∈ Z,w étant un inversible deA. On pose usuellementvp(y) = np.

On appellevp(y) la valuation dey enp.
Soitx un élément deAM ; il s’écrit par le lemme précédenta + b

√
α,

(a, b) ∈ L2, 2a ∈ A et a2 − αb2 ∈ A (carA factoriel impliqueA intégralement
clos). Posonsu = 2a ∈ A. Alors,u2 − α(2b)2 ∈ A, et,α(2b)2 ∈ A. L’élément2b
étant élément deL, on peut considérer les valuations en tout irréductible :

∀p ∈ P, vp(α) + 2vp(2b) ≥ 0. (3.1)

Or α est sans facteur carré donc∀p ∈ P, vp(α) ∈ {0, 1}. D’autre part
vp(2b) ∈ Z, donc la condition (3.1) n’est possible que sivp(2b) ≥ 0 pour tout
p ∈ P. On en déduit que2b ∈ A. Posonsv = 2b ∈ A. En réécrivant la condition
a2 − αb2 ∈ A, on arrive au lemme suivant.

Lemme 3.2.2 SoitA un anneau factoriel de caractéristique différente de2 . Soient
L son corps des fractions, etM une extension quadratique deL. Soitα ∈ A sans
facteur carré tel queM = L(

√
α ).

Tout élément deM entier surA s’écrit u
2

+ v
2

√
α avec(u, v) ∈ A2 tels que :

u2 − αv2 ∈ 4A. (3.2)

Sous ces condition, tout élément vérifiant (3.2) est racine du polynôme
X2 − uX + (u2 − αv2)/4 donc en fait

AM = {u
2

+
v

2

√
α, ∀(u, v) ∈ A2/ u2 − αv2 ∈ 4A}.

3.2.3 Cas particuliers

Nous donnons maintenant une expression de l’anneauAM des entiers sous
diverses hypothèses.

On travaille encore dans le cas oùA est un anneau factoriel en caractéristique
différente de2. SoientL le corps des fractions deA, etM = L(

√
α ) une extension

quadratique oùα est un élément deA sans facteur carré ;AM désigne l’anneau des
entiers deM surA.



69 CHAPITRE 3. SUR LES EXTENSIONS QUADRATIQUES

Rappelons queA[
√
α ] ⊂ AM . Nous utiliserons comme précédemment pour

toutx ∈ AM ses écritures ena+b
√
α ou enu

2
+ v

2

√
α avec les conditions trouvées.

Examinons plus en détails quelques cas.

• On suppose que2 admet un inverse dansA.
La condition (3.2) est alors triviale. Surtout,a = u/2 et b = v/2 sont
éléments deA, doncAM ⊂ A[

√
α ]. On arrive ainsi à énoncer :

Si 2 admet un inverse dansA, l’anneau des entiersAM estA[
√
α ].

C’est le cas pour tous les anneaux de polynômek[X], k étant un corps de
caractéristique différente de deux.

• Supposons2 irréductible dansA, etα ∈ 2A.
La condition (3.2) implique alorsu2 ∈ 2A. 2 étant irréductible, on en déduit
u ∈ 2A. On tire maintenant de la condition (3.2) le faitαv2 ∈ 4A. Or
α ∈ 2A (par hypothèse) est sans facteur carré doncv2(α) = 1 et par suite
v2(v

2) ≥ 1. D’où v ∈ 2A (2 irréductible), etx ∈ A[
√
α ]. Sachant

A[
√
α ] ⊂ AM , on conclut :

Si 2 est irréductible, et siα ∈ 2A, AM = A[
√
α ].

Par exemple, pourA = Z[X], α = 2X, on trouve que les éléments du corps
Q(X, Y )/(Y 2 − 2X) entiers surZ[X] sont les éléments de
Z[X, Y ]/(Y 2−2X). Ce type de corps apparaissent en géométrie algébrique
comme corps des fonctions rationnelles d’une courbe (ici dela courbe
d’équationY 2 − 2X = 0).

• De façon plus générale, supposons juste2 irréductible.
Si u ∈ 2A, αv2 ∈ 4A (par (3.2) ) avec encorev2(α) ≤ 1 (α sans facteur
carré). Doncv ∈ 2A (2 irréductible).
Sinon,v2(u) = 0, et la condition (3.2) impliquev2(αv

2) = 0, avec
v2(α) ∈ {0, 1} et v2(v) ≥ 0. Doncv2(v) = 0 et v2(α) = 0.
Ce qui nous permet d’affirmer :

Si 2 est irréductible,u et v sont de même parité. De plus, siAM possède
un élément du typeu

2
+ v

2

√
α, u et v étant non divisibles par2, α n’est pas

divisible2.

On retrouve par une autre voie avec la deuxième partie de cette assertion
nulle autre chose que la contraposée du résultat précédent.

• Supposons maintenantA = Z.
Si u est impair, on a vu quev l’était aussi (car2 est irréductible dansZ).
Alors u2 ≡ v2 ≡ 1 (mod 4). La condition (3.2) amène donc
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α ≡ 1 (mod 4). Notons qu’alorsx = u
2
+ v

2

√
α = u−v

2
+v 1+

√
α

2
∈ A[1+

√
α

2
]

caru et v ont même parité. Réciproquement, siα ≡ 1 (mod 4), tout élé-
mentx = u

2
+ v

2

√
α avecu etv de même parité vérifiex2−ux+ u2−v2α

4
= 0

(tous les coefficients sont dansA) donc x ∈ AM . En particulier pour
u = v = 1, on trouve[1+

√
α

2
] ∈ AM , doncAM = A[1+

√
α

2
].

Par contraposée, on obtient aussi que siα 6≡ 1 (mod 4), u est pair, puisv
est pair par ce qui précède, doncAM = A[

√
α ].

D’où le résultat :

PourA = Z, AM est égale àZ[1+
√
α

2
] si α ≡ 1 (mod 4), et vautZ[

√
α ]

sinon.
Ce résultat est très classique. On peut le retrouver par exemple dans [Sam67].

• Soit maintenantA un anneau tel queA/4A = {0, 1, 2, 3} ' Z/4Z.
Si la classe deu modulo4A est1 ou3, alorsu2 ≡ 1 (mod 4A) et la condi-
tion (3.2) impliquev2 est dans la classe1 + 4A (car les carrés modulo4A
sont donc0 ou1). Par suiteα est aussi dans1 + 4A.
Donc, siα 6≡ 1 (mod 4A), u ∈ 2A. Or α est sans facteur carré, donc
α 6∈ 4A, et v2 ∈ 2A (par (3.2) ). Si de plus2 est irréductible, on conclut
comme précédemment :

Si A est tel queA/4A = {0, 1, 2, 3} ' Z/4Z et si α 6≡ 1 (mod 4A),
AM ⊂ A+ A

√
α/2. Si de plus2 est irréductible,AM = A[

√
α ].

Bien sûr, pourA = Z, on retrouve la partieα 6≡ 1 (mod 4) du cas précé-
dent. L’anneauZ2 des entiers2-adique vérifie les hypothèses demandées à
A, et 3 6≡ 1 (mod 4Z2). Ainsi l’anneau des entiers deQ2(

√
3) surZ2 est

Z2[
√

3]. Ce critère peut se généraliser comme suit.

• SoitA un anneau tel queA/4A = {0, 1, 2, 3} ' Z/4Z, posonsA = A[X].
Soitα un polynôme deA = A[X] tel que son coefficient de plus haut degré
non divisible par4 ne soit congru pas à1 modulo4. Cela revient à demander
que réduit modulo4, α ∈ (A/4A)[X] ne soit pas unitaire.
On a vu qu’un élément entier deL(

√
α ) est de la formeu

2
+ v

2

√
α, avecu

etv dansA c’est à dire des polynômes deA[X]. Il vérifie de plus
u2 − αv2 ∈ 4A = 4A[X]. Réduisons modulo4, dans(A/4A)[X] :

u2 − α v2 ≡ 0 (3.3)

Or, u s’écrit
d
∑

k=0

ukX
k,
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lesuk étant éléments deA/4A. Mais

u2 =
d
∑

k=0

uk
2X2k +

∑

0≤i<j≤d
2ui ujX

i+j.

Si ud est dans la classe2 + 4A, ud2 ≡ 0 et 2ud ui ≡ 0. Le terme de plus
haut degré deu2 dans(A/4A)[X] est doncun2X2n, oùn est le plus grand
entierk tel queuk ∈ {1+A, 3+A}. De même, le terme de plus haut degré
dev2 dans(A/4A)[X] estvm2X2m, oùm est le plus grand entierk tel que
vk ∈ {1 + A, 3 + A}. Notons enfinαrXr le terme de plus haut degré non
nul deα, par hypothèseαr 6≡ 1 (mod 4A).
Reprenons l’équation (3.3), et examinons le terme de plus haut degré de
u2 − α v2.
Si 2n > r + 2m, ce terme estun2X2n. Par (3.3),un2 doit appartenir à4A,
ce qui est faux caruk ∈ {1 +A, 3 +A}.
Si 2n < r+2m, ce terme estαr vm2X2m+r. Par (3.3),αrvm2 doit appartenir
à 4A. Or vm ∈ {1 + A, 3 + A}, d’où vm2 ≡ 1 (mod 4A), αrvm2 ∈ 4A
implique doncαr ∈ 4A, ce qui impossible par définition der.
Donc 2n = r − 2m, le terme de plus haut degré est(un

2 − αr vm2)X2n.
L’équation (3.3) implique iciun2 − αr vm2 ≡ 0, mais on a vu que
vm

2 ≡ 1 (mod 4A) et de même,un2 ≡ 1 (mod 4A). On aboutit à
1− αr ≡ 0 (mod 4A), ce qui contredit l’hypothèse surα.
Par suite, tous les coefficients deu etv sont dans2+4A ou4A, c’est à dire
queu et v sont divisibles par2. DoncAM = A[

√
α ].

SoitA un anneau tel queA/4A = {0, 1, 2, 3} ' Z/4Z. PosonsA = A[X].
Soitα un polynôme deA = A[X] tel que son coefficient de plus haut degré
non divisible par4 ne soit pas congru à1 modulo4. Notons
M = frac(A)(

√
α ).

Alors, l’anneau des entiers deM surA estAM = A[
√
α ].

Notons qu’on peut appliquer ce critère pourA = Z[X], ou pour l’anneau
Z2[X] des polynômes dont les coefficients sont des entiers2-adiques.

3.2.4 Expression à l’aide du discriminant

SoientA un anneau factoriel,L le corps de fractions deA, etM = L(
√
α )

une extension quadratique deL oùα est un élément deA sans facteur carré.
On va calculer le discriminant∆ deAM surA. On exprimera ensuiteM et

AM à l’aide de∆ etA uniquement.
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L’isomorphisme identitéId : x 7→ x et l’isomorphisme conjuguéσ défini par
σ(1) = 1 etσ(

√
α) = −√α donnent deux isomorphismes distincts deAutL(M).

On peut donc calculer le discriminant deAM surA dès que l’on connait une base
deM surK contenue dansAM .

Dans les cas oùAM = A[
√
α ], le discriminant deAM surA est∆ = 4α.

Dans le cas oùA = Z etα ≡ 1 (mod 4), le discriminant deAM est∆ = α.

Remarquons que dans tous ces cas décrits dans la sous-section 3.2.3, on peut
exprimer doncM etAM sous la forme

M = L(
√

∆) etAM = A+ (
∆ +

√
∆

2
)A. (3.4)

3.3 Précisions sur les ordres

Pour cette section,A est un anneau intègre de caractéristique différente de2,
de corps des fractionsL, M est une extension finie deL, AM est l’anneau des
éléments deM entiers surA.

Nous définissons dans une première sous-section un ordre et calculons son
expression. Lors de la sous-section suivante, nous donnonsune construction de
son groupe de classes et trouvons une représentation remarquable de ce groupe
grâce aux idéaux primitifs.

3.3.1 Définition et expression d’un ordre

Définition 3.3.1 SoitM un corps contenant le corps des fractionsL d’un anneau
A.

On appellera ordre deM surA tout sous-anneau unitaire deM contenant une
base deM sur le corpsL = frac(A) et qui est unA-module de type fini.

Dans la suite, nous nous limiterons à examiner des ordres surl’anneauA, aussi
nous écrirons ordre deM pour ordre deM surA. Nous nous contentons de plus
d’examiner les ordres dans les extensions de degré deux. Lesordres des extensions
quadratiques deQ sont connus de façon explicite ([Can87] ou [Coh95]). Nous
allons essayer de calculer explicitement leurs expressions pour toute extension de
degré deux.
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Proposition/Définition 3.3.2 Soit M une extension de degré2 du corpsL des
fractions d’un anneauA de caractéristique différente de2.

Tout ordre deM est inclus dansAM ; il y est d’indice finif . Il s’écritA+fAM .
L’entier naturelf est appelé le conducteur de l’ordre en question.

Soit Θ un ordre deM surA. Un élément deΘ avec torsion surA est un
élément deM avec torsion. Mais le corpsM est intègre donc n’a pas d’élément
avec torsion. L’ordreΘ est donc unA module libre. Si l’extensionM surL est
quadratique, l’ordreΘ a au moins pour rang2 car il contient une base deM
surL, et son rang est en fait2 car de toute famille d’au moins trois éléments, la
décomposition de ces éléments dans la base deM surL permet, en multipliant
par un dénominateur convenable, d’écrire une combinaison linéaire nulle surA ;
une telle famille ne peut être libre.

L’ordreΘ s’écrit doncAα+Aβ, (α, β) ∈M2 étant libre surA. L’appartenance
de1 etα2 àΘ permet de trouver(n,m, n′, m′) ∈ A4 tels que :

1 = nα +mβ et

α2 = n′α +m′β.
(3.5)

En multipliant la première relation parα, la seconde parn, avec une “réorganisa-
tion” des termes, on obtient :

α−mαβ = nα2

= nn′α + nm′β. (3.6)

De plusαβ ∈ Θ donc on peut trouver(r; t) ∈ A2 tels queαβ = rα+ tβ. D’où,

(1− nn′)α− nm′β = mαβ (en ordonnant (3.6) )

= mrα +mtβ.
(3.7)

La famille (α, β) étant libre surA,

mr + nn′ = 1 m est premier avecn,

mt + nm′ = 0 m divise doncm′.
(3.8)

On reprend les décompositions initiales de1 etα2 dans(α, β) :

mα2 = mn′α +m′mβ

= (mn′ −m′n)α +m′ en utilisant l’équation (3.5).
(3.9)
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On en tire doncα2 = (n′ − nm′

m
)α + m′

m
où m′

m
∈ A : α est entier.

Un raisonnement symétrique donneβ entier :Θ = Aα + Aβ est donc inclus
dans l’anneau des entiers.

On sait queAM etΘ sont desA modules libres de rang2 avecΘ ⊂ AM , donc
Θ est d’indice finif dansAM (f = |AM/Θ| par définition). Alors,A + fAM est
unA module libre de rang2 contenantA, inclus dans l’ordreΘ et d’indicef dans
AM donc c’estΘ.

Pour peu que l’on connaisse une expression deAM , on peut préciser la forme
de l’ordre, comme dans le cas ci-dessous.

Corollaire 3.3.3 SoitM une extension de degré2 du corps des fractionsL d’un
anneauA de caractéristique différente de2. NotonsAM l’anneau des éléments
entiers deM surA.

SiAM/A a∆ pour discriminant et vérifie (3.4),
l’unique ordre de conducteurf est

A∆f
= A +

∆f +
√

∆f

2
A

avec∆f = f 2∆. L’élément∆f est alors appelé le discriminant de l’ordreA∆f
.

Dans ce cas,A+ fAM = A+ f(A+ ∆+
√

∆
2

A) = A+
f∆+
√

∆f

2
A. Or f étant

un entier naturel,f 2∆ ≡ f∆ (mod 2A) (séparer les casf pair etf impair). Le
résultat est alors immédiat.

3.3.2 Groupe de classes d’un ordre

Regardons à présent des sous-ensembles intéressants des ordres : les idéaux.
Dans un anneau de Dedekind, les idéaux fractionnaires sont inversibles et forment
ainsi un groupe. En général, on utilise plutôt le groupe quotient des idéaux frac-
tionnaires par les idéaux principaux. Ce groupe quotient est appelé groupe de
classes de l’anneau en question. Un ordre n’est pas forcément de Dedekind, mais
en se limitant à des idéaux bien choisis, on peut aussi construire un groupe des
classes.

Définition 3.3.4 SoitM un corps contenant le corps des fractionsL d’un anneau
intègreA, et soitΘ un ordre deM .

Un idéalI de l’ordreΘ est dit propre si

∀β ∈M, βI ⊂ I =⇒ β ∈ Θ.
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Une démonstration élémentaire montre que tout idéal inversible d’un ordre est
propre, quelque soit la forme de l’extensionM/L : si β ∈ M est tel queβ� ⊂� et
si

�
est l’inverse de�, alorsβΘ = β �

�
= (βa)

�⊂�
�⊂ Θ, � est bien propre.

On suppose dorénavant queA est factoriel, queM/L est de degré2 et vérifie
(3.4). On désigne par∆ le discriminant deAM/A. On se limitera ici à l’étude des
ordres dont le conducteurf vérifie

∀b ∈ A, b2 ≡ f 2∆ (mod 4A) =⇒ b ≡ f∆ (mod 2A). (3.10)

Remarquons que cette condition est automatiquement vérifiée si f est pair, et
qu’elle l’est pour tous les ordres des anneaux, où, parmi lesexemples de 3.2,
on a pu donner une expression explicite deAM .

Nous utiliserons pour cela la notation〈α, β〉 pour désigner l’idéalαA+ βA.

Lemme 3.3.5 SoientA un anneau factoriel de caractéristique différente de2 de
corps des fractionsL etM une extension de degré2 deL. Notons∆ le discrimi-
nant deAM/A.

Soitg(X) = aX2+bX+c une forme quadratique où les coefficientsa, b, c sont
dansA et premiers entre eux, telle que son discriminantD = b2 − 4ac n’admette
pas de racine carrée dansA. Alors, siτ ∈ M est un zéro deg(X),

(i) L’ensemble〈a, aτ〉 est un idéal propre de l’ordre〈1, aτ〉.
(ii) siM/L vérifie (3.4), lorsque l’on choisit la forme quadratiqueg telle que son

discriminant s’écritD = f 2∆ avecf entier naturel vérifiant (3.10), l’ordre
〈1, aτ〉 a pour conducteurf .

Démonstration

(i) L’anneau〈1, aτ〉 est manifestement un ordre deM surA contenant l’idéal
〈a, aτ〉. De plus, pour tout élémentβ ∈M ,

β 〈 a , aτ 〉 ⊂ 〈 a , aτ 〉 ⇐⇒ ∃(n,m) ∈ A2/

{

β = m+ nτ

βτ = mτ + nτ 2

⇐⇒ ∃(n,m) ∈ A2/

{

β = m+ nτ

βτ = − cn
a

+ ( bn
a

+m)τ.

(3.11)
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Or les élémentsa, b et c sont premiers entre eux etτ 6∈ A, donc,

βτ ⊂ 〈 1 , τ 〉 ⇐⇒ ∃(n,m) ∈ A2/

{

β = m+ nτ

a | n.

D’ où,

∀β ∈ K, β〈 a , aτ 〉 ⊂ 〈 a , aτ 〉 ⇐⇒ β ∈ 〈 1 , aτ 〉.

(ii) Rappelons que

aτ =
−b+ f

√
∆

2

= −b+ f∆

2
+ f

∆ +
√

∆

2
.

(3.12)

Or f vérifie (3.10) etf(fdK) = b2 − 4ac, doncb ≡ f∆ (mod 2A).

Par conséquent,

−b+ f
√

∆

2
∈ A

et,

〈 1 , aτ 〉 = 〈 1 , f∆ +
√

∆

2
〉.

PuisqueM/L vérifie (3.4), cet ensemble n’est autre que l’ordre de
conducteurf deAM surA. 2

Proposition 3.3.6 SoientA un anneau factoriel de caractéristique différente de2
de corps des fractionsL etM une extension de degré2 deL vérifiant la condition
(3.4). Notons∆ le discriminant deAM/A. SoientΘ un ordre dont le conducteur
f vérifie (3.10) et� un idéal fractionnaire deΘ.

L’idéal � est propre si et seulement si il est inversible dans le monoïde des
idéaux fractionnaires.

Démonstration
On sait déjà qu’un idéal inversible est propre. Soit� un idéal propre deΘ. On
peut écrire� sous la formeα〈1, τ〉, avecα ∈M×, etτ ayantaX2 + bX + c pour
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polynôme minimum surA aveca, b, c premiers entre eux tels queb2 − 4ac = ∆f .
On a vu qu’alorsΘ = 〈1, aτ〉. Pour tout élémentx, notonsx le conjugué dex.

aaa = aαα 〈 1 ; τ 〉〈 1 ; τ 〉
= N(α)〈 a ; aτ ; aτ ; aττ 〉
= N(α)〈 a ; aτ ; −b ; −c 〉
= N(α)〈 1 ; aτ 〉 car(a, b, c) sont premiers entre eux.

(3.13)

L’idéal � est inversible. 2

Sous ces hypothèses, l’ensemble des idéaux fractionnairespropres de l’ordre
A∆f

forme un groupe. Il admet l’ensemble des idéaux principaux comme sous-
groupe distingué. On peut ainsi travailler avec le quotientdu groupe des idéaux
fractionnaires par le sous-groupe des idéaux principaux, que l’on nomme groupe
des classes de l’ordreA∆f

, notéC(A∆f
). Si I est un idéal fractionnaire propre de

l’ordre A∆f
, nous noteronsCl(I) sa classe dansC(A∆f

). Dans chacune de ces
classes on peut trouver un représentant remarquable que l’on va décrire.

Proposition/Définition 3.3.7 Toute classe deC(A∆f
) contient des idéaux de la

forme 〈a, −b+
√

∆f

2
〉 avec(a, b) ∈ A2 et b2 = ∆f − 4ac où c ∈ A est tel que

pgcd(a, b, c) = 1. Un tel idéal est nommé idéal primitif deA∆f
.

Démonstration
Il suffit de se souvenir que l’on peut écrire tout idéal propresous la forme
α〈1, τ〉, avecα ∈M×, etτ ayantaX2 + bX + c pour polynôme minimum surA
aveca, b, c premiers entre eux tels queb2 − 4ac = ∆f . Quitte à utiliser le
conjugué deτ et en multipliant par l’idéal principal engendré para/α, on obtient
la proposition. 2

3.4 Multiplication dans le groupe des classes

Nous allons décrire un algorithme de multiplication d’idéaux bien choisis du
groupe de classes avec un anneau de départA euclidien, de caractéristique diffé-
rente de2, et avec une extensionM/L de degré2 et vérifiant (3.4). On considère
A∆f

ordre deAM surA de conducteurf vérifiant (3.10).
On sait que siα, β sont des éléments deA tels queβ2 ≡ ∆f (mod 4αΘ),

l’idéal 〈α, −β+
√

∆f

2
〉 est un idéal propre deA∆f

, et que toute classe admet un
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représentant de cette forme. On dira plus simplement qu’elle est représentée par
α, β ou parα, β, β

2−∆f

2α
si on a besoin de plus de précision. Cette classe est alors

(αA+
−β +

√
∆f

2
A)/{e

(

A+
∆f +

√

∆f

2
A
)

; e ∈M×}.

Examinons maintenant les différentes étapes de l’algorithme de multiplication
des classes.

1. On prend deux classes représentées para1, b1, c1 et a2, b2, c2. Ces derniers
sont des éléments deA vérifiant bien sûr :

∀i ∈ {1, 2}, bi2 − 4aici = ∆f .

Remarquons que par (3.10),bi ≡ f∆ (mod 2A) pour i ∈ {1, 2}. La
somme(b1 + b2)/2 est donc un élément deA (congru àf∆ moduloA).

2. On trouve par l’algorithme d’Euclide le pgcdd dea1, a2 et b1+b2
2

dansA
ainsi que son écriture dansA sous la forme :

d = h1a1 + h2a2 + h3
b1 + b2

2

3. On posea = a1a2/d
2. L’élémenta appartient manifestement àA.

4. On calcule

b′ =
h1a1b2 + h2a2b1 + h3

b1b2+∆f

2

d

et on poseb reste de la division euclidienne deb′ para.

Remarquons queb est l’unique élément deA tel que :

{

b ≡ h1a1b2+h2a2b1+h3
b1b2+∆f

2

d
(mod aA)

v(b) < v(a).
(3.14)

L’idéal 〈a, b〉 va évidemment être un postulant à représenter le produit
〈a1, b1〉.〈a2, b2〉 modulo les idéaux principaux. Pour s’en rendre compte, calcu-
lons tout d’abord diverses congruences.
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Sachantb1
2 = ∆f + aa1c1, on déduit :

b ≡ h1a1b1 + h2a2b1 + h3b1
b1+b2

2

d
(mod

2a1

d
A)

≡ b1 (mod
2a1

d
A).

De même,

b ≡ h1a1b2 + h2a2b2 + h3b2
b1+b2

2

d
(mod

2a2

d
A)

≡ b2 (mod
2a2

d
A).

(3.15)

D’autre part, pour la même raison,

a1b2
b1 + b2

2
≡ a1

b1b2 + ∆f

2
(mod 2a1a2A) et,

a2b1
b1 + b2

2
≡ a2

b1b2 + ∆f

2
(mod 2a1a2A).

(3.16)

En additionnant ces deux dernières relations multipliées par h1 et h2 respective-
ment avec la relation

a2b1
b1 + b2

2
= a2

b1b2 + ∆f

2
(3.17)

multipliée parh3, on trouve, avec la définition deb,

b1 + b2
2

b ≡ b1b2 + ∆f

2
(mod

a1a2

d
A).

Or,

(

a1A+
−b1 +

√

∆f

2
A
)

.
(

a2A+
−b2 +

√

∆f

2
A
)

n’est autre que :

a1a2A+ a1

−b2 +
√

∆f

2
A+ a2

−b1 +
√

∆f

2
A+

b1b2 + ∆f − (b1 + b2)
√

∆f

4
A.

On déduit donc, à l’aide des congruences précédentes,

d2
(

aA+
−b +

√

∆f

2
A
)

⊂
(

a1A+
−b1 +

√

∆f

2
A
)

.
(

a2A+
−b2 +

√

∆f

2
A
)

⊂ 1

2

(

aA+
b +

√

∆f

2
A
)

.
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Notons que pour tout élémentα ∈ A,

α
(

aA+
b+

√

∆f

2
A
)

=
(

α
(

A+
∆f +

√

∆f

2
A
))

.
(

aA+
b+

√

∆f

2
A
)

.

On obtient donc le résultat suivant :

Proposition 3.4.1 Si a1, b1 eta2, b2 permettent de représenter deux idéaux primi-
tifs de l’ordreA∆f

, alors

Cl
(

〈a1,
−b1 +

√

∆f

2
〉
)

Cl
(

〈a2,
−b2 +

√

∆f

2
〉
)

= Cl
(

〈a, −b+
√

∆f

2
〉
)

.

oùa et b sont les éléments deA tels que :

a =
a1a2

d2
,

{

b ≡ h1a1b2+h2a2b1+h3
b1b2+∆f

2

d
(mod aA)

v(b) < v(a).
(3.18)

On obtient ainsi un algorithme pour effectuer la multiplication des idéaux pri-
mitifs deA∆f

. Ces calculs ont déjà été effectués lorsqueA = Z par une com-
paraison avec les formes quadratiques de déterminant∆f . La multiplication cor-
respond en effet à la décomposition de Gauss des formes quadratiques. (Voir le
rapport formes quadratiques idéaux primitifs avecA = Z chez [Cox89], [Bue89],
[Coh95].) On voit ici que l’on peut généraliser cet algorithme sans problème à des
anneaux euclidiens avec les hypothèses (3.4) et (3.10).

3.5 Rapport avec les diviseurs

3.5.1 Lien entre jacobienne et groupe de classe pour une courbe
hyperelliptique

On s’intéresse aux diviseurs d’une courbe projectiveC définie sur un corpsk
de caractéristique autre que2, lisse, de genreg, et d’équation affiney2 = F (x),
F étant un polynôme à coefficients dansk qui ne soit pas un carré. Ce cadre de
travail correspond à celui de Cantor dans [Can87] (il étudiele cas oùF est de
degré impair). Cantor y représente un diviseur par un couplede polynômes afin
d’effectuer l’addition de deux diviseurs. Nous allons présenter cette association
sous une forme correspondant aux sections précédentes.
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On cherche à appliquer le travail précédent à l’anneauA = k[X]. Cet anneau
est euclidien (voir [Per81]). NotonsL son corps des fractions,M une extension de
degré2 deL engendrée par une racine carrée deF (X),AM l’anneau des éléments
deM entiers surA. Le diagramme d’inclusion s’écrit dans ce cas :

M = L[Y ]/(Y 2 − F (X)) ←↩ AM
| 2 |

L = k(X) ←↩ A = k[X]

Les discriminants deAM/A valentF modulo le carré d’un inversible. Tra-
vaillons avec le discriminant∆ = F . Nous noteronsPC le groupe des diviseurs
principaux deC.

SiP de coordonnées affine(x, y) est un point deC avecy, P ′ de coordonnées
de(x,−y) est aussi un point deC, ce sont les seuls points “affines” d’abscissex
deC. Le diviseur principal(X − x) s’écrit doncP + P ′ − 2∞, le symbole∞
représentant le point à l’infini de la courbe ; aussi−P ′ ≡ P − 2∞ (mod PC).
De ce fait, toute classe de la jacobienne deC admet un unique représentant de
forme réduiteD =

∑r′

i=1 kiPi − r∞, où lesPi sont des points de la courbeC
distincts deux à deux et de coordonnées affines notées(xi, yi) (apparaîssant avec
la multiplicité ki ∈ N), avecr =

∑r′

i=0 ki ≤ g et la condition : siPi(xi, yi)
apparaît dans la somme, aucunPj , j 6= i n’a pour coordonnées(xi,−yi). Cantor
associe alors à ce représentantD les polynômesa et b deA = k[X] suivants

a(X) =
∏r′

i=1(X − xi)ki et

b(X) est l’unique polynôme de degré strictement inférieur àdeg(a) vérifiant :

∀i ∈ {1, . . . , r′ }, (X − xi)ki|
(

b(X)− yi
)

oùki est la multiplicité dePi dansD.

Cette deuxième condition signifie quea divise(b2 −F ). On peut alors considérer
c dansA tel que4ac = b2 − F . Nous associerons àD l’idéal deAM définie par

AD = aA+
−b+ Y

2
A.

En définissantpgcd(
∑

i∈I niPi,
∑

j∈J mjPj) par
∑

r∈I
S

J min(nr, mr)Pr, re-
marquons qu’alorsD = pgcd((a), (b− y)). Le diviseurD correspond donc ainsi
à un unique idéal〈a , (−b+ Y )/2〉 tel queb2 − F ≡ 0 (mod 4aA).

Observons aussi que siX ne divise pasa, ou si vX(F ) ≤ 1, alorsa, b et
c = (b2 − F )/(4a) sont premiers entre eux : l’idéal associé est un idéal primitif
deAM . Or,vX(F ) > 1 implique queC n’est pas régulière en(0, 0) : AD est donc
primitif.
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3.5.2 Traduction de l’addition dans la jacobienne

On suppose toujours pour cette section queC est une courbe lisse d’équation
affiney2 = F (X) sur un corpsk est de caractéristique différente de2. Considé-
rons deux classes de la jacobienne deC dont les représentants de forme réduite
sont les diviseursD1 etD2 respectivement. Associons alors, par le procédé dé-
crit en 3.5.1, aux diviseursD1 etD2, les polynômesa1, b1 et a2, b2 respective-
ment. L’algorithme décrit en 3.4.1 donne les polynômesa et b tels que la classe
Cl(〈a, (−b + F )/2〉) soit le produit des classesCl(〈a1, (−b1 + F )/2〉) et de
Cl(〈a2, (−b2 + F )/2〉). La somme des diviseurs correspond à la multiplication
des classes comme le décrit la proposition suivante :

Proposition 3.5.1 Sous ces hypothèses, la classe du diviseurD1+D2 correspond,
au sens développé à la section 3.5.1, à la classe de l’idéalaA + (−b+ F )/2A.

On peut reprendre la démonstration faite dans [Can87] qui compte la multi-
plicité dea et b en chaque point et la compare à celle deD (Cantor travaille avec
F de degré impair, mais cette démonstration n’utilise pas cette hypothèse). L’al-
gorithme de multiplication des classes permet ainsi de construire un algorithme
d’addition des diviseurs, dû d’ailleurs à David Cantor [Can87]. Constatons que sa
complexité est deg

(

ln(g)
)2

opérations.

3.6 Lien avec la cryptographie

3.6.1 Cryptosystème quadratique

On va décrire un cryptosystème de type El Gammal construit sur un groupe de
classes d’un ordre d’une extension quadratique deQ. Ce système a été proposé
par Hunlein, Jacobson, Paulus, et Takagi en 1998 [HJPT01].

Bob veut construire un cryptosytème à clé publique, afin de recevoir des mes-
sages confidentiels (notamment d’Alice) lisible par lui uniquement. Bob choisit
pour cela un nombre naturelp et note∆ le discriminant deQ[

√−p ]/Q. La situa-
tion se résume ici par
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M = Q[
√

∆] ←↩ AM
| 2 |

L = Q ←↩ A = Z

Bob choisit ensuite un nombre premierq pour travailler dans l’ordre de discri-

minant∆q. Il y choisit un idéal�= 〈g, bg+
√

∆q

2
〉. Enfin, Bob choisit un entiera et

un idéal équivalent à�a qu’elle nomme�.

Il rend publique :
le discriminant∆q,
les idéaux� et � dansΘ∆q .

Il garde secret :
le conducteurq,
la clé secrètea vérifiant�∼ �a.

Alice veut envoyer son message sous forme d’un idéal� deΘ∆q . Elle choi-
sit k et transmet au récepteur Bob les idéaux�= �k et �= � �k. On reconnait un
cryptosystème El Gammal. Remarquons toutefois que l’on doit effectuer une mul-
tiplication d’idéaux ; en fait on sait multiplier les classes correspondantes. Pour
retomber sur le message, on peut introduire la notion d’idéal réduit.

Proposition/Définition 3.6.1 Un idéal deA∆q du type〈a, −b+
√

∆q

2
〉 avec

b2 = ∆q − 4ac est dit réduit si|b| ≤ a ≤ c avec de plusb ≥ 0 dès que|b| = a ou
a = c.

Tout idéal〈a, −b+
√

∆q

2
〉 avecb2 = ∆q − 4ac de norme inférieure à

√
−∆q

4
est

réduit.
Il existe un unique idéal réduit dans chaque classe deC(A∆q).

Ce qui se passe pour les extensions quadratiques deQ est déjà bien connu : on
peut trouver une démonstration de ce résultat par exemple dans [Cox89] ou dans
[Coh95].

On impose donc initialement au message à envoyer� la condition
N(�) <

√

−∆q /4, de façon à être sûr qu’il soit réduit. En suivant le décodage
du El Gammal, Bob peut récupérer la classe de� ; puis il cherche l’unique idéal
réduit dans cette classe : c’est le message envoyé. Voir [Enj99] ou [HJPT01] pour
l’aspect pratique de ces opérations.

L’avantage de ce système est de proposer une ‘double sécurité’, au sens qui
est montré dans [HJPT01] :
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Proposition 3.6.2 Supposons connue une attaque du cryptosystème El Gammal
dansC(Θ∆).

Alors, casser le cryptosystème revient à pouvoir trouver ladécomposition de
∆q enq2∆.

On peut construire l’analogue de ce cryptosystème sur les courbes en partant
deA = Fq[X], avecq = pr, etp un nombre premier différent de2. On considère
une extension quadratique du corps des fractions deA :

M = L[Y ]/(Y 2 − F (X)) ←↩ AM
| 2 |

L = k(X) ←↩ A = k[X]

Nous pouvons reprendre la construction du cryptosystème présenté surZ avec
les mêmes formules surA : par ce qui précède, toutes les opérations y sont algé-
briquement identiques. Malheureusement, le discriminantde l’ordre∆q = q2∆ se
décompose en produit des polynômesq ∈ Fq[X] et ∆ ∈ Fq[X]. Or, s’il est diffi-
cile de factoriser des entiers, il existe des algorithmes decomplexité polynômiale
pour factoriser les polynômes deFq[X]. La version “courbe” de l’algorithme de
Hunlein, Jacobson, Paulus et Takagi est donc inintéressante dans la mesure où elle
n’apporte aucune sécurité supplémentaire,

3.6.2 Avantage de travailler avec un ordre

L’étude des ordres dans le cas d’une extension quadratique de Q est un do-
maine connu, rappelons en particulier ce théorème [Cox89].

Théorème 3.6.3SoientM une extension quadratique deQ de discriminant∆,
AM l’anneau des entiers deM , Af un ordre de conducteurf deM . Notons
h = #C(AM) le cardinal du groupe de classes deAM .

Le cardinal du groupe des classes deAF est donné par

hf =
f h

[A×
M : A×

f ]

∏

p|f
(1−

(∆

p

)1

p
).

Le terme
(

∆
p

)

représente le symbole de Legendre, qui vaut1 si ∆ est un carré
modulo p, −1 sinon. On peut trouver une démonstration de ce théorème dans
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[Cox89], [Coh95] ou [Enj99]. On va appliquer ce théorème lorsque l’extension
M/Q est quadratique imaginaire, dans ce cas[A×

M : A×
f ] = 1.

Il apparaît alors bien plus facile de calculer l’ordre d’un groupe de classes d’un
ordre qu’un groupe de classes de même grandeur. Ce fait rend le cryptosystème
quadratique d’autant plus intéressant.

Un autre intérêt de la facilité de contrôler l’ordre des classes des ordres est
de pouvoir construire des groupes tests. On a vu, dans le cas d’une courbe hy-
perelliptique, que la jacobienne s’exprime comme un groupede classe. La cryp-
tographie s’est particulièrement développée en utilisantcet isomorphisme (avec
des cryptosystèmes basés sur le logarithme discret, voir 1). Les attaques de ce
genre de système utilisent donc les opérations du groupe de classes, identiques à
celle du groupe de classes d’un ordre. L’une des plus aboutie(car parmi les plus
récentes) est celle de Gaudry [Gau00], utilisant une recherche de collision par
une marche itérative puis un traitement d’algèbre linéaireoptimisé. Deux cher-
cheurs de l’université d’Urbana-Champaign, Eric Landquist et Jonathan Webster,
ont amélioré et programmé l’algorithme de Gaudry. Ce programme fonctionnait
(en mars 2002) pour les groupes de classes qu’ils pouvaient calculer mais qui res-
taient d’ordre petit. La constatation que l’attaque est identique pour les ordres (il
suffit juste de changer le discriminant∆ parf 2∆) nous a permis de leur proposer
des gros groupes à casser. Le programme a réussi à résoudre leproblème pour le
discriminant−10008601877734695908479 mais a échoué pour un discriminant
df = −1000000000000000000000000001443 ∗ 20004232. Cet exemple est inté-
ressant car la taillehf du groupe de classes de l’ordre de discriminantdf cité est
hf = 2 ∗ 1000211 ∗ 103902575992349 qui a peu de facteurs premiers, et tous de
puissance1 : on peut donc y trouver des éléments de grand ordre, ce qu’il nous faut
pour un bon logarithme discret. L’exemple résolu le plus grand par ce programme
étaitdf = −40016925754966949318639 = −10000000991 ∗ 20004232, la taille
du groupe des classes étanthf = 175571037674 = 2 ∗ 87767 ∗ 1000211 (bonne
décomposition). Eric Landquist et Jonathan Webster ont alors réfléchi de nouveau
sur leur programme : ils pouvaient tester maintenant leurs nouvelles améliorations
à l’aide d’exemples issus des ordres. Ils ont ainsi, en autres, annoncé la résolution
par leur programme du logarithme discret

– le29 août, en travaillant avec l’ordre de discriminant

df = −1000000000000000000000000001443∗ 20004232

= −4001692178929000000000000005774441814194547
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dont la taille de groupe des classes est

hf = 103902575992349 ∗ 2 ∗ 1000211

= 207848998871766771278

et avec

g = [23; 19] et

h = [221620891566838614101;−170818227905445527653]

en947 secondes. Ils trouventx = 39895106467666494903.
– le7 octobre, en travaillant avec l’ordre de discriminant

df = −1000000000000000000000000001443∗ 100000009932

= −100000019860000986049000000144300028657981422868707

dont la taille de groupe des classes est

hf = 1039025863202650536394906

et avec

g = [23;−17] et

h = [4801379007868357484644009;−3009804988738108275886547]

en5943 secondes. Ils trouventx = 729556922614964277230474.
– le15 octobre, en travaillant avec l’ordre de discriminant

df = −1000000000000000000000000001443∗ 100000009932

= −100000019860000986049000000144300028657981422868707

dont la taille de groupe des classes est

hf = 1039025863202650536394906

et avec

g = [23;−17] et

h = [3660475293469342278973487; 3245083567350054507653473]

en2272.91 secondes. Ils trouventx = 725748555769821823169543.
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– le29 octobre, en travaillant avec l’ordre de discriminant

df = −10000001986000098604900000014430002

dont la taille de groupe des classes est

hf = 1039025863202650536394906

et avec

g = [23;−17] et

h = [1328147294067310596642667; 3338927209934598803]

en1797.9 secondes. Ils trouventx = 248529387001287896877585.
Pour tous ces exemples, on entend par la notation[a, b] l’idéal

〈a; (−b+
√

df)/2〉.
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Chapitre 4

Répartition des angles de Frobenius

4.1 Introduction

Pour une courbeX lisse sur un corps finiK, on définit la fonction zéta par
Z(X, T ) = exp

(
∑

n≥1NnT
n/n
)

, oùNn désigne le nombre de points deX sur
une extension de degrén deK. Son étude est donc importante car elle nous donne
des informations sur les nombresNn. Weil a montré la rationalité de la fonction
zéta. Le but de ce chapitre est d’étudier la distribution de ses zéros. On rappelle
tout d’abord dans la section 4.1 des outils mathématiques nécessaires pour notre
étude. Après avoir précisé notre motivation en 4.2.1, on expose “la formule expli-
cite” et les travaux déjà effectués sur ce sujet (Serre, Tsfasman, Lachaud) dans les
sections 4.2.2 et 4.2.3. Les sections suivantes prolongentces études, on y trouve
entre autres les résultats annoncés dans l’introduction.

4.1.1 Exemples de courbes

On appellecourbetoute variété projective de dimension1. Avant toute étude
examinons quelques exemples classiques de courbes. Pour une telle courbeX
définie sur un corps finiK, on noteraN le nombre de points deX sur K et g
le genre deX (on trouve dans [Per93] la définition du genre arithmétique d’une
courbe irréductible).

Proposition 4.1.1 La droite projective est une courbe surFq de nombre de points
N = q + 1. Son genreg est nul.

Silverman calcule ce genre dans [Sil85] en constatant qu’iln’existe pas de diffé-
rentielle holomorphe surP1.

89
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Proposition/Définition 4.1.2 On appelle courbe hermitienne toute courbe définie
par

X/Fr2 : Y rZ + Y Zr = Xr+1.

Ces courbes ont pour nombre de points rationnelsN = r3 + 1 et pour genre
g = r(r−1)

2
.

On verra qu’elles réalisent le nombre maximal de points pourun genre donné.

Proposition/Définition 4.1.3 La courbe de Klein est définie par

X3Y + Y 3Z + Z3X = 0.

SurF2v , son nombre de points est

N =

{

2v + 1 si v 6≡ 0 (mod 3),

2v + 1− sv si v ≡ 0 (mod 3)

où{s3n}n∈N
est définie par la relation de récurrence

s3(n+2) + 5s3(n+1) + 8s3n = 0

et les valeurs initialess0 = 6 et s3 = −15.

Pour l’étude du nombre de points de la courbe de Klein voir parexemple [Ste].
Klein a trouvé l’équation de cette courbe comme modèle pour l’équation modu-
laireX(7) (voir chez [Ogg69] ou [Mor97] la définition des courbes modulaires).

Proposition/Définition 4.1.4 Soitn un entier naturel. Posonsq0 = 2n et
q = 2q2

0 = 22n+1.
La courbe définie surFq d’équation affine

yq + y = xq0(xq + x)

a pour genreg = q0(q − 1) et pour nombre de points rationnelsN = q2 + 1. Elle
admet le groupe simple de SuzukiSZ(q) pour groupe d’automorphismes, nous la
nommerons donc courbe de Suzuki.
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Cette courbe atteint le nombre maximum de points rationnelspossible pour ce
genre (voir pour cela [HS90]).

Proposition/Définition 4.1.5 Soit s un entier naturel. Posonsq0 = 3s et
q = 3q2

0 = 32s+1.
La courbe deP3 d’équation affine surFq(x, y1, y2)

{

yq1 − y1 = xq0(xq − x)
yq2 − y2 = x2q0(xq − x) (4.1)

a pour nombre de points rationnelsN = q3 + 1 et pour genre

g =
3

2
q0(q − 1)(q + q0 + 1).

Son groupe d’automorphismes est un groupe de Ree d’ordreq3(q − 1)(q3 + 1),
nous nommerons cette courbe courbe de Ree.

Cette courbe atteint aussi le nombre de points rationnels maximum pour le genre
correspondant (voir [HP93]).

4.1.2 Rappels sur la conjecture de Weil

Définition 4.1.6 Soit V une variété projective sur un corps finiK. Pour toute
extensionKn de degrén de K, on poseNn le nombre de points de la variété
regardée surKn (i.e. de points à coordonnées dansKn vérifiant les équations
définissantV ). On appelle fonction zéta la fonction

Z(V/K, T ) = exp
(

∑

n≥1

Nn
T n

n

)

. (4.2)

On montre que pour les variétés lisses (i.e. non singulières) la fonction zéta est
rationnelle ; Weil a conjecturé la forme de la fonction zeta en 1949 [Wei49], et l’a
démontrée pour les courbes et variétés abéliennes. On peut regarder dans [Sil85]
(ou dans [Har77]) un énoncé de cette conjecture ainsi qu’un résumé des divers
travaux faits depuis à ce sujet. Nous allons juste donner l’écriture rationnelle deZ
dans le cas d’une courbe surFq, q étant une puissance d’un nombre premier.
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Théorème 4.1.7Considérons une courbe irréductibleX lisse de genreg définie
sur le corps finiFq. La fonction zéta s’écrit alors

Z(X, T ) =
P (T )

(1− T )(1− qT )
(4.3)

avecP (T ) un polynôme de la forme :P (T ) = 1 +
∑2g−1

j=1 cjT
j + qgT 2g, où lescj

sont des éléments deZ.

Dans le corpsC des nombres complexes, on peut donc écrire le polynôme
numérateur sous la forme

P (T ) =

2g
∏

i=1

(1− ωiT ).

En comparant les deux écritures du polynômeP (X, t), on déduit que

2g
∏

j=1

ωj = qg.

En fait, la contribution en module de chaqueωj au produit est uniforme [Wei49] :

Théorème 4.1.8Considérons une courbe irréductibleX lisse de genreg définie
sur le corps finiFq. Notons1/ωj, où1 ≤ j ≤ 2g, les racines dansC du polynôme
numérateur de la fonction zéta deX.

Les nombres complexesωj sont conjugués deux à deux et de module
√
q.

En développant en série entièrelnZ(X, t), on obtient

Proposition 4.1.9 SoitX une courbe irréductible lisse de genreg définie sur le
corpsFq. Notons1/ωj, où 1 ≤ j ≤ 2g, les racines dansC du polynôme numé-
rateur de la fonction zéta deX. Le nombre de points deX sur une extension de
degrén du corpsK est donné par

Nn = qn + 1−
2g
∑

j=1

ωj
n. (4.4)

Toute information sur lesωj permet donc de mieux connaître le nombre de
points de la courbe. On va appeler leurs arguments angles de Frobenius.
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4.1.3 Lien avec le Frobenius, cas des courbes elliptiques, ter-
minologie générale

Dans la première partie de cette section, on donne une esquisse de la démons-
tration de la proposition 4.1.9, en concluant de façon plus précise pour les courbes
elliptiques. Cela permet d’appréhender la terminologie fixée dans la proposition
4.1.11, avec laquelle nous travaillerons tout au cours de cechapitre.

Nous travaillons toujours sur un corps finiK = Fq, avecq = pr, p étant un
nombre premier etr un entier naturel. NotonsK une clôture algébrique deK, et
Pm l’espace projectif surK de dimensionm.

Définition 4.1.10 Pour tout entier natureln on appelleqn-ième puissance de Fro-
benius l’application

Φn : Pm −→ Pm

(x0, x1, · · · , xm) 7−→ (x0
qn

, x1
qn

, · · · , xmqn

).

K étant de caractéristiquep, Φn est manifestement un morphisme.
Nous considérons maintenant une courbe donnée par les équations

Fi(x0, x1, · · · , xm) = 0, 1 ≤ i ≤ m − 1, lesFi étant des polynômes homogènes
deK[X0, X1, · · · , Xm]. Pour tout corpsk ⊂ K, nous poseronsE(k) l’ensemble
des points(x0, x1, · · · , xm) ∈ Pm

⋂

km+1 zéros de tous lesFi. Remarquons que,
pour touti ∈ {1, . . . , m− 1},

∀(x0, x1, · · · , xm) ∈ Pm, F (Φn(x0, x1, · · · , xm)) =
(

F (x0, x1, · · · , xm)
)q
.

La restriction deΦn àE(K) est donc à valeurs dansE(K). De plus, siKn désigne
une extension de degrén deK, l’extensionK/Kn est galoisienne, de groupe de
Galois engendré parΦn, donc

P ∈ E(Kn)⇐⇒ Φn(P ) = P

On en déduit doncE(Kn) = (Id− Φn)
−1(0).

Prenons maintenantX une courbe sur un corpsK = Fq fixé. On appelle alors
la restriction de laq-ième puissance de Frobenius àX endomorphisme de Frobe-
nius deX. Notons que c’est la puissance qui correspond au corps de travail fixé
K. Nous notons maintenantΦ l’endomorphisme de Frobenius deX. L’endomor-
phismeΦn est alors laqn-ième puissance de Frobenius. On obtient donc queNn

est le cardinal de(Id− Φn)−1(0).
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On suppose en plus pour ce paragraphe que la courbeX est elliptique (i.e.
de genre1). L’endomorphismeΦ induit sur le module de Tate deX un endo-
morphismeΦl. On montre queΦl a deux valeurs propres distinctes complexes
conjuguéesω1 et ω2 de produitq, et que le cardinal de(Id− Φn)−1(0) vaut
det(T Id− Φl

n)(1) pour tout entier natureln. On en déduit, siX est elliptique,

Nn = 1 + qn − (ωn + ωn), avecω =
√
qeiΘ.

Θ est l’angle d’une valeur propre de l’endomorphisme induit de l’endomorphisme
de Frobenius, on l’appelleangle de FrobeniusdeX. On peut trouver les détails
des faits annoncés ici dans [Sil85].

La forme particulière desNn trouvée dans le cas des courbes elliptiques se
généralise pour une courbe irréductible comme suit.

Proposition/Définition 4.1.11 SoitX une courbe lisse, absolument irréductible,
de genreg surK = Fq. Alors, pour toutn ∈ N∗,

Nn = qn + 1−
g
∑

j=1

(ωj
n + ωj

n) (4.5)

avec∀j ∈ {1, · · · , g}, ωj =
√
qeiθj .

On appelle les nombres réelθj ∈ [ 0, π ] angles de Frobenius deX.
On utilise alors plutôt (4.5) sous la forme :

Nn = qn + 1− 2
√
qn

g
∑

j=1

(

cos(nθj)
)

. (4.6)

4.2 Étude

Nous travaillerons dans toute cette fin de chapitre avec une courbe projective
X lisse, absolument irréductible (une courbe réalisant ces trois exigence est dite
algébrique), de genreg, définie sur le corpsK = Fq.
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4.2.1 Motivation

Nous cherchons des informations sur les nombres de pointsNr sur les dif-
férentes extensions deK, mais bien sûr plus particulièrement surN = N1 le
nombre de points surK. Notons que la borne de Hasse-Weil nous donne déjà
|N − (q + 1)| ≤ 2g

√
q pour toute courbe surK = Fq. Rappelons qu’asymptoti-

quement, par la borne de Drinfeld-Vladuts [VD83],lim supg→∞N/g ≤ √q − 1
pour toute famille infinie de courbes dont le genre tend vers l’infini. La borne de
Hasse-Weil semble donc trop large pourg tendant vers l’infini. Nous donnons tout
d’abord des majorations du typeN ≤ ag+b plus fines moyennant des hypothèses
surX ouK en section 4.2.3.

On s’intéresse ensuite aux familles infinies de courbes dontle genre tend vers
l’infini. Nous démontrons dans l’annexe B qu’on peut extraire d’une famille de ce
type une sous-famille dont tous les quotientsNr/g admettent une limite lorsqueg
croit vers l’infini. De telles familles (dont les quotientsNr/g convergent) sont ap-
peléesfamilles asymptotiquement exactes[Tsf92]. Tsfasman et Vlăduţ montrent
que pour une famille asymptotiquement exacte, la répartition des angles de Fro-
benius admet une distribution limite donnée par une mesure continue sur[0, π]
[TV97]. Il en découle que les angles de Frobenius d’une famille asymptotique-
ment exacte sont denses dans[0, π]. Une famille infinie de courbes dont le genre
tend vers l’infini comprenant une sous-famille asymptotiquement exacte, on en
déduit que toute famille de courbes dont les angles ne sont pas denses est finie.
Concrètement, siΘ contient un ouvert non vide, toute famille de courbes sans
angles de Frobenius dansΘ est finie. Nous cherchons dans ce chapitre à connaître
les valeurs maximales du nombres de point rationnel et du genre de ces familles
avec angles hors deΘ.

On peut trouver les renseignements sur la répartition des angles de Frobenius
pour des familles aux genres non bornés dans les études de Tsfasman et Vladuts
[TV97] et de Serre [Ser97]. Duursma et Enjalbert proposent des problèmes ou-
verts sur ce sujet dans [DE02].

4.2.2 Étude théorique

Nous reprenons ici le travail fait dans [Ser83].
Rappelons (4.6) :

∀n ∈ N∗, Nn = qn + 1− qn/2
g
∑

i=1

2 cos(nΘi)
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où{θi}1≤i≤g est l’ensemble des angles de Frobenius de la courbeX de genreg.

Nous poserons pour toute la suiter =
√
q. On peut alors réécrire (4.6) sous la

forme

N1r
−n + (Nn −N1)r

−n = rn + r−n − 2

g
∑

i=1

cos(nθi) (4.7)

On peut généraliser enn = 0 par

0 = 2g − 2

g
∑

i=1

1.

Introduisons maintenant une suite de nombres réels{un}n∈N
et définissons les

fonctions
f : R −→ R

Θ 7−→ u0 +
∑

n≥1 un cos(nΘ)

et,
ψ : R −→R

x 7−→∑

n≥1 unx
n.

Pour chaquen, multiplionsun avec l’équation (4.7) correspondante, la somme
surn du résultat donne

N1ψ(r−1) +
∑

n≥1

un(Nn−N1)r
−n = 2u0g+ψ(r) +ψ(r−1)− 2

g
∑

j=1

f(θj). (4.8)

4.2.3 Application : majorant du nombre de points rationnels

Reprenons le choix de{un}n∈N
fait dans [Ser83].

(a) u0 = 1,

(b) ∀n ≥ 1, un ≥ 0

(c) f(θ) ≥ 0, pour toutθ ∈ [0, π].

Appliqué à (4.8), ce choix amène à :

Nψ(r−1) ≤ 2g + ψ(r−1) + ψ(r).
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Pour illustrer ce cas, considérons la fonctionf donnée par :

f(θ) = cos2(θ)
(

1− cos(θ)

cos(2π/3)

)

2

= 1 +
√

3 cos(θ) +
7

6
cos(2θ) +

√
3

3
cos(3θ) +

1

6
cos(4θ).

(4.9)

L’égalité (4.8) conduit alors à, pourq = 3 (i.e. pour les courbes définies surF3),

N ≤ 54

41
(g − 15) + 28 < 1, 317g + 8, 244.

Cette inégalité est donc meilleure que celle de Hasse-Weil [Iha81]. Elle est atteinte
siN1 = N2 = N3 = N4 et si les angles de Frobenius sont dans{π/2, 2π/3}. C’est
le cas pour la courbe de Deligne-Lusztig associé à2G2(3) [HP93]. Cette courbe
est de genreg = 15 et a pour nombre de pointsN = 28. Le polynôme numérateur
de sa fonction zéta estP (T ) = (1 + 3T 2)

7
(1 + 3T + 3T 2)

8
.

4.2.4 Premier choix :u0 = 1

Remarquons la généralisation possible du choix de Serre [Ser83] ; si on peut
trouver un ensembleΘ tel que{un}n∈N

vérifie

(a) u0 = 1,

(b) ∀n ≥ 2, un ≥ 0

(c) f(θ) ≥ 0, pour toutθ ⊂ Θ ∈ [0, π].

On déduit alors de (4.8) :

Nψ(r−1) ≤ 2g + ψ(r−1) + ψ(r)− 2
∑

θ ∈Θ

f(θ).

Par suite, toute courbe telle que

Nψ(r−1) > 2g + ψ(r−1) + ψ(r)

doit avoir une somme
∑

θ ∈Θ f(θ) négative, elle a donc un de ses angles de Fro-
benius dans[0, π] \Θ.

Pour tout élémentα ∈ [0, π
2
[, choisissons la suiteu0 = 1, u1 = − 1

cos(α)
et les

termes suivants nuls. On obtient la fonction

f : Θ 7−→ 1− cos(Θ)

cos(α)
.



4.2. ÉTUDE 98

Elle est positive sur[α, π], strictement négative sur[0, α[. En appliquant ce qui
précède, on déduit que toute courbe surFq telle queN + 2

√
q cos(α) g < q+ 1 a

un angle de Frobenius dans[0, α[.

Utilisons maintenant la fonction

f : θ 7−→ 1 + 3
√

2 cos(θ) + 2
√

2 cos(3θ).

Elle correspond à une suite{un}n∈N
vérifiant les conditions du choix. Elle se

factorise sous la formef(θ) = (1 +
√

2 cos(θ))
(

1− 2
√

2 cos(θ)
)2

. On obtient
ainsi que toute courbe surF2 avecN > g

2
+ 9

2
a un angle de Frobenius dans

]3π
4
, π[. On peut trouver dans [vdGvdV00] des exemples de courbes satisfaisant la

condition. Toutes les vérifications d’existence de courbesvérifiant les conditions
trouvées dans les prochains chapitres viendront aussi de [vdGvdV00].

4.2.5 Deuxième choix :u0 = 0

On suppose maintenant que :

(a) u0 = 0,

(b) ∀n ≥ 2, un ≥ 0

(c) f(θ) ≥ 0, pour toutθ ∈ Θ ⊂ [0, π].

On déduit alors de la formule (4.8) :

Nψ(r−1) ≤ ψ(r−1) + ψ(r)− 2
∑

θ ∈Θ

f(θ).

Donc, toute courbe vérifiant l’inégalité

Nψ(r−1) > ψ(r−1) + ψ(r)

doit avoir une somme
∑

θ ∈Θ f(θ) négative, elle a donc un de ses angles de Fro-
benius dans[0, π] \Θ.

Si de plus la suite{un}n∈N
vérifie

(d) ∃m ∈ N/

{

∀n > m, un = 0.

∀n ∈ {1, · · · , m}, un = um+1−n.
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alors, la condition suffisante pour avoir un angle dans[0, π] \Θ devient

N > rm+1 + 1.

En effet , dans le cas(d), ψ(r)
ψ(r−1)

=
Pm

n=0 unrn

Pm
n=0 r

n−m = rm.

On peut appliquer cela à la suite issue de la fonctionf : θ 7−→ cos(θ). On
trouve alors que toute courbe dont le nombre de points vérifieN > r2 + 1 a un
angle de Frobenius dans]π/2, 3π/2[. La droite projective a un nombre de points
N = r2 + 1 et n’a aucun angle dans]π/2, 3π/2[, la condition trouvée est donc
optimum.

La fonctionf : θ 7−→ cos(θ)+cos(2θ) donne une suite{un}n∈N
vérifiant les

points(a), (b), (c) et (d). Elle est strictement négative uniquement sur]π/3, π[.
On obtient donc que toute courbe telle queN > r3 + 1 a un angle de Frobenius
dans l’intervalle ouvert]π/3, π[. On ne peut améliorer l’inégalité : la courbe her-
mitienne surFr2 n’a aucun angle dans]π/3, π[ bien que son nombre de points soit
N = r3 + 1 [RS94].

La fonction

f(θ) =

√
2

5
cos(θ)

(

1− 2 cos2(θ)
)(

1− 8 cos2(θ)
)

=
7

10

√
2 cos(θ) +

1

2

√
2 cos(3 θ) +

1

5

√
2 cos(5 θ)

s’annule aux angles de Frobenius des cinq courbes elliptiques surF2. La suite
{un}n∈N

associée vérifie les quatre conditions requises. On en déduit que toute
courbe surF2 à jacobienne complètement décomposable a son nombre de points
borné parN ≤ 6. Cette borne est atteinte par la courbe

y2 + y =
x2 + x

(x2 + x+ 1)3 .

4.2.6 Troisième choix :u0 = −1

On suppose ici que :

(a) u0 = −1,

(b) ∀n ≥ 2, un ≥ 0
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(c) f(θ) ≥ 0, for all θ ∈ Θ ⊂ [0, π].

On déduit alors de la formule (4.8) :

Nψ(r−1) ≤ −2g + ψ(r−1) + ψ(r)− 2
∑

θ ∈Θ

f(θ).

Donc, toute courbe vérifiant l’inégalité :

Nψ(r−1) > −2g + ψ(r−1) + ψ(r)

doit avoir une somme
∑

θ ∈Θ f(θ) négative, elle a donc un de ses angles de Fro-
benius dans[0, π] \Θ.

Si de plus la suite{un}n∈N
vérifie la condition supplémentaire

(d) ψ(r−1) = 0,

toute courbe dont les angles de Frobenius sont dans l’ensembleΘ a un genre borné
par

g ≤ ψ(r)

2
.

La fonction construite de manière à s’annuler aux angles de Frobenius des trois
courbes elliptiques considérées surF4 et définies surF2 et de degré minimum a
la forme suivante

f(θ) = −1− 4

3
cos(θ) +

7

9
cos(2θ) +

26

9
cos(3θ) +

16

9
cos(4θ).

La suite associée vérifie les quatre conditions. Il s’ensuitque toute courbe surF2

à jacobienne complètement décomposable a un genre inférieur à26, améliorant la
borne donnée par Serre (g ≤ 145 dans [Ser97]). Cette méthode est d’autant plus
intéressante que la courbe modulaireX(11) atteint cette nouvelle borne [Lig77].

4.2.7 Étude du degré deux

On cherche toujours à trouver des conditions pour l’existence d’un angle de
Frobenius dans l’intervalle ouvert]α, β[. La première idée est de considérer une
fonction f de degré2 en cos(θ). Quitte à diviser par un scalaire pour pouvoir
appliquer les cas précédents (division qui ne change rien auraisonnement), il est
plus intéressant de prendref sous la forme :

x 7→
(

cos(x)− cos(α)
)

·
(

cos(x)− cos(β)
)

.
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On obtientf(x) = 1
2
cos(2x)−

(

cos(α) + cos(β)
)

cos(x) +
(

1
2
+cos(α) cos(β)

)

.

Remarquons queu0 = 1
2

+ cos(α) cos(β).

Regardons quelques cas particuliers :

Pourα = π
4

etβ = 3π
4

, on trouveu0 = 0 (deuxième choix ),f(x) = cos(2x) est
strictement négative uniquement sur]π

4
, 3π

4
[. Nous trouvons ainsi que toute

courbe dont le nombre de points rationnels vérifieN > 1 + r4 a un angle
de Frobenius dans]π

4
, 3π

4
[.

Pourα = π
3

et β = 3π
4

, on trouveu0 = 2−
√

2
4

, la fonction correspondante

f(x) = 1
2
cos(2x) +

√
2−1
2
· cos(x) + 2−

√
2

4
est strictement négative unique-

ment sur]π
3
, 3π

4
[. La fonctionf/u0 a le même signe et vérifie les conditions

du premier choix. Pourq = 2, siN > 8−2
√

2
7

g + 27+2
√

2
2

, la courbe possède
donc un angle de Frobenius dans]π

3
, 3π

4
[ (Le minorant s’applique pour un

genre de2 à28).

Pourα = π
4

etβ = π, on trouveu0 = −
√

2−1
2

négatif. On applique le travail fait

au troisième choix à la fonctionf(x)
u0

= −1 +
√

2 cos(x) + cos(2x)√
2−1

, ce qui
donne que toute courbe surFq telle que

N +
2(
√

2− 1)q

(2−
√

2)
√
q + 1

> 1 +

√
q + 2−

√
2

(2−
√

2)
√
q + 1

q3/2

a un angle de Frobenius dans]π
4
, π[. Numériquement, cette condition de-

vient N + 0.9061g > 4.0939 sur F2, elle estN + 1.2336g > 6.9783
surF3, elle donneN + 1.5259g > 10.526 surF4 et elle s’approxime par
N + 1.7932g > 14.6586 surF5. Pour entier naturelg non nul, on peut trou-
ver une courbe de genreg et vérifiant les inégalités obtenues surF2, F3 et
F4.

4.2.8 Exemple de construction en degré supérieur

On cherche ici à construire une fonction permettant par ce procédé de
déterminer une condition pour qu’une courbe ait un angle dans l’intervalle
] arccos(a),− arccos(a+ ε)[. On part d’une fonction de degré2

θ 7−→ (cos(θ)− a)(cos(θ) + a+ ε)
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donnant l’intervalle voulu. Cette fonction ne donnant pas de résultats intéressants,
on passe au degré3 avec

θ 7−→ (cos(θ)− a)(cos(θ) + a+ ε)(cos(θ)− b),

avecb ∈]−∞,−1]
⋃

[1,∞[, de façon à contrôler l’intervalle des valeurs négatives,
mais qui, même optimisé (b = −1), n’est pas plus probante. On construit alors une
fonction de degré4 du type

θ 7−→ (cos(θ)− a)(cos(θ) + a+ ε)(cos(θ)− b)2

encore fabriquée de manière à contrôler le signe, puis même de degré5 avec

f(θ) = (cos(θ)− a)(cos(θ) + a+ ε)(cos(θ)− b)(cos(θ)− c)2,

avec toujoursb ∈]−∞,−1]
⋃

[1,∞[. Cette dernière fonction s’avère plus efficace.
On développef(θ) =

∑5
k=0 uk cos(kθ). En cherchant à minimiser la condi-

tion surN avecr =
√

2 (i.e. en travaillant surF2) avecuk ≥ 0 pourk > 1, on
trouve qu’il faut prendreb = −1, puisu4 = 0, et enfinu3 = 0. On travaille donc
avec

f(θ) =
(

cos(θ)− a
)(

cos(θ) + a+ ε
)(

cos(θ) + 1
)(

cos(θ) +
a + ε(a)

2

)

2

.

Pour avoir une condition optimum, il faut donc, pour chaquea, déterminerε(a)
paru3 = 0. Toutes les autres conditions sont en effet satisfaites.

Sans chercher à optimiser, travaillons aveca = cos(π
3
) et ε1 tel que

−a− ε1 = cos(
3π

4
),

c’est à dire avec la fonction

f(θ) =
(

cos(θ)− 1

2

)(

cos(θ) +

√
2

2

)(

cos(θ) + 1
)(

cos(θ)− 1 +
√

2

4

)

2

=
3− 2

√
2

64
+

3−
√

2

64
cos(θ) +

7 + 2
√

2

64
cos(2θ) +

3− 2
√

2

64
cos(3θ) +

1

16
cos(5θ).

On est dans les conditions du premier choix ; l’étude de ce casnous donne que
toute courbeX a un angle de Frobenius dans]π

3
, 3π

4
[ dès que
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X est définie surF2 avecN > 0.0424g + 6.7044,

X est définie surF3 avecN > 0.0609g + 18.0362,

X est définie surF4 avecN > 0.0770g + 39.5582 .

On trouve des courbes vérifiant (4.2.8) pour tout genreg ≥ 2, vérifiant (4.2.8)
pour tout genreg ≥ 10, et vérifiant (4.2.8) pour tout genreg ≥ 17.

Regardons la fonction obtenue aveca = cos(π
4
) et−a − ε1 = − cos(π

4
), soit

ε1 = 0 :

f(θ) =
(

cos(θ)−
√

2

2

)(

cos(θ) +

√
2

2

)(

cos(θ) + 1
)(

cos(θ)− 1

2

)

2

=
1

16
cos(θ) +

1

8
cos(2θ) +

1

16
cos(5θ).

(4.10)

On reconnaît le deuxième choix. Toute courbe surFq telle que

N > 1 +
q2 + 2q1/2 + 1

q2 + 2q3/2 + 1
q3

a un angle de Frobenius dans]π
4
, 3π

4
[.

Numériquement, cette condition devientN > 6.8768 surF2, etN > 18.8269
surF3. On trouve des courbes candidates pour tout genreg ≥ 3 surF2, et pour
tout genreg ≥ 9 surF3. Cependant ces inégalités sont plus mauvaises que celles
obtenues en 4.2.7 pour le même intervalle]π

4
, 3π

4
[ : pourq proche de l’infini, elle

s’approxime parN > q3 au lieu deN > q2, et même, une étude rapide montre
que le terme de droite de (4.2.8) est supérieur àq2 + 1 pour toutq ≥ 1. Le degré
était pourtant plus petit en 4.2.7, on va donc chercher à généraliser l’exemple de
la section 4.2.7.

4.2.9 Exemple asymptotique

On a vu en 4.2.5 que toute courbe avecN > r2 + 1 a un angle de Frobenius
dans]π/2, 3π/2[, puis que toute courbe avecN > r3+1 en avait un dans]π/3, π[.
De plus, dans la section 4.2.7, on s’est aperçu que toute courbe avecN > r4 +1 a
un tel angle dans]π/4, 3π/4[ (puis que c’était même une ‘bonne’ condition dans
la section suivante). Essayons de trouver plus généralement une condition pour
l’existence d’un angle dans]π/n, 3π/n[, n entier naturel quelconque.
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Soitn ≥ 4. La fonctionf définie par

f(θ) = 2n−3
n−1
∏

k=2

(

cos θ − cos(2k + 1)
π

n

)

est négative uniquement sur]π/n, 3π/n[, elle nous permettra donc d’obtenir une
condition pour cet intervalle pour peu qu’elle satisfasse àun des cas étudiés. Il
s’agit donc maintenant de regarder son développement de Fourrier.

A l’aide par exemple d’une décomposition en éléments simples (ou de façon
plus sophistiquée par une fonction génératrice d’un polynôme gaussien [And98]),
on montre que

1

(1− T )(1− yT )(1− y2T )(1− y3T )
=
∑

i≥0

[

i+ 3
3

]

T i

où
[

i+ 3
3

]

=
(yi+3 − 1)(yi+2 − 1)(yi+1 − 1)

(y3 − 1)(y2 − 1)(y − 1)

Poury avecyn = 1, le membre de droite est périodique et, en réindexant avec
j = i+ 2,

T 2(1− T n)
(1− T )(1− yT )(1− y2T )(1− y3T )

=

n−2
∑

j=2

(yj+1 − 1)(yj − 1)(yj−1 − 1)

(y3 − 1)(y2 − 1)(y − 1)
T j

Prenonsx = eiα, tel quexn = −1. Avecy = x2 et t = x3T , nous obtenons

(1 + tn)

(t+ t−1 − 2 cosα)(t+ t−1 − 2 cos 3α)
=

n−2
∑

j=2

sin(j − 1)α sin jα sin(j + 1)α

sinα sin 2α sin 3α
tj

En additionnant les équations trouvées avect = eiθ puist = e−iθ, en divisant par
2, et en factorisantf , on trouve enfin

Lemme 4.2.1 Toutθ ∈ R vérifie l’égalité

f(θ) =
1 + cosnθ

4(cos θ − cos π
n
)(cos θ − cos 3π

n
)

=

n−2
∑

j=2

uj cos jθ (4.11)

avec

uj =
sin(j − 1)π

n
sin j π

n
sin(j + 1)π

n

sin π
n

sin 2π
n

sin 3π
n

. (4.12)
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La suite{un}n∈N
vérifie les conditions du deuxième choix. En prenant en

compte l’étude précédente des casn = 2 etn = 3, on aboutit au résultat suivant :

Proposition 4.2.2 [DE02] Soitn un entier tel quen ≥ 2. SoitX une courbe lisse,
absolument irréductible, définie surFq. Posonsr =

√
q, et soitN le nombre de

points rationnels deX surFq.
Alors,N > rn+1 implique queX a un angle de Frobenius dans]π/n, 3π/n[.

On a vu que l’inégalité de la condition doit être stricte pourn = 2 etn = 3.
C’est aussi le cas pourn = 4 et n = 6. La courbe de Suzuki surF8 aN = 65
points mais aucun angle dans]π/4, 3π/4[. La courbe de Ree surF3 aN = 28
points mais aucun angle dans]π/6, 3π/6[.

4.3 Conclusions

Grâce à une étude théorique utilisant les travaux de Tsfasman, Vlăduţ et Serre,
nous avons pu poser les problèmes non triviaux suivants.

Problème 1Étant donné un ensemble discretΓ de [0, π], trouver les valeurs
maximales possibles deN etg pour une courbe dont les angles de Frobenius sont
dansΓ.

Problème 2Étant donné un intervalleI ⊂ [0, π], trouver les valeurs maxi-
males deN et g pour toute courbe surFq dont les angles de Frobenius sont hors
deI.

Nous les avons résolus que pour certains intervalles, mais il reste encore beau-
coup à faire. L’objectif final serait de pouvoir construire une table donnant la lo-
calisation des angles de Frobenius en fonction du nombre de points rationnels et
du genre d’une courbe.

Nous donnons comme autre problème un cas particulier du problème1 .

Problème 3Trouver les valeurs maximales deN etg des courbes surFq dont
toutes les valeurs propres du Frobenius soient de degré au plusd fixé.
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Résoudre le problème3 avecd = 2 correspond aux courbes avec variété jaco-
bienne complètement décomposable. Nous avons résolu le casd = 2 surF2, mais
le problème reste ouvert pour d’autres corps et d’autres degrés.

L’idéal serait de pouvoir donner une localisation très fine des angles de Frobe-
nius, d’où le dernier problème.

Problème 4Étant donnéδ ∈ R∗
+, trouver les maximums possibles deN et g

pour une courbe surFq telle que[0 , π] 6⊂ ⋃j]θj − δ, θj + δ[.

La seule esquisse d’approche de ce problème est le cas asymptotique, il reste
donc complètement ouvert.



Annexe A

Théorème d’approximation des
valeurs absolues

Nous rappelons ici le théorème d’approximation des valeursabsolues. On
peut le trouver dans [Cas]. Nous en donnons la démonstrationcar elle donne une
construction de l’élémentg vérifiantvp(g − gi) ≥ ni pour touti où les
(gi, ni) ∈ K ×N sont donnés et finis. Cela confirme l’affirmation du deuxième
chapitre

Lemme A.1 Soit K un corps, doté dek valeurs absolues| |1, | |2, . . . , | |k non
équivalentes.

On peut alors construirea tel que |a|1 > 1 et |a|j < 1 pour tout entierj
compris entre2 etk.

Procédons par récurrence

Pourk = 2, | |1 et | |2 ne sont pas équivalentes, on peut donc trouverb et c dans
K tels que











|b|1 < 1 et |b|2 ≥ 1

et

|c|2 < 1 et |c|2 ≥ 1.

(A.1)

L’élémenta = cb−1 convient.

Supposons l’énoncé du lemme vrai au rangk−1. Par l’hypothèse de récurrence,
on peut construireb ∈ K tel que

|b|1 > 1 et∀j ∈ {2, . . . , k − 1}, |b|j < 1.
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En utilisant la démonstration au rang2, on peut construirec ∈ K tel que

|c|1 > 1 et |b|k < 1.

Si |b|k < 1, a = b convient.

Si |b|k = 1, a = bnc convient pourn suffisamment grand.
Si |b|k > 1, a = bn

1+bn
c = 1

1+b−n c convient pourn suffisamment grand.

Théorème A.2 SoitK un corps, doté dek valeurs absolues| |1, | |2, . . . , | |k non
équivalentes.

Fixonsg1, g2, . . . , gk k éléments deK. Alors,

∀ε > 0, ∃g ∈ K/ ∀i ∈ {1, . . . , k}, vi(g − gi) ≥ ni .

Par le lemme, on peut construire unk-uplet (c1, . . . , ck) ∈ Kk tel que pour
tout entierj ∈ {1, . . . , k},

|cj|j > 1 et∀i 6= j, |cj|i < 1.

Alors,

g =
k
∑

j=1

cj
1 + cj

gj

convient pourn suffisamment grand.



Annexe B

Familles infinies dont le genre tend
vers l’infini

L’objectif de cette annexe est de trouver des familles asymptotiquement exactes,
pour leurs appliquer les résultats de densité des angles de Frobenius mentionnés
par Serre [Ser97]. Nous rappelons tout d’abord la définitiond’asymptotiquement
exacte, puis nous démontrons qu’une famille infini de courbedont le genre tend
vers l’infini admet une sous-famille vérifiant les conditionde cette définition. Cela
valide le raisonnement effectué dans la section 4.2.1.

Soit F = {Cgλ
}λ une famille de courbes algébriques dont le genregλ tend

vers l’infini et définies sur un corps finiK. On noteraKn une extension de degré
n ∈ N de K. Pour une courbeCg ∈ F , on poseNn(Cg) le nombre de points
rationnels deCg surKn.

Rappelons la définition des familles asymptotiquement exactes.

Définition B.1 Une familleF = {Cg} de courbes définies surK est dite asymp-
totiquement exacte si tous les quotientsNr(Cg) /g convergent lorsque le genreg
tend vers l’infini.

Cette définition a été introduite par Tsfasman [Tsf92].

L’inégalité de Hasse-Weil s’écrit, pour la courbeCg considérée surKn [Wei71],

|Nn(Cg)− (qn + 1)| ≤ 2g
√
qn.

Ainsi, pour tout entiern,

0 ≤ Nn(Cg)
g

≤ 2
√
qn +

qn + 1

g
≤ 4qn. (B.1)
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Posons, pour toutn ∈ N,Kn = [0, 4qn]. On déduit des inégalités (B.1), pour tout
n et g,

Nn(Cg)
g

∈ Kn.

Ainsi, pour toutgλ, l’uplet (
N1(Cgλ

)

gλ
,
N2(Cgλ

)

gλ
,
N3(Cgλ

)

gλ
, . . . ,

Nr(Cgλ
)

gλ
, . . .) est élément

de l’ensembleK =
∏

r∈N
Kr. Par le théorème Tychonoff,K est un compact

[Bou71]. La suite(
Nr(Cgλ

)

gλ
)
λ

admet donc une valeur d’adhérence. On en déduit,

Proposition B.2 Toute famille infinie de courbes algébriques dont le genre tend
vers l’infini admet une sous-famille asymptotiquement exacte.
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zeta-functions »,J. Math. Sci. (New York)84 (1997), no. 5, p. 1445–
1467, Algebraic geometry, 7.
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