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Introduction

La cryptographie est 'activité qui consiste a transformemessage de ma-
niere a ce que son contenu ne soit compris que par des pessdéreminées.
L'utilisation initiale de cet art, déja en cours durant Kigité, consistait en des
communications secretes (a usages militaires ou diplopnes). L'émetteur et le
récepteur se devaient d’étre les seuls a connaitre le p¥qotd écrire un message
(pour “coder” au sens de ces anciens, pour chiffrer en lamgatyuel). lls conve-
naient a I'avance du chiffrement utilisé (on dirait mairdehde la clé) comme
par exemple affecter a chaque lettre de I'alphabet utilissigle particulier (pour
donner une idée simpliste, A était chiffré en 1, B en 2, C en) &t effectuer des
permutations sur les messages obtenus. De tels systematefmat plus sophis-
tiqués) sont appelés clé secréte

En 1976, W. Diffie et M. Hellman [DH76] proposent de nouveauscgdés
de cryptage : les systemes cryptographiqaedés publiquesl'algorithme de
chiffrement —qui s’effectue a I'aide d’'une “clé publiquegst maintenant divulgué
librement et permet a tout le monde d’écrire des messagbketigpar un lecteur
averti (i.e. connaissant la clé privée) uniquement. Sedlecerier connait en effet
la clé de déchiffrage, qui doit étre introuvable a partirael€é de chiffrement.

Cette cryptographie (dite asymétrique) s'impose de plugles pour les be-
soins engendrés par les technologies informatiques telgugier électronique,
la signature électronique de contrat, la carte a puce .rslieambreux utilisateurs
demandent aujourd’hui non seulement d’assurer la confalgéf mais aussi I'in-
tégrité, I'authenticité et la signature des communicaiddn peut construire de
tels procédés (oaryptosystemgsa partir d'un probleme mathématique facile a
implanter mais difficile a résoudre. C’est le casgtableme du logarithme discret
(PLD), qui a donné naissance a divers cryptosystemes : citonsxparpée les
systéemes El Gamal [EG85] ou de Cramer-Shoup [CS98]. Ce gmmabk’énonce
de la facon suivante :
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PLD : SoientG un groupe fini noté multiplicativement,un élément dé: et
h un élément du sous-groupe engendrégpdirouver un entier: tel queh = g*.

Le plus petit entier positif solution sera appelé le lodmmié discret dé (en
basey).

Un exemple usuel et couramment utilisé de ce probleme esideg I'on
prend pour groupé’ le groupe multiplicatif',; des éléments inversibles du corps
fini F,, 'entier naturelp étant un nombre premier. Par exemple, pput 113,
travaillons avec I'élément = 53 deF;3 situé dans le sous-groupe engendré par
g = 2. Le probleme du logarithme discret équivaut ici a trouveentierz tel que
53 = 2% (mod 113). L'entier x = 23 est solution.

S'il est évident que le logarithme discret dleen basey existe — carh a été
choisi dangg) —, sa détermination lorsquea un grand ordre est a priori difficile.
Nous présentons dans le premier chapitre, apres avoir diem@récisions sur
le probléme du logarithme discret, les différents algonitls développés pour le
résoudre. Il existe des algorithmes donnant une solutiof(gfn), en notant:
le cardinal du groupé/ ([Pol78], [Sha71a]). Shoup [Sho01] a montré que I'on ne
peut construire une attaque générique de complexité pksebaar attaque gé-
nérique on entend une attaque sans utiliser des proprigtésytieres du groupe
G (comme la propriété de factorisationGi= Z ou G = F; [AdI83], le cou-
plage de Tate [FR94] ou les classes d’automorphismes [DG @@ le groupe
des diviseurs d’une courbe ...). On peut toutefois baigseoéfficient multiplica-
teur den a I'aide d’une programmation en paralléle [vOW99] par uroalhpme
de recherche de cycles. L'échec de nos tentatives pour @maelbie coefficient
par d’autres méthodes en parallele laisse penser qu'umelfagon d’aborder ce
probleme est d’utiliser ce type d’algorithme de recherchexdonction itérative.

Une activité majeure de la cryptographie moderne consisteiger un groupe
G dans lequel on pourrait montrer que le meilleur algorithrassible pour re-
soudre le probléeme du logarithme discret a une complexit@(gmn:) ([Fre]).

Parmi les groupes utilisés pour le logarithme discret, itéaproposé de tra-
vailler avec le groupe de points d’'une courbe elliptiquer(jMil86] ou [Kob87]),
qui est la jacobienne de la courbe en question. L'idée Initla cette thése est de
regarder plus généralement ce que donne un logarithmetarles jacobiennes
généralisées d’'une courliéprojective, irréductible et non singuliere, définie sur
un corpsK. On débute le deuxieme chapitre par des rappels sur des ohget
thématiques définis a partir d’'une courbe ses diviseurs, sa jacobienteses
modulesn et leurs jacobiennes généralisées associgesous construits en tra-
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vaillant sur une cléture algébriqu€ de K. On construit ensuite la suite exacte

0—>Lm—>me—m>J—>O,

et on calcule le noyau,; (tous ces rappels s’inspirent de [Ser59]). Pour le lo-
garithme discret, il est plus approprié de travailler aves dbjets “définis” sur
K : nous définissons les jacobienngs “définies” surK, et notons/js les ja-
cobiennes généralisées “définies” #orsque le modula: est rationnel. Nous
montrons ensuite que cette suite reste exacte si I'on ceresitks objets suK.

On connait ainsi, K est fini, la taille de]}n< en fonction de celle dék.

Mais notre intérét & compargret Jy était de représenter les classes en fonc-
tion des éléments de la jacobienne pour pouvoir calcules des jacobiennes
généralisées. Malheureusement, on n’a pas de relevemegt @e qui ruine nos
espoirs de représentation. De plus, on peut par la suitéeeseqmorter le probleme
du logarithme discret de la jacobienne généralisée/ ity . La complexité du
logarithme discret dang,; découle ainsi de celles dariset Ly [Cou01]. Les ja-
cobiennes généralisées en tant que groupe ne sont donc padléers candidats
pour le logarithme discret. On pourrait toutefois profitemdodule pour masquer
des informations et donc construire des cryptosystéemsjticependant trouver
une représentation “calculable” des classes.

On finit ce chapitre en limitant I'étude awourbes hyperelliptiqudse. d’équa-
tion affiney? = f(z), f étant un polyndme). On peut alors mettre en lien les
jacobiennes généralisées et les groupes de classemdlesdu corps de fonc-
tions. Ces groupes de classes sont connus lorBgue Q, on peut dans ce cas
y trouver des représentants et calculer la multiplicaties classes. On va regar-
der si I'on peut généraliser I'algorithme de multiplicatipour d’autres types de
corpsK. Cela nous permettrait de transposer nos projets crygibgraes sur les
jacobiennes généralisées aux groupes de classes d’'un ordre

Nous examinons donc dans le troisieme chapitre ces grogpesaskes, pour
les courbes hyperelliptiques seulement. Lintroductience type de courbes en
cryptographie est di a Koblitz [Kob89]. S’intéresser auxuges de diviseurs de
ces courbes pour la cryptographie n’est pas saugrenu :lomgpgue, du fait de
la complexité de la loi de groupe, casser le logarithme dissur une courbe
elliptigue a nécessité I'équivalent de 500 ans de travailrpm PC a 450MHz
(pour ECC2K-108 (ECC2-97) proposé par Certicom [ECC]}, ofois plus que
RSA-155. Travailler avec ces courbes revient a regardertess et leurs groupes
de classes dans une extension de degieK.
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Nous avons signalé une situation d’extension de degré I'on connait les
ordres de facon explicite : les extensions quadratique® deoir par exemple
[Cox89], [Coh95] ou encore [Bue89]). Des cryptosystemestynoéme déja été
proposés ([BW88] ou [HIPTO1]; on masque dans ce dernier iduwmeur de
I'ordre pour accroitre la sécurité du cryptosysteme El Qa@ela correspond au
projet précédemment cité de construire un cryptosystenmeasigiuant le module
de la jacobienne généralisée.

Nous généralisons ici ces études avec un anneau factbdelcaractéristique
différente de en se placant dans une extensidrde degré& de son corps de frac-
tions L. Nous calculons tout d’abord dans ce chapitre I'anneau dgsrge A,
dans un grand nombres de situationsAest factoriel 3.2.3. Cela nous permet
de généraliser, sous quelques hypotheses tres largenmiiges(notamment par
les situations de 3.2.3), la théorie développée sur lensixtes quadratiques de
Q : nous donnons une expression explicite des ordres, défivide groupe des
classes et trouvons un représentant explicite “remarglgiolur chaque classe.
Nous construisons un algorithme donnant, a partir de deprésentants rematr-
quables correspondant a deux classes, le représentanetbke de la classe
produit. Nous donnons ensuite un procédé explicite powcémsa chaque élé-
ment de la jacobienne un représentant remarquable (donclasse), et nous
vérifions que cela définit en fait un isomorphisme de groupe.

On a donc fixé un “bon cadre” pour généraliser les divers ogydtemes,
attagues et signatures quadratiques. Regardons par exémmiobléeme du lo-
garithme discret sur le groupe de classes d’'une extensiatrgtique imaginaire
de Q. Gaudry [Gau00] propose une attaque par recherche deiaoljgr une
marche itérative puis par un traitement d’algebre linéadtapté. On peut adapter
cette attaque a un groupe de classes d’'un ordre : il suffit deggr le discrimi-
nant, tout fonctionne alors de maniere completement igeat{méme opérations
utilisées pour le cryptosystéme, méme opérations pouadae).

Afin de tester I'attaque de Gaudry, nous avons besoin de grdepclasse
de 'grosse’ taille avec des éléments connus de 'grand’ digire I'on utilisera
comme geénérateuy). Cette condition ne pose pas probleme lorsque le cardinal
du groupe se décompose qu’en produit de grand nombres pgerthiest délicat
de trouver des extensions quadratiques ou le cardirthl groupe de classe de
I'anneau des entiers se décompose de cette maniere. Pag gonteut construire
facilement de 'gros’ groupes de classes de ce type. Noussguaposé a Eric
Landquist et Jonathan Webster, qui avaient programmeé temgpuatdu logarithme
discret sur le groupe des classes de I'anneau des entipnemsle [Gau00], plu-
sieurs exemples a casser. Le programme de I'époque a réréssidre le pro-
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bleme pour le discriminant = —10008601877734695908479 mais a échoué pour
un discriminant; = —1000000000000000000000000001443 * 20004232 (taille

hy = 2% 1000211 x 103902575992349 qui a peu de facteurs premiers, et tous de
puissancd). Le plus grand exemple lors de ce premier test par ce pragem
estd; = —40016925754966949318639 = —10000000991 x 2000423?, la taille du
groupe etant75571037674 = 2x87767x1000211. On mentionne en section 3.6.2
les améliorations faites depuis grace aux tests des graigpelasses d'ordres.

Notre intérét pour les jacobiennes généralisées nous aéamaturellement
a regarder les “angles de Frobenius”. Dans le chapitre gdatcette these, nous
établissons de nouveaux résultats a ce sujets.Saihe courbealgébriqudi.e.
projective, non singuliere et absolument irréductibldjrde sur un corps finF,
et de genrg. Le nombre de points rationnels desur le corps - verifie

29
Np=q"+1-) w (1)
j=1

ou lesw; sont les valeur propres de I'endomorphisme de Frobenius fiei49].
Par le theoreme de Weil [Wei49], ces valeurs sont de la fasme \/aewa‘. Les
reels{6;},,.,, sont appeléangles de Frobeniute X. Ils sont définis modulo
27, et les valeurs propres sont conjuguées deux a deux ; il daftibnnaitre leg
premiers que I'on peut supposer dahs~]. Nous verrons comment utiliser I'éga-
lité (1) pour affiner sur certains corps I'égalité de Hassat\VGrace aux travaux
de Tsfasman et \dut [TV97] d’'une part, de Serre [Ser97] d’autre part, ndés
montrons que toute famille de courbes algébriques dontrigkes de Frobenius
ne sont pas denses est finie. Ces remarques nous ont condsérdgs problémes
suivants [DE0Z2].

Probléme 1Etant donné un ensemble discfetle [0, 7], trouver les valeurs
maximales possibles d€ et g pour une courbe dont les angles de Frobenius sont
dansr".

Les courbes elliptiques définies sk§ ont leurs angles de Frobenids/éri-
fiant 2v/2 cos(f) € {—2,—1,0,1,2}. La résolution de ce probléme pour ce cas
nous permet de montrer que toute courbelBua jacobienne compléetement dé-
composable veérifiv < 6 (sous-section 4.2.5) gt< 26 (sous-section 4.2.6), ce
qui améliore I'estimation de Serge< 145 dans [Ser97]).
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De la méme fagon, toute famille de courbes qui n’a pas d’atiglErobenius
dans un intervalle donné est finie. Il existe donc un nombigodlets maximum et
un genre maximum pour de telles familles.

Probléme 2Etant donné un intervallé C [0, 7], trouver les valeurs maxi-
males deN et g pour toute courbe suf, dont les angles de Frobenius sont hors
del.

Nous consacrons toute la suite de ce chapitre a répondreraldéme. Nous
y établirons pour une multitude d’intervalles les condis@emandées. Elles sont
“raisonnables” dans la mesure ou il existe des courbes adrihacune de ces
conditions. Il nous a semblé intéressant de chercher desitmors sur des inter-
valles formant une “partition” (aux frontiéres pres) [e | : nous donnons par
exemple les conditions optimum pour les intervalleg [ (sous-section 4.2.9 avec
n = 3),]%, 2[ (sous-section 4.2.8) &t [ (sous-section 4.2.4). Certains de ces
résultats nous ont amenés a la généralisation suivante :

Tout courbe suF,,, dont le nombre de points rationnels vérifie> ¢*/% + 1,
a un angle de Frobenius dans l'intervalle* |, ce pour tout entie.

Nous finissons ce chapitre par la démonstration de ce caspastygue dans
4.2.9, et en mentionnant d’autres problémes encore oZER2].

Nous avons ajouter des annexes en fin de cette thése.

Nous rappelons dans I'annexe A le théoreme des valeursussset sa dé-
monstration [Cas]. Celle-ci donne une construction explid’un élément véri-
fiant certaines congruence. Nous nous servons, au coursidiede chapitre, de
I'existence d’un tel procédé de construction pour justiigpossible programma-
tion de I'isomorphisme déterminant le noyau

Dans I'annexe B, nous démontrons que toutes familles irsfidee courbes
dont le genre tend vers I'infini admet une sous-suite asytigpement exacte. Ce
résultat permet de justifier la recherche de conditionsesgehre et le nombre de
points rationnels pour localiser les angles de Frobenius.



Chapitre 1

Probleme du logarithme discret et
ses attaques

Un des buts de cette these était d’'utiliser les jacobiengegrglisées a des
fin cryptographiques, en utilisant le probleme du logargidiscret. Le probléeme
du logarithme discret permet de construire divers cryptesyes (le systeme El
Gamal [EG85] ou de Cramer-Shoup [CS98]), qui, construiexde groupe des
points des jacobiennes, sont actuellement tres perfoenious rappelons donc
tout d’abord dans ce chapitre ce probléme et ses diversiesigs. On arrive ce-
pendant a résoudre ce probléeme moyennant un temps de dakkolpmoins long
selon les procédeés utilisés, de tels procédés sont apptdégsies du logarithme
discret. Pour connaitre les limites d’un cryptosysteme Isas le logarithme dis-
cret, il est nécessaire d’'avoir a I'esprit ces attaques.sNaisons donc dans ce
chapitre un état de I'art a ce sujet. Notons que I'échec deemtatives d’ame-
liorations des attaques en parallele montre I'intérét dpdroche avec fonction
itérative pour ce type d’attaque.

1.1 Rappel du probleme du logarithme discret

SoientG un groupe cyclique (de loi notée sous forme multiplicatiet) un
générateur dé;. Pour tout élément de G, il existe alors un entier natureltel
queh = ¢°. Le probléme du logarithme discret consiste a trouver, poeitrh
donnés, le plus petit entier naturetel queh = g*. Pour deux réels positits et
b, il existe un unique réej tel quea = b7, il est donné par la fonction logarithme
(abas@) : y = log,(a). De fagon analogue, on nakey, () le plus petit: tel que

13
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h = ¢* (d’ou le nom du probleme).

Il existe plusieurs variantes du probleme du logarithmerdis Le probléme
décisionnel du logarithme discret consiste, pour deux éhésg et 4 d’'un groupe
(G,.) (plus nécessairement cyclique), de décider s'il existe ntieex tel que
h = ¢*, et de donner s’il existe. On peut aussi imposer de trouve(tel que
h = ¢%) dans un intervalle réel donrje, b], cela devient le probleme du loga-
rithme discret sur l'intervalléa, b], ou imposer ar de vérifier une relation de
congruence, ou encore lui imposer un poids de Hamming maxi(pour les cal-
culs informatiques). Toutes ces variantes (ainsi que deantas avec répartition
probabiliste) sont décrites dans [Tes01].

Les calculs de complexité s’expriment en fonction de lddaié I'entrée. Dans
ce chapitre, I'entrée est le grouped’ordrep = #G, mais du fait que le proces-
seur fonctionne en binaire, on considérera la taille deti@nenlog,(p). Aussi
une complexité polyndmiale est €n(In" p), r réel, et une complexité exponen-
tielle est enO(p") = O(e"™™P). On définit naturellement une complexité sous-

exponentielle comme étant de la for@é">""""'») oll < 1 etc € R.

Le probléme du logarithme discret est, en général, un pnobifficile, c’est
a dire non résoluble en temps polynomial. On a donc constegitryptosystemes
basés sur ce probléme (comme les protocoles El Gammal, dee€&houp ou de
Diffie-Hellman ; voir [EG85], [CS98] ou [DH76] respectivemig. Voila pourquoi
on parle d’attaque du logarithme discret plutét que de gl du probleme du
logarithme discret. Les cryptosystémes cités sont en &fihid sur un groupe
pas forcément cyclique, mais utilisent un élémerdt un élément: du sous-
groupe(g) engendré pay. Ces éléments sont publics (i.e. accessibles a tous) et
I'entier = tel queh = ¢* est gardé secret. On peut en fait travailler dags
connu et cyclique, ce qui fait que les groupes utiles pouryatographie sont
essentiellement cycliques (méme si ils peuvent apparedimeme sous-groupes
cycliques d’'un groupe non cyclique).

Pour donner une idée de la difficulté de ce probléme, mertiosles derniers
records de résolution. En 2001, Joux et Lercier ont calcnlbgarithme discret
dansF,, p étant un nombre premier 80 chiffres (voir en [Ler] leurs divers
travaux dans ce domaine), Thomé I'a fait d&s- [ThoO1] en février 2002. La
plus grande clef cassée pour les courbes elliptiques esiodeits (en 2000, voir
la page net du recordman actuel R. Harley [Har]), cohtgepour le systeme RSA
(voir [RSA], aolt 1999).
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1.2 Attaque de Shanks

Soit G un groupe cyclique fini d’ordre I'entier naturgl(de loi notée multi-
plicativement), muni d’une relation d’ordre totale. On swiere un générateyr
de G, et un élémenk de G. Rappelons qu’on cherche un entier naturé¢l que
h = g*. On suppose choisi un entier > ,/p — 1. Voici les quatre étapes de ce
premier algorithme da a Shanks (voir [Sha71a] ) :

On fabrique une listd.1 formée des paire§j, g™/) avec) < j < m — 1, en
classant ces paires selon I'ordre de la deuxieme coordonnée

On fabrique une deuxieme lisfe2 formée des paire@, hg ), avec
0 <i<m — 1, paires classées selon |'ordre de la deuxiéme coordonnée.

On trouve une pairgj, y) de la premiére liste et une paite y) de la deuxieme
liste (y est identique pour les deux paires) grace a la boucle :

Collision dans les listes

Entrée : les listed 1 et 1.2 définies ci-dessus.

Sortie : les entierset j, y € G tels que(j,y) € L1 et(i,y) € L2.
Programme :

h=1;k:=1;

Tant queL1[h][2] > L2[k][2] faire k := k + 1 fin tant que ;
Tant queL1[h][2] # L2[k][2] faire

h:=h+1;
tant queL1[h][2] > L2[k|[2] faire k := k + 1; fin tant que ;
fin tant que;

1g_j, y) = L1[h]; (i, y) == L2[k];

in.

On a alors trouvé = g™+,

En effet, si(j,¢") et (i, hg~") ont une seconde coordonnée identique,

h = g™iti. D'autre partx s'écritz = mj + i avec(i,j) € {0, 1,..., m —1}?
(division euclidienne pain dex < p—1) . On peut donc bien trouver deux paires
de la forme désirégj, y) et (i, y) (avecy = g™ = hg™).

Dans la premiére liste on effectue a chaque pas une muitimit parg™
(‘taille géant’), et dans la deuxieme, pour chaque étape,multiplication par
g~ ! (‘taille bébé’). Ce qui a donné a cet algorithme son surnoas ‘ge bébé, pas
de géant’.

La construction des listes nécessiten) opérations dans le groupe@tm In m)
comparaisons. L'algorithme n’effectue q@¢m Inm) comparaisons et additions
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dansIN. Aussi, des que le colt d’'une opération dahest supérieur dnm, la
complexité est er)(m) opérations dans:. Dans le cas contraire, elle est en
O(mlnm) = O((/m)" ") opérations élémentaires. La premiére liste peut &tre
pré-implantée@ et g sont préalablement connus, I'algorithme so#g la rentrée
deh), ce qui abaisse le facteur multiplicatif de la complexité.

En particulier, pourn = [/p] (ou |z | est la partie entiére dg on a donc pris
la valeur minimale pourn), la complexité est d&(,/p In p). Dans tout groupe
cyclique, on peut donc résoudre le logarithme discrebepp Inp) = O(\/]_a”E)
opérations. Dés que le codt de calcul dans le groupe est famtdr.e. nécessite
au moins, /p In p opérations élémentaires), la complexité esteryp) opérations
dans le groupe. D’autre part, pour un groupe finquelconque, Shoup [Sho01]
a montré qu’un algorithme générique utilisant uniqguemestsimples opérations
de loi de groupe (et non des propriétés particulieres dupgpuloit effectuer au
moinsO(,/p) telles opérations, oy est le plus grand nombre premier divisant
I'ordre du groupe. Une part importante de I'activité de lgptographie actuelle
est donc la recherche de groupes pour lesquels on possadergireuve que le
meilleur algorithme de résolution du logarithme discretezs0(,/p) opérations
dansG. Un tel groupe serait appelé groupe de Nechaev.

On a vu que l'algorithme de Shanks est@fy/p' "), cependant il convient de
calculer une autre donnée qui peut géner I'implantatioriddiste pré-calculée)
ou les calculs : la taille utilisée en mémoire. Elle estfy/p) (c’est la taille
des tableaux poum = [,/p| bien sir). Nous allons maintenant présenter un
algorithme qui a lui aussi une complexite @\, /p) opérations mais qui nécessite
une taille mémoire de I'ordre de(1).

1.3 Attaque de Pollard

On travaille toujours dans un groupe cyclique fini d’ordre p, admettany
comme générateur, et avec un élément quelcohqieG. On cherche un entier
x tel queh = g°.

Pour réaliser I'attaque de Shanks, on a cherché a exhib&gatiéé entre deux
éléments de la formg*h%, olla; — as Z 0 (mod p — 1), et
by — by # 0 (mod p— 1). Onvaici chercher le méme type d’égalité, mais au lieu
de le faire de facon systématique (avec construction dedal®t comparaison),
on va chercher une collision dans un parcours aléatoirditads’éléments de la
forme g hP.
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x4 = f(w3)
z3=fz)) ——=
L5 = f(%)

v = f(:m)/( \
/ v6 = f(xs)
T10 = f(l’g)
f(xe6)

Tyg = f(Tg)\/
zs = f(z7)

z1 = f(x0)

To

FIG. 1.1 — Chemin dgx; }, .-

1.3.1 Complexité d’'un algorithme de recherche de cycle

Le but de cette partie est de calculer le nombre d’opérat@cgssaire pour
trouver un cycle dans une suite donnéepan = f(x,).

Considérons un ensemble fifide cardinaln, une permutatiory’ de .S, un
élémentr, de S. Construisons la suitgr; }, . définie par récurrence par
zr+1 = f(zx). On dira qu’on a une collision si, = z; avecl # k.

On peut représenter le chemin décrit par les points de la sainme sur la
figure 1.1. Une collision apparait pour cet exemple entret z+; .

Dans notre cas on recherche une collisiorusus hg du type
f(xpe1) = xp = 2 = f(x-1), avecx,_y # x;_1 afin de pouvoir utiliser la
relation correspondante’s— = g%~ C’est le cas de la premiére collision :
c’est donc elle que nous allons chercher en remontant le iochgomt par point.
Calculons le colt d’'un tel procédé.

Soit X la variable aléatoire donnée pak = k) =‘La premiere collision
apparait avee,,’ (i.e. il n'y a pas de collision du type; = z;, 1 <i,j < k—1et
il y a une collision du type:, = z;,i € {1,...,k — 1}). La probabilité qu’il n’y
ait aucune collision avarit est

PX 2 k)= (- D120
k—1 . (1.2)

=Tla-).

S|
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Or, sik € O(y/n),

k . k
J
log [T = %) = log(1 - 2)
j=1 j=1
k E .o E .3
__Zl_lzﬂ__lzﬂ__...
7=1 n 2 7j=1 ? 3 7j=1 n3 (12)
C k(k+1D)  kk+DEE+1D) KBk+1)7
a om 12n2 18n3
k2 1
~5 +0(%).

On arrive ainsi a estimer, toujours paurce O(y/n ), la probabilité qu’il n'y ait
aucune collision avarit :

1 (1.3)

On peut alors calculer le nombre moyen d’itérations néaesspour obtenir une
collision :

= iP(X > k)

- <§> (1+0(5=) +0() (L.4)
_ (/Ome bz —O(1) (14 0(—)) + 01

- ? o(1).

(k+1)2

7)2 2 ’ . - ’ .
En effet, deVz € [k, k + 1],e” 20 < e 20 < e~ n, on déduit par intégration
que la somme et I'intégrale différent d’au plusd’ou I'approximation (1.4).
On obtient ainsi
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Lemme 1.3.1 Soientf une permutation d’'un ensemhbfede cardinaln = #5S,
{21} 4en UNE suite vérifiant, ., = f(z,) pour toutn € N.
Le nombre moyen d'itération nécessaire pour obtenir unkstoh est

B(X) = \/7"2?+ o(1).

1.3.2 Principe de I'attaque

Rappelons que nous cherchons a résoudre un probléme deHogadiscret
dans un groupe finiz de cardinalp avec I'élémenth dans le sous-groupgy)
engendré pag.

Nous allons construire un chemin dans le groGpétudié pour y trouver une
collision. On choisit trois sous-ensemblg&s 5S>, S; formant une partition dé;
(i.e. disjoints deux a deux et de réuni@i tous de taille approximativement iden-
tique. On recherchera un cycle sur une syitg}, . vérifiant la relation de ré-
currence donnée par :

Siz, € Sy, Tpt1 = hxy,.
Sixy, € S, Thy1 = .’L’kQ.
Sixy € S5, Tpy1 = gy

La fonction f sous-jacente est donnée gdr) = hx surS;, f(z) = z* sur
Sa, f(x) = gz surSs.

Historiquement, Pollard —le premier a proposer ce typdatjaie [Pol78]- a
établi son algorithme dans le grou(@@/pZ)™ des éléments inversibles @gpZ,

p étant un nombre premier. Il a pris comme partititin= [1, ] (N,

Sy =2, 2]N et 55 =]%,p — 1] N, avec linitialisationz, = 1. Cette pa-
ternité et la forme en rho grec d’un chemin “idéal” lors d'ytle (comme sur la
figure 1.1) a donné a cette méthode le nom de Pollard-Rho.

Pour un groupé&- fini cyclique, on débute le chemin (créé par la suite) avec
un élément choisi au hasard parmi les éléments de la fagme h<g?. Par
construction, on peut trouver pour tout entier natéreh couple(c, di) d’entiers
naturels tels que;, = he g¢%. Dans un groupe fini, on ne peut éviter une collision :
on peut trouvell, k) € N? tel quex; = z; etl # k. On réécrit alors I'égalité
sous la formeit = = g%~ Sipged(c; — ¢, p— 1) = 1, on a trouvé
x = (dy —d))/(¢; — ) (mod p — 1) tel queh = ¢*. Sinon, cette collision n’est
pas utilisable et on crée un nouveau chemin a partir d’'un@la@igment de départ
(toujours tiré au hasard parmi ceux de forme souhaitée).
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En considérant que le parcours est aléatoire, la collisieme probabilité
d'étre utilisable dep(p — 1) /(p — 1) (lorsquep — 1 n’a que de grands facteurs
premiers, cet événement est quasi-sdr). En appliqguaniimé&1.3.1 avec pour
ensembleS le groupe finiG de cardinalp = #G et pour fonctionf celle ex-
primée plus haut, la premiere collision est attendue “enenog” au bout de
V/7p/2 ~ 1.25,/p itérations. Essentiellement, ce procéde nécessite Hang/p
évaluations d¢'.

1.3.3 Solution au probleme de stockage

Un inconvénient de cette méthode est qu’a priori, pour teoua premiére
collision, on doit stocker toutes les valeurs déja calaulég xi,..., x; puis
comparer la nouvelle itératiary, ; avec ces valeurs. On utilise dans ce cas une
taille importante de stockage (€n(,/p)), alors que notre objectif était de baisser
la taille mémoire trop élevée de l'algorithme de Shanks. @ise en fait les
algorithmes suivants pour trouver les cycles.

Algorithme de Floyd
Entrée : la valeur initiale, la fonction itérativef.
Sortie : un entiey tel quex; = x,;.
Programme :
T =X, W:=To; J =0;
tant que(x # w) faire
J=J+1L
z = f(z);
w = f(w); wi= f(w);
fin tant que;
retourner; ;
fin.

A chaque pas on calculg etz,;, on les compare et on recommence au rang
suivant tant qu’ils sont différents. On a ainsi bien troune gollision ¢; = ;)
en n'utilisant que trois variables de stockage et j), la taille de stockage est
enO(1).

Remarguons gu’a chaqgue itération, on évalue trois foiSi f est choisie au
hasard dan&'“ sous une loi uniforme, on montre que le nombre moyen d'itéra-
tions nécessaire pour obtenir une collision par I'algonéhde Floyd est environ
1.0308,/p. En premiere estimation, on évalue en moyen® fois la fonctionf
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(a comparer avec leis25, /p itérations du programme initial). La présentation de
cet algorithme se trouve dans [Knu81].

Brent [Bre80] propose un algorithme abaissant le nombreatli@tions def
par itération. Il procede en comparant la séquence = f(zx) avec la variable
stockéew (réactualisée de temps en temps) comme suit.

Algorithme de Brent
Entrée : la valeur initiale, la fonction d’itérativef.
Sortie : des entiergetk tels quer; = xy.
Programme :
x:=uxg; r:=1; k:=0;test .= ‘faux’;
tant que (non test) faire
w:=ux; j:=Fk;
7= 2r;
tant que ((test) ou( < r)) faire
k:=k+1; z:= f(x);
test := (w = x);
fin tant que;
fin tant que;
retourner, k ;
fin.

Le programme débute avec= z,. Il comparew avec tous les;, jusqu’a ce
guek soit une puissance @ell attribue alors av la valeurz,, puis recommence la
série de comparaisons décrites dans la phrase précédermerdte évidemment
dés qu’il trouve une égalité = xy.

1.3.4 Comparaison des algorithmes de Floyd et de Brent

Précisons un peu la forme du parcours aléatoire constfiritda comparer
le nombre d’évaluations des deux algorithmes présentégpednhtrouver deux
entiersu et \ tels que les premieres valeurs

Loy L1y evesLpyeeey Tpgr—1
soient deux a deux distinctes et tels que les suivantes farame boucle

Vk >, T = Tria
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L'entier \ est appelé la période de la suite, },, . . et I'entiery, qui correspond
a la longueur du segment non-périodique du cycle, est nomépg&pode de la
suite{z, },.n- POSoONg., le reste de la division euclidienne gepar \. Revenons
maintenant a I'algorithme de Floyd. Lorsque cet algoritrsmaeéermine, il renvoie
la valeur

i SiA|pety >0

j=4qo0ou (1.5)

i+ A — p,. sinon
On en déduit qug > max{u, \}. Le nombre total d’évaluations de la fonction
f dans I'algorithme de Floyd est d&» = 3; (il suffit de se souvenir que chaque

itération de l'algorithme de Floyd utilise trois évaluattode f et augmenteg
d’'une unité en partant dg. D’ou,

Wg > 3max{u, A}

Etudions & présent ce qui se passe pour l'algorithme de Bratonss le
nombre d’itérations nécessaires. A la fin de I'algorithnrefécupere les entiers

0 sis=1,
k=MXetj =< ou (1.6)
2571 sis > 1.

Le nombre total d’évaluations de la fonctigrest cette foisVp = j+k = j+ A
Posons
o =max{s € N/ 2°"" < max{u, \} }.

Alors,
20’ - 20’71 — 20‘71 S )\7
et,
j <277 < 2max{u, \}.
On en déduit I'inégalité
Wp < A+ 2max{u, \} < Wkg.

L'algorithme de Brent a donc une complexité plus basse. Eloaner une
idée, sous I'hypothése que la fonction est choisie au hadarfdcon uniforme
dansG“, on trouve avec cet algorithme une collision au bout d'envir.97,/p
itérations [TesO1]. Pour adopter cet algorithme, il faypeseant verifier qu'il
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utilise lui aussi peu de mémoire. On stocke les variaplésw et r (la variable
test est juste introduite pour la lisibilité du programnia)aille mémoire utilisée
est donc toujours en(1). Des modifications de I'algorithme de Brent ont été
proposées baissant un peu le facteur multiplicatif pouotalre d'itérations mais
nécessitant plus de stockage ([SL84] et [Tes98a]).

1.3.5 Autres améliorations possibles

On peut mieux approcher un parcours aléatoire en utilisa@tpartition plus
fine deS = G. On considére un entier naturetlans{1, ..., 300}, et I'on effec-
tue une partition d& enr ensembles;, S;, ..., S, de taille approximativement
identique. On peut par exemple les construire grace a urtéidonde hachage
v : G — [1,7]N et définirS, = {y € G/ v(y) = k} — Une fonction de
hachage n’est rien d’autre qu’une fonction du type: E — F, ou F' est un
ensemble de taille déterminée. L'ensemble de dépagst souvent composé de
messages quelconques. Bien choisies (i.e. lorsque lel adddu(m) est facile,
trouver un antécédent parest difficile et trouver des collision&(m) = h(m’),

m # m') est difficile), les fonctions de hachage sont utiliséesmenajout a la
signature digitale —. On construit la marche a I'aide de t&cfmn

[y~ yM,y), ou M, est un multiplicateur de la formg™<h™ dont les co-
efficientsm, et n, sont choisis au hasard. On cherche alors une collision avec
une suite définie pay,.1 = f(y,), et on résout le logarithme discret de la méme
maniéere.

La premiere marche de ce type fut proposée par Sattler eb8dI®585] avec
r = 8. L'exemple le plus populaire de cette famille est la marchera = 20 de
Teske [Tes98b] qui aboutit en moyenne au bout dé, /p itérations.

1.4 Accélération avec ordinateurs en paralléle

Afin d’accélérer I'obtention d’'une collision, on va cherclgefaire travailler
en parallélen ordinateurs. L'idée premiére est de demander a chaqueabedin
de trouver un cycle comme décrit ci-dessus indépendammasrtadculs effectués
par les autres processeurs. Aussi, si chaque ordinatelin@agppalgorithme de la
section précedente, la probabilité gqu’il n’y ait aucundismn avantk est, avec
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k= O(vi),
PX2 k)= (- )0 -2y h)"
mk 1 (1.7)
1 O(—=)

On trouve de la méme maniere que le nombre moyen de pas néegsaa obte-
nir une collision effectués par chague ordinateur esyden)/(2m). L'utilisation

dem ordinateurs avec cette méthode directe n’accéléere quefdateur,/m, ce
qui est peu efficace.

Van Oorschot et Wiener [vOW99] ont proposé l'algorithmevant de re-
cherche des collisions en parallele bien plus rapide. Opasgque I'on peut
facilement tester danS = G si un point a une propriété remarquable fixée (par
exemple : les premiers bits codant le point sont nutgtant un petit entier fixe).
On utilise toujours la partition d& en Sy, Ss, S3, et la fonctionf donnée par
f(x) = hx surSy, f(z) = x? surS,y, f(z) = gz surSs;. Chague processeur com-
mence la construction d’'un chemin constitué de points- f(x;_;) a partir d’'un
point origine choisi au hasard, de la formehg%. Notons que les éléments de
la suite s’écrivent donc encore sous la forme= h g%. Le processeur s'arréte
des qu'il rencontre un point remarquable. Il rajoute alansune liste commune
a tous les processeurs un triplet constitué du point renabigqu,; trouvé, du
point de départ, et de la longueud de la marche. Les processeurs construisent
ainsi des marches aléatoires s’arrétant a un point remilegjlesqu’a ce que un
méme point remarquable apparaisse dans deux triplets géd@bmmune ayant
des points origines différents. On trouve alors une coltisgtntre deux chemins
comme le montre I'exemple de la figure 1.2.

Les points communs y sont représentés en noir. Les marchgéteht aux
points remarquables (point ‘blanc’). Les marcBest 4 finissent au méme point
remarquablers = y,. En remontant les chemins on trouve la collision
f(z2) = f(y1). Par construction, on peut écrire les termes des suitedatarsne
z, = h g% ety, = h<rg¥* pour toutk. La collision fournit 'égalité
hergt = he1g?1; avec, dans 'exemple de la figure 1i2= 3 et! = 2. On en tire
alors une solution pour le logarithme discret comme on litggaur une collision
dans un cycle.
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Ts § Y4
Xy
Marche 2
Z1 Yo
T Marche 4
Marche 1 Marche 3

Fic. 1.2 — Marches aléatoires.

Cependant dans le cas ou la collision se produit sur un pdimted‘Robin
Hood”, c’est a dire si 'une des deux marches rejoint 'adton point de départ
(par exemple:; = y,), aucune collision n’est trouvée, et il faut continuer agyén
des marches.

Notons# la proportion de points vérifiant la propriété remarquaBlgoposons
que leur répartition est uniforme. Les marches ont alors fmmgueur moyenne
1/6. En pratique, il y a peu de points remarquables, les marargsienc assez
longues et les “Robin Hood” sont rares.

Examinons maintenant la complexité de cette méthode. Rappegue I'on
cherche une collision entre des chemins tracés dans le g@ue cardinalp
(pour résoudre un probléme du logarithme discret) a I'aelecbrdinateurs tra-
vaillant en paralléle. Afin de comparer avec les résultatsgutents, on supposera
ici aussi que les collisions ne donnant pas la solutionl@ireque
dr, — d; = ¢ — ¢ (mod (p — 1))) sont négligeables (le calcul tenant compte des
collisions se trouve dans [vOW99], la contributionrerdans la complexité alors
obtenue est identique).

Le calcul fait a la sous-section 1.3.1 montre qu’il faut enyammne calculer
\/p7m/2 points pour qu'un chemin en rencontre un autre. Ce travailatele a

2 . . .
chaque processeur de calcuhéfﬁ points. Il faut ensuite recalculer les points
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des chemins qui se rencontrent jusqu’a la collision, afin @®aitre les puis-
sances dg et deh dansz; ety,. Les chemins étant de longueur moyerirné,
cela nécessite moins d¢'6 évaluations def supplémentaires (c’'est en(1)).
L'ordre de grandeur du nombre de pas nécessaire pour unsmokffectué par
chaque ordinateur est donc &, /p/m) : le gain devient maintenant significatif.

1.5 Accélération par classes d’équivalence d’'un au-
tomorphisme

On cherche comme précédemment, connaissant un généyateur groupe
G cyclique d'ordrep et un élément. de GG, & exprimerh comme puissance de
g:h = g% x € Z. On suppose de plus que le grougeposséde une relation
d’équivalence- partitionnant en|p/m| classes d’équivalence. Supposons que
I'on puisse transposer le probléme aux clagses g*. Sa résolution aurait pour
complexité/p/m, on abaisse la complexité par une division gan. Ce fac-
teur est ici intéressant car ‘gratuit’ contrairement aupina précédent qui coltait
I'utilisation dem ordinateurs

La réalisation de cette idée pose cependant quelques preblé

Tout d’abord, il peut étre délicat de construire un parc@léstoire sur les
classes du typ&, ;7 = f(7,). On ne peut pas forcément faire des calculs sur
G/ ~, ou souvent difficilement; on doit alors stocker 'image dmque point
pour la retrouver a chaque pas.

En général, on préfere plutdt boucler I'algorithme de Bt

x = f(z) tant queT # w,

la fonction f étant choisie de maniére a ce qu’elle induise une permautatioles
classes. Ainsi, les calculs nécessaires pour l'itératigffestuent dans-.

Une fois trouveé le logarithme discret sur les classes, orenépas en déduire
directement le logarithme discret dais si G = (Z/9Z)" = {2,4,8,7,5,1},
g =2, h =5, etsi~ estlarelation ‘sont congrus modug la résolution dans les
classes donng' = 5. Il n'y a que deux classes d’équivalence, on en déduit donc
h = ¢g* dansG avecz = 1 (mod 2). Mais on est ensuite obligé de calculer toutes
les puissances de ce typg §3, ¢°) et les comparer avelc pour obtenirh = ¢°.
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On a résolu le logarithme discret avec une complexit®ém/2) ce qui est sans
intérét.
Cet exemple est évidemment extréme (bien que commun), oherater a

construire des relations d’équivalence ou la résolutiarsdg/ ~ donne rapide-
ment le logarithme discret dans

Examinons un cas classique ou la résolution days- est exploitable. Soit
C' une courbe dont la jacobiennkic(C) est cyclique d’ordrey, admettantD,
comme générateur. Considérons un automorphisiheC, on peut I'étendre par
linéarité au group&ac(C). L'élément D, étant générateur déac(C'), on peut
trouver un entiery tel queo(D;) = vD;. Par linéarité, on obtient queest une
homothétie de rappoti.

Définissons la relation- sur le groupe/ac(C) par
D~D += 3 e€N/D=d(D).

Cette relation est manifestement une relation d’équivae®emémorons-nous
que 'on veut résoudre le logarithme discret ddias(C') : D, = kD4, k étant un
entier. Supposons qu’on ait pu le résoudreGlir~ : on connait un entiep tel
que D, = pD,. On peut donc trouvertel queD, = p o'(D;) = p~y* D;. On a
donc résolu le logarithme discret .= p ~'. Regardons maintenant la complexité

de ce procédé. On a supposé que la relatiopartitionne Jac(C') en |p/m|
classes d’équivalence, guest I'ordre du group&ac(C'). On doit d’abord cher-
cher le logarithme discret dans I'ensemble quotient, ceegufait enO(\/p/m)
opérations de ce groupe (a noter que ces opérations surdesesl sont plus
colteuses que celles dasigc(C') méme). Ensuite, on procede en calculant les
p o'(Dy), cela colten exponentiations dans le groupe, s0itm log(p)) opéra-
tions. Restent les multiplications dans les entiers awéwation modulo I'ordre du
groupe, effectuées &n(1). Sim est assez petit, on trouve bien une complexité en
O(4/p/m). On peut trouver une recherche assez systématique d’egermiiplu-
tomorphismes et leurs courbes correspondantes dans [D{Mé&z dans ces
exemples qu’en général les automorphismes se calculederapnt ; aussi, pour
vérifier queD, = pD; on calcule directement leg(pD; ) ; on a au plusn appli-
cations de I'automorphisme a effectuer.
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1.6 Attaque d’Adleman

Soientp un nombre premier “assez grand” de maniére a ce qu’il saé int
ressant d'utiliser le logarithme discret au groupe fihi= F,, g un généra-
teur deG et h un élément de5. On suppose l'existence d’'un sous-ensemble
S ={q,q,...,¢} deqG, de cardinak << p — 1, tel que “une proportion si-
gnificatives” d’éléments dé; peut s’exprimer comme produit d’éléments e
(nous préciserons plus loin la condition sur cette propontjue nous noterords.
On cherche toujours un entiertel queh = g*.

Pour un entieb compris entrd etp — 2 au sens large tel qug est décompo-
sable sous la forme .

9’ = H @™,
=1

on peut dire
b= Zailogg(qi) (mod p —1).

Lorsque I'on fait varier (parmi ceux tels qug® se décompose souff), on ob-
tient un systeme d’équations lineaires d'inconnusidgg(¢;). On se pose ici le
probleme du logarithme discret poutrés grand (sinon une attaque en calculant
tous les termes sulffirait), de plus le cardinale 'ensembleS est demandé de
taille “raisonnable” (pour faciliter ainsi la mise en sew&isur ordinateur) : on tra-
vaille donc avea nettement plus petit que Le nombre de valeurs prises par
lorsqueb décritN est(p — 1). Le nombre de ces éléments décomposable Sous
estd(p—1). Avec une proportiod d’éléments décomposables ssusnportante,
on espeére ainsi trés raisonnablement trodvéguations indépendantes lorsdue
variedand1,...,p—1}. Onrésout alors ce systéme, ce qui donne les valeurs des
log,(:)-

De méme, de

hg" = H @™,

qG<M

on tire
r+b= Zailogg(ql-) (mod p —1).

En faisant varieb on a alors un systeme d’équations linéaires emest x : sa
résolution conduit & trouver.

Ce procéde fut introduit par L. Adleman en 1979 sur les grelijjg p étant
premier [AdI79]. Certains le nomment aussi ‘index calcuhethod’. Le calcul de
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sa complexité donne un colt € L(q)), avecL(q) = exp /log(q) log(log(q)).
C’est une attaque sous-exponentielle (avee 1/2 etc = 1 dans la notation en
1.1) du probleme du logarithme discret. Cependant, la ¢immdsur I'existence
de S est restrictive : on peut appliquer cette attaque sur lespg® multiplica-

tifs des corps finig"; (¢ étant une puissance d'un nombre premier), mais elle ne
s’adapte pas au logarithme discret sur les courbes elligsigvoir [Sil98]). Pour
ces dernieres, on peut pourtant se ramener a une attaqukeiliaal grace a des
techniques du type couplage de Tate décrit dans la sectizamse.

1.7 Attaque de Frey-Rick

Soit C' une courbe projective, lisse, irréductible de gesqsr un corps fini
k = F,, ¢ etant une puissance d’un nombre premieiNous rappellerons la
définition de ce type de courbe au début du prochain chap@)isissons un
entier/ premier &, et considérons un entiértel que le corp¥ » contienne les
racines-ieme de I'unité (i.el|¢" — 1 ). Nous travaillerons sur le corfi§ = F: ;
nous désignerons pd&r I'ensemble les points a coordonnées d&hwérifiant
I'équation deC'.

NotonsDivi (C) le groupe des diviseurs de degré zérajéPk (C) le sous-
groupe des diviseurs principaux,@t= Div} (C)/Pk(C) la “jacobienne” deC.
Pour tout diviseuD = . npP deC, on définit son support par

Supp D = {P € C/np # 0}.
Pour tout entief, on définit le groupe dé-torsion par
G[l) ={D € G/ ID = 0}.

Pour toute fonctiorf € K[C], et pour tout diviseur
E=) npP

avecE ¢ G[l] tel queSupp (f) () Supp E = 0, on définit

ey = 11 fe) ek

PeSupp E

On vérifie alors facilement le lemme suivant :
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Lemme 1.7.1 Soit/ un entier premier a. Pour D € G/[I], on peut trouver
f e K(C)telque(f) =ID.

SoitE € G tel queSupp D () Supp E = 0.
Alors,

() Lavaleurf(E) (mod le) ne dépend pas du choix des représentahet £/
dansD et F respectivement, ni du choix ge

(i) SIE € G, alors f(E) € K*'.
Nous pouvons désormais présenter le couplage de Tate.

Définition 1.7.2 Avec les mémes notations, le couplage de Tate est défini par :
(—, =), :G[l] x G/IG — K*/K*'
D, E) — (D, E), = f(E).

e

Y

Le couplage de Tate vérifie les propriétés remarquablesteedans le théo-
reme suivant.

Théoréme 1.7.3SoitK un corps fini contenant les racinéséme de l'unité. Le
couplage de Tate satisfait les propriétés suivantes :

(i) Le couplage de Tate est bien défini.
(i) Le couplage de Tate est non-dégéneéré :

pour toutD € G[I] — {0}, il existeE € G tel que(D, E), # K*'.
(iii) Le couplage de Tate est “bilinéaire au sens suivant” :

pour tout entiem, (nD, E), = (D,nE), = (D, E),".

Démonstration

Le (i) nest rien d’autre que le lemme 1.7.1. La non-dégémégealu (ii) est due a

I'hypothése qué contient les racinesiemes de I'unité (voir [FR94]). Le (iii)

est immédiat vu le caractere multiplicatif apparaissansda définition def (E).
O

La programmation du couplage de Tate est facile. Dans le easourbes
elliptiques ([FMR99)), le couplage de Weil est similaireimma un temps d’exé-
cution environ deux fois plus long. Il est de plus nécessdér¢ravailler sur une
extensiork; deK telle queG[i] C Divy, (C).
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Exemple surF;

SoitC la courbe suk = F5 donnée par I'équation affing = 23 + = + 2.
Prenond = 4. Dans cet exemple = 5, [ etq sont donc premiers entre eux. De
plusi|(¢* — 1) = 4 : nous travaillerons avec = 1 (K = k = Fj).

L'ensemble des points de la courbeest{(1, 2), (1, 3), (4,0), 6}, 0 étant le

point a l'infini. Par conséquent;[4] = G et4G = {0}. Remarquons de plus que
K** = {1}. Le couplage de Tate considéré ici est donc défini sur :

(=, =), 1 Gx G — FX.

Soient le diviseuD = (1, 2) — 0, f la fonction deK(C') donnée par

flz,y) =y — (3xz*+4).Dou, (f) =4(2, 1) — 46 = 4D. Soit maintenant le
diviseurE = (1, 3) — (4, 0), remarquons quSupp D Supp E = () : on peut
calculer le couplage de Tate.

(D, E), = f(E)
_f,3)
f(4,0)
3-(3x1244) (1.8)
00— (3%42+4)
= 2.

Par cette technique et en utilisant la "bilinéarité” du dagp de Tate, on
construit le tableau des valeurs prises @ar £), :

D\E | (4,0)—(4,0) | (1,3) — (4,0) | § — (4,0) | (1,2) — (4,0)
0—0 1 1

(1,2)
(4,0)
(1,3)

3
4
2

1
-0 1 2
-0 1 4
—0 1 3

Regardons maintenant I'attaque de Frey-Ruck présentée[BR94]. Lidée
initiale provient en fait de A. Menezes, S. Vanstone et P.@arschot [MOV95].
Mentionnons aussi sur ce sujet l'article de Galbraith [Gh(Pour les courbes de
grand genre).

On se limite ici au probléme du logarithme discret dans laloed|/] : étant
donné(Dy, D;) € G[I]?, résolvonsD, = AD;. Soitl I'ordre de Dy, etk le plus
petit entier tel qué|(¢* — 1).

Le programme de I'attaque de Frey-RUck est :
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1. Choisir au hasard un divise@re G jusqua ce quéD;, Q), & K*'.
2. Caleuler; = (D;, Q), € FJi., pouri € {1,2}.

3. Elever(; a la puissancég” — 1)/1 (cette étape est optionnelle depuis que
I'algebre linéaire de I'attaque d’Adleman est performamtedulol).

4. Résoudre le probléme du logarithme discset ¢;* dans le corps finF;k
a l'aide de I'attaque d’Adleman.

On parvient de cette maniére a obtenir une complexité sgpsrentielle.
Notons cependant qu'il faut envoyér dans un corp#' . contenant les racines
[-ieme de l'unité { étant I'ordre du diviseur générateiy; considéré). Si 'on ne
peut trouver de tel corps que pour des grandes valeuts tigttaque se révele
en fait peu intéressante. On appelle indice de sécuritB,die plus petit entier
naturelk tel queF  contienne les racingsieme de I'unité, c’est a dire tel que
k soit 'ordre deq dansFj. Il mesure la sécurité du systeme face a l'attaque de
Frey-Ruck : plus il est grand, plus le systeme est sdr.



Chapitre 2

Sur les jacobiennes généralisees

Parmi les groupes sur lesquels le logarithme discret a épopg, on trouve les
jacobiennes de courbes. Ces objets, construits ici a partiroupes de diviseurs,
s’averent intéressantes pour le logarithme discret. Htexdes groupes construits
en généralisant la jacobienne : les jacobiennes géendrslifiéparait de ce fait
intéressant de chercher a les utiliser a des fins cryptogragh Pour fabriquer
un logarithme discret, seuls les groupes des jacobienmesaj&seées nous serons
utiles : on considérera dorabusivementces jacobiennes comme des groupes
quotients de groupes de diviseurs. Nous décrivons dansapitichnos tentatives
pour trouver une “bonne” représentation des classes fa&mpée ces quotients
susceptible d’étre utilisée pour des algorithmes de caMous examinons tout
d’abord le lien entre la jacobienne généralisée et |la jasoi® usuelle. Apres la
donnée des définitions nécessaires, nous construirongdaegacte

0 — Ly— Juy— J — 0,

ou J est la jacobiennejy est la jacobienne généralisée de modujet calcule-
rons le noyau.y; [Ser59]. Malheureusement, on ne dispose pas d’un relévtemen
de cette suite exacte : on ne peut pas représenter ainstesrs des jacobiennes
généralisées par ceux de la jacobienne. Notons de plus guédsexacte permet
le transfert du probléme du logarithme discret de la jacuieegénéralisédy a
la jacobienne/ et a Ly . La complexité de ce probléme dakg dépend donc
de celle dans/ et Ly [CouO1]. Nous en déduisons les limites de l'intérét des
jacobiennes généralisées pour le logarithme discret.

Nous verrons cependant dans le chapitre suivant d’autapons crypto-
graphiques possibles pour les jacobiennes généralisaaspféparer ce troisieme

33
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chapitre, et afin de pouvoir calculer dafyg, nous traiterons dans la derniére par-
tie de ce chapitre du lien entre les jacobiennes généralisekes ordres, dans
lesquels il parait plus simple de programmer des calculs.

2.1 Quelques rappels

Rappelons tout d’abord les outils standards avec lesqueis tmavaillerons.
Dans toute cette section, on travaillera sur un cd€ps

Définition 2.1.1 SoitS C K[Xy, X3,..., X,] un ensemble de polynbmes homo-
genes.

On dit que I'ensembl& (S) = {z € P%/VP € S, P(x) = 0} estI'ensemble
algébrique projectif défini pab.

Pour un ensemble algébrique projectd, nous poserons/(X) l'en-

semble des polynémes homogenedd&,, X, -+, X,,] nuls surX. L'anneau
K[Xo, X1, -, X,,] étant noethérien, on peut trouver un nombre fini de généra-
teurs de/ (X).

On munit P} de la topologie de Zariskdont les ouverts sont les com-
plémentaires des ensembles algébriques projectifs. 1Saih ensemble algé-
brique projectif, muni de la topologie induite. Pour toutlym@me homogene
P € K[Xy, Xi,...,X,],onnoteD(P) = {z € V/ P(z) # 0} : c’est un ou-
vert deV. De plus, tout ouvert d& est réunion fini d’ouverts de la forme(P).

Définition 2.1.2 Un espace topologiqu¥ est ditirréductible si pour tous fermés
FetGtelsqueX = F|JG,onaF = X ouG = X.

Cette définition n’a d’intérét que pour un espace topologigon séparé (tout es-
pace séparé ayant plus d’'un point n’est pas irréductible)pdtticulier, elle est
utile pour les ensembles algébriques (projectifs maisiafises) munie de la
topologie de Zariski. Par exemple 'ensemble affia® = 0, réunion des fermés
X =0etY =0, n'est pas irréeductible. On peut le décomposer en réuniaede
ensembles irréductibleX(= 0 etY = 0), et étudier chaque composante. On pro-
cede en général, comme pour cet exemple, en ramenant I'étxdeomposantes
irreductibles. Cela explique I'intérét particulier podéx espaces irréductibles.
Rappelons qu’un ensemble algébrique est irréductibless@dement si(X) est

un idéal premier (sur I'irréductibilité en géométrie algghe, voir [Per93]).
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Définition 2.1.3 On appelle variété projective tout espace annelé isomogaine
espace annelé de typ&, Oy ) ouV est variété projective, &y, le faisceau de
fonctions qui aD(P) associe I'ensemble des fonctions de la forsyeé’", G et P
étant des polynébmes homogeénes telsdygé: = r degP.

Pour plus précisions sur les espaces annelés et les faxsdbefanctions consulter
[Per93]. Il y est vérifie notamment qu’on peut se contentedéfeir un faisceau
sur une base d’ouverts, ici constituée des ouve(ig).

Pour toute variété projectiv&, on noteK (X ) le corps dedonctions ration-
nellescomposé des fonctions du tyge g lorsque f et g sont des polyndmes
homogenes dK[X, ..., X,]/I(X) de méme degré avecg I(X ), quotientées
par la relation d’équivalence

flg~ 119 <= fd — f'g€l(X)
On nommecourbe projectivéoute variété projective de dimension
Pour éviter les points de rebroussement ou non régulierdefamit :

Définition 2.1.4 SoitC' une courbe projective irréductible de™ définie sur un
corpsK. SoientP, ..., P, un systeme de générateursdé’).
On dit queC' est non singuliére au point € C' si la matrice
(api/aXJ' <x))1§i§n,0§j§n
a pour rang(n — 1).
Une courbe est dite non singuliére si elle I'est en tout point

Seules de “bonnes” courbes nous intéressent ici. Aussidafiaciliter la lec-
ture, on utilisera le raccourci suivant.

Convention 1 Dans ce chapitre, la courb€& désigne une variété projective
définie sur un corp¥ , irréductible, non singuliére et de dimensibn

On noteraK une cloture algébrique di. Pour tout corpK’ c K, C(K')
désignera I'ensemble des points a coordonnéesKanatisfaisant aux équations
deC.

Soit P un point de la courbe d€. PosonsMp = {f € K(C)/ f(P) =0} et
notonsK|[C], 'ensemble des fonctions rationnelleés= f/g avecf etg homo-
genes de méme degré, e M p. Les fonctions d&K [, sont ditesrégulieres
enp.
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Définition 2.1.5 La valuationvp en P est I'application qui a toute fonction régu-
liere en P associevp(f) = max{d € N J{oc}/ f € M%L}.

On prolongevp sur K (C') en écrivant toute fonction rationnellécomme le quo-
tient f /g de deux fonctions régulieres éhet en posantp(F') = vp(f) —vp(g).

Définition 2.1.6 On appelle uniformisante d€ en P toute fonctiont € K(C)
telle quevp(t) = 1.

Pour tout point? € C, les corpK|[C],/ M p etK sont isomorphes par
f — f(P). Les uniformisantes d€' en P sont donc les générateurs dé¢,. De
plus, sit est une telle uniformisante, on peut développer toute fonceguliere
en P en une série formelle du type;~  a;t’, lesq, étant des éléments dé.

Pour pouvoir additionner les points d’'une courbes, intisalos les diviseurs.

Définition 2.1.7 On appelle diviseur sur la courb@ toute somme formelle

la famille {np}p étant composée d’entiers rationnels presque tous nuls.

Le degrédu diviseurD est I'entierdeg(D) = ZPeC(K) np, SONSUpportest
I'ensembleSupp(D) = {P € C(K)/np # 0}. LensembleDiv(C) des divi-
seurs sulC' forme un groupe (pour I'addition), admettant 'ensemble (C)
des diviseurs de degfecomme sous-groupe.

Définition 2.1.8 On appelle diviseur principal tout diviseur de la forme

(f)=>D_vr()P,

PeC

olvp est la valuation erP et f est élément de 'ensemd&(C)” des fonctions
rationnelles non nulles d€'.

L'ensembleP. des diviseurs principaux forment un sous-groupee’(C).
Pour nos visées cryptographiques, seul le groupe des pomis intéresse.
Aussi, nous assimilerons (abusivemdat)acobienne/ de C' au groupe quotient
Div°(C)/P¢, et gardons cette appellation au cours de ce travail (eridgaco-
bienne d’'une courbe est une variété).

On a défini les diviseurs sK, regardons ce qu’il en est sur un corps quel-
conque.
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Définition 2.1.9 Un diviseur D estdefini surK’' C K si D’ = D pour tout
o € Gal(K/K").

On note Divk:(C) le groupe des diviseurs définis s, Divy,(C) le sous-
groupe des diviseurs de dedr@éfinie surK'. La jacobienne/k. de C sur K’
sera ici, toujours abusivement, le sous-groupe des cldsskfixe par I'action de
Gal(K/K').

Pour ces rappels sur les diviseurs, on peut consulter [Si[8am81] ou
[Har77].

2.2 Jacobiennes généralisées, premieres propriétés

Précisons avant tout la signification du teroieiseurs étrangers &; ce sont
des diviseurs dont le support ne contient pas certains$olrdgisis de la courbe
C.

Définition 2.2.1 SoitS un ensemble fini de points de la couBe
Un diviseurD de Div(C') est dit étranger &8 s'il s’écrit

ou la famille{np} p. ) s €St une famille presque nulle d’entiers rationnels.

Si S est un ensemble fini de points de la coufbsurK, on notera respective-
ment Divg(C) et Divg(C) 'ensemble des diviseurs étranger§ &t I'ensemble
des diviseurs de degfeétrangers & : ils sont manifestement des sous-groupes
additifs deDiv(C).

Définition 2.2.2 SoitS ¢ C(K) un ensemble fini de points de la couBe
On appellan module de suppoi$, la donnée, pour tout poirit de S, d’'un
entiernp strictement positif.

On peut considérer un modubke de supportS comme un diviseur positif
> pegpP de supportS. On peut comparer les modules comme les diviseurs
correspondants.
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Définition 2.2.3 SoientS et.S’ deux sous-ensembles finis de points de la courbe
C', m un module de suppof, m’ un module de suppo#'.
Onnotan’ >m siS C S" etn’, > np pour tout pointP deS.

La relation> ainsi définie sur les modules déest une relation d’ordre.

Définition 2.2.4 Soienty une fonction rationnelle sur, etm un module de sup-
portS. Onnotep =1 (mod m) SiVP € S,vp(1l —¢) > np.

Nous noteron§y; I'ensemble des diviseurs correspondant a ces fonctions :

Notation 1 Pour tout modulen de supportS C C, on pose
Tm={(p): 9 € K({C)etp=1 (modm)}.

Constatons que & = 1 (mod m ), le diviseur(y) est étranger &. L'ensemble
I'y apparait donc comme un sous-groupe/de’(C) ; on va pouvoir examiner
le groupe quotient.

Définition 2.2.5 Soitm un module de suppoft. On appelle jacobienne générali-
sée associéendle groupe quotienty = Div%(C) /T.

Attention, cette définition ne peut étre dissociée de la rgoesuivante.

Remarquell faut faire tres attention avec la terminologie utilisée N'ayant
que des préoccupations cryptographiques, nous nous piensettte
approximation sur la terminologie des jacobiennes géisées. Les “vraies”
jacobiennes généralisées sont construites de manierédiandérpropriété
“universelle” suivante.

Proposition 2.2.6 Pour tout modulen, il existe un groupe algébriquE et une
application rationnellgy, : C — T tels que :

pour tout groupe commutatif et toute fonctionf : C — G rationnelle,
nulle suly, , il existe une unique factorisation rationnelle derersG du type :

c-Lq
fml
T

De plusT ~ Jy .
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Notons qu’ici les jacobiennes généralisées sont congdé@nétant que groupe
algébrique, c’est leur véritable nature. On montre alofslps sont isomorphes
en tant que groupe aux groupes quotieis? /I'y [Ser59], d’'oli 'abus de lan-
gage utilisé au cours de cette these. Nous avons signaldes|jecobiennes gé-
néralisées peuvent étre définies par la proposition 2.2e68t & point de vue dé-
veloppé par Serre dans [Ser59]. Pour les propriétés “wselles” des jacobiennes
on confere donc a [Ser59] mais aussi a [Ros54].

Les jacobiennes généralisées de méme support apparaiesane quotient
les unes des autres comme le décrit la proposition suivante.

Proposition 2.2.7 Soientn etm’ des modules de méme suppoitels quan’ > m.
On a alors la suite exacte :

0—Tm/Tyw — Jy — Jm— 0.

Ainsi, la connaissance des jacobiennes généralisées delenadfisamment
grand suffit a déterminer toutes les jacobiennes génégalit@ démonstration de
cette proposition est triviale dans la mesure ou I'on ne idems les jacobiennes
gu’en terme de quotient de groupes de diviseurs.

On a travailler jusqu’ici en travaillant suK. Pour travailler sud, on uti-
lise les diviseurs définis sUK. Pour les modules —assimilables a des diviseurs
positifs—, on utilisera la notion suivante.

Définition 2.2.8 SoitK un corps parfait, admettat comme clbture algébrique.
NotonsG = Gal(K/ K) le groupe de Galois d& surK.

Un modulem est dit rationnel suK si les coordonnées des points de son
support sont algébriques sidret sim® = m pour touts € G.

2.3 Structure des jacobiennes généralisées

Nous allons dans cette section construire une applicatimmedacobienne
généralisée dans la jacobienne de la codrb&lle s’avere étre surjective, nous
calculerons son noyau. Ce calcul se trouve dans [Ser59].
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2.3.1 Construction de la suiteJyy — J — 0

Afin d’harmoniser les notations, nous écriroiis= {(¢)/¢ € K(CO)} le
group€eP. des diviseurs principaux.

Considérons un module de supportS. Le groupeDiv%(C) s'envoie dans
Di°(C) (par linclusion) puis dans/ par passage au quotient. On peut ainsi
construire la suite exacte

0 — I's — Div%(C) — J,

ou le noyau s est le groupe des diviseurs principaux étrangefs a

Pour toute classe dg on peut considérer un représentant= > ,npP élé-
ment du groupeDiv’(C). On peut trouver ( par exemple en utilisant le théoréme
d’approximation des valeurs absolues décrit dans 'anAgxec K (C) telle que

VP e S, UP(QD) =np.

Alors, D— () est élément d®iv”(C) et appartient & la classe dk: I'application
Div%(C) — J est surjective.

On obtient ainsDivl(C)/Ts ~ J.

Del'yy C I's, on déduit la surjectivité de I'application

Jn = Div}(C) /T — Divg(C)/Ts ~ J.

Notonsyy, la surjection defyy dansJ exhibée ci-dessus.

La jacobienne/ apparait comme un groupe quotient dig ; Jiyx possede
donc plus d’éléments qué Cela laisse espérer que I'on peut trouver dansles
éléments d'ordre plus grand que ceux.fleavec lesquels le logarithme discret
serait intéressant. On va donc chercher a préciser lasteude. Jy; .

2.3.2 Description du noyau

Soit S un sous-ensemble fini de la courbe On veut examiner la structure
d’'une jacobienne généralisdg associée au modukede supportS. Il s’agit en
fait, par ce qui précede, d’étudier la suite exacte :

O%Lm%JmmJ%O.
Par constructionly; est le noyau de I'application

Div%(C) /Ty — Div(C)/Ts.
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Donc Ly = I's /T’ . Rappelons I'expression des ensembles en question

s ={(p)/¢ € K(O) et VP € S,vp(p) = 0} et

_ (2.1)
Tm={(¢)/p e K(C)etVP €S, vp(l —¢)>np}.

lls apparaissent comme les ensembles des diviseurs @incges fonctions des
ensembles respectifs
Us={p e K/VP € C, vp(p) =0} et

_ (2.2)
Un={p € K(C)/VP € S, vp(l — ¢) > np}.

On va chercher a ramener I'étude g sur les ensembles de fonctions. Pour

comparer les points de vue, on considére la surje¢fior— I's qui ap associe

(). Elle induit une surjectio® : Us — I's/T'm = Ly par passage au quotient.
Une fonctiony de Us est dans le noyau dé si (¢) € 'y, c’est a dire s'il

existef € Uy telle que(y) = (f) autrement dit sip = Af, ou X € K et

f € Un (car(g) = (f) & VP € C,uy(%) =0).

Au final, on obtientLy; = Us/ (K~ x Uy ). Il ne nous reste plus qu’a étudier
les ensembles de fonctiobs et Uy .

2.3.3 Etude avec les fonctions

Soit S un sous-ensemble fini de la courbem un module de suppof. On
va chercher a ramener I'étude du quoti€Ry Uy a des études locales plus faciles
a effectuer grace au développement en série entiere efofmmsante.

Pour toutP € S, posons
Up = {p € K(C)/vp(p) = 0}
I'ensemble des fonctions réguliéres Bret, sinp est un entier naturel, posons
Up™) = {p e K(C)/vp(1 — ) > np}.

Sit est une uniformisante eR, une fonction deUI(D"P) a donc, dan¥ (C), un
développement en série formelle du type

1+ at™ + bt"r et

aveca, b, ¢, . .. éléments d&.
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Considérons un modutede supportS. Lensemblel/s = (,.,Up des fonc-
tions inversibles en tout point d& s’envoie surf [, g (UP/U}"P)) diagonale-
ment parA : z — (x,z,..., ), le noyau étanty = ﬂPeSUI(;"P).

De plus, s{gp}pcg € [[pesUp, parle théoreme d’approximation des valeurs
absoluesA(Us) N1 pes (gp + UI(I”’)) = () : I'application diagonale d&g dans

[Ires (UP/UI(;"P)> est surjective.

On a obtenu la suite exacte :
1 —Un—Usg — HPeS (UP/U](DnP)> — 1.

On a atteint donc notre but : on n’a en effet plus gqu’'a étudiaintenant les
quotients “locaux/"”.

2.3.4 Etude del/p/U"

Soit P un point de la courb€’, n un entier strictement positif. Considérons
une uniformisante de C' en P. Le groupe quotienUp/Ul(;") admet comme sys-
teme de représentants :

n—1
> it aveca, € K etVi, ¢; € K,
=0

soit,

n—1
ao(1+ D b;t') olb; = a;/ap € K etag € K.
=1
Remarquons au passage d&e/U](D”) estisomorphe au grougK|[T]]” (mod T™)).
NotonsV/,, le groupe multiplicatif compose des élémemszzllbiti ou les
b; sont des éléments d€, muni de la multiplication suivante :

n—1 n—1
L+ bt 1+ et) =1+ Z:dit"
=1 =1

avecd; = b; + Z;;llbi—jcj + ¢

Onadond/p/USY ~ K x V.
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2.3.5 Caractéristique0

Il nous faut donc maintenant étudier le groupe multipliceti,, compose des
éléments de la forme + 37" b, X*. Pour cette section, nous suivrons encore le
point de vue de [Ser59] (section V15 page 101). Nous traraldans le cas ou
K est de caractéristigue Dans ce cas, on peut définir la série formelle

exp(X) = Y po o7 et utiliser le lemme suivant.

Lemme 2.3.1 Supposons que le corfysa pour caractéristique. Soientn un
entier strictement positify( X') un polynéme dé&[X| de la formel + 37! b; X"
Il existe alors un uniquén — 1)-uplet(cy, ..., c, 1) dek™ ! tel que :

g(X) = H::ll exp(¢; X")  (mod X™).

Démonstration

Cette proposition est évidente : en développant le prodexipdnentielle en
série entiere, on obtient poif un coefficient du type; + Q;(c1, ..., ci1),

1 <i<n-—1,avecQ; € k[X], on peut ainsi calculer les en remontant a partir
dec, sous forme polyndmiale dés. O

En appliquant le lemme avéc= K, on arrive & exprime¥,,,.

Proposition 2.3.2 Supposons que le coré ait pour caractéristique. Soitnp
un nombre entier strictement positif.
L'application® qui tout a un élémenty du groupgV,,,.\; x) associe le
(np —1)-uplet(c;), <, du groupeVi,.y; x) donné par le lemme 2.3.1
est un isomorphisme birégulier de groupe.

Cette application est bien évidemment un morphisme de grocar
exp (c+ ) = exp(c)exp (). Elle est trivialement surjective, biréguliére (les
b; s'expriment comme polyndmes en ket réciproquement), et injective (par le
lemme).

Le groupel/s /Uy est donc isomorphe au groupe algébrique
[T (57 xK¥)
PeS

muni de laloi[ [, 4(+;: x). Le sens
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—np—1 _ = n
[Ipes (K T KX) — [Ipes (UP/U](D P)) — Us/Un
((CP;i)lgignP_ﬁ dP) pes
est ainsi explicite et programmable.

De méme, pour touP € S, on peut trouver leslp puis lescp,; tels que

g € dpexp(cp,th,)+US™) & laide d'un calcul formel. On peut donc programmer
aussile sens :

— [lpes (dP eXp(CP;it% (mod tTJLD))) =g

-1

Us ! U — [1pes®" x K)
g ((CP;la CpP;2; -+, CPnp—1; b)) .

2.3.6 Caractéristique p

Supposons maintenant que le coifsest de caractéristique un nombre pre-
mier p. On ne peut plus travailler avec la fonctiexp car1/n! n’est pas défini si
n > p. On va introduire une fonctioA’ qui pourra jouer le méme réle, pour cela
commencgons par quelques rappels.

La fonction de Moebiug est définie SulN par :

p(n) = 0 sidg € N\{0,1}/ ¢ | n,
([T, pi) = (=1)* silesp; sont des entiers premiers distincts,
p(l) = L

Rappelons aussi quesi> 1, >, p(d) = 0.

Nous allons donc chercher a remplacer la fonction Pour cela on utilise la
série formellexp ( — 372 );f ). Evidemment, on ne peut définir cette série que
sur un corps de caractéristique nulle. On va donc se placer wiatel corps et

chercher a en trouver une autre expression.

Lemme 2.3.3 SoitS la série formelle définie sur un corps de caractéristigoar
S(X) =exp (= XZ %)
Alors, S(X) = [Tjnpye (1 — XM,

Démonstration
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De (1) = 1et, pourn > 2, 3", p1(d) = 0, on peut déduire

n=1 dln
N Ad) o X
_; y mzl — (2.3)
:i@log(l—){d)

d=1

L'image de cette égalité pakp donne
p(n)

exp(-X) = [[ 1—xm"".

neN

Par(p?|n = u(n) = 0), on peut écrire le produit sous la forme

exp(=X) = ( [ a=x")( I (1—xrm)5).

(n,p)=1 (m,p)=1

m(n)
n

Définissons maintenant la série formefleX) =[], ,_, (1 — X") = . De
((p,m) =1 = u(pm) = —p(m)), on obtient finalement

exp(—X) = F(X)/F(X")».

Pour toutNV € N,

p(n)

II a-x'

(n,p)=1€tn<N

a une série formelle du type
1— X" /pF+ ...

La série
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a donc un développement du type

1_ka/pk+zaiXi7

i>pk
lesa; étant des coefficients. Or, de I'équation (2.3.6), on déuoluitr tout entiek

F(X) = exp(~ X)F(X7)1"
=exp(—X — %)F(ng)l/p2
(2.4)

k
Z 1
—eXp Z : k /p
1=0 p

Pour toutk, lesp* premiers termes des développement$'d& ) et S(X) sont
donc identiques; par suité,(X) = S(X). O

Pour travailler ave@xp( >, );”) en caractéristique, on utilisera

F(X) =1 (1= X”) , qui est bien définie sUK, au lieu desS.

De facon a transposer la propriété de morphisme de groupéexgenen-
tielle, on va utiliser les vecteurs de Witt. lls apparaisgswur la premiéere fois
dans un écrit de Witt [Wit36]. On peut les retrouver dans [8H2t [Die57].
Nous suivons ici plutot le point de vue de Demazure [Dem7&jamment pour
la notation de la fonction suivante (cette notation n’estgi@ment universelle).

Définition 2.3.4 Soit R un anneau commutatif unitaire. Soit, pouglément de
N, la fonctiong,, de R*™* dansR"** définie par

(b (i) O<z<n ZP i
pour tout(z;) ., € R"*'.

On peut alors définir la Iab qui, elle aussi, n’est nullement fixée sous cette
notation.
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Définition 2.3.5 On appelle groupe des vecteurs de Witt relatif a p, de longueu
infinie, pour un anneait le groupe notéV (R) = RN muni de la lois suivante :

Si(a;);cn €t(bi);n SONtdes éléments d&, (a;) ;. W(bi)y<;<,, €StIunique
élémentc;),.,., deRN tel que : o o

¥ € N, én ((a:)ocicn) + 0n (Bi)ocicn) = Pn ((€i)ozicn) - (2.5)

L'élément somme est bien défini car la partie droite de I'éigng2.5) de rang
n s'écritc, + pck _, + p%’,’f_g + ...+ p"c". On peut donc calculer de proche en
proche{c,},cn-
Définition 2.3.6 On appelle vecteur de Witt relatif a p, de longueur n, pour un
anneauR commutatif unitaire, un vecteur de Witt défini précédemnitesmiqué
aux(n + 1) premiéeres coordonnées.

En gardant le cadre de travail et les hypotheses de 2.3.%fontdexponen-
tielle de Artin-Hasse comme suit.

Définition 2.3.7 On nomme exponentielle de Artin-Hasse la fonction qui a un
vecteur de Witt: et un scalaire associe

E(it) = [ Flaat”),

ou
p(n)

F(X)= ] a=xm.

(n,p)=1
A I'image de I'exponentielle réelle — qui est un morphismegdoupe(R; +)
dans le groupgR’ ; x) —, I'exponentielle de Artin-Hasse est un morphisme de

monoide déV (R); W) dans(R; x), comme le dit la proposition suivante.

Proposition 2.3.8 Soit R un corps commutatif. Alors,

V(z;y) € W(R),Vt € R, E(xWy;t) = E(x;t)E(y;t).
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Démonstration
Supposons tout d’abord queest de caractéristique nulle. On a vu que dans ce

casF'(X) =exp ( — >0 );” ) Par la propriété de I'exponentielle, on peut

donc écrireF sous la forme

[e.o]

E(X;t) =exp <—thn(i¢> .

n=0

Siz ety sont des vecteurs de Witt d&(R), on déduit de cette expression et de
la définition des vecteurs de Witt I'égalité(z; 1) E(y; t) = E(x W y; t).

Mais en faitF'(X) = H(n,p):1 (1-— t”)#n . Par le principe de prolongement des
identités, I'égalité trouvé&(z; t) E(x; t) = E(z W y;t) peut donc se regarder
aussi dans un corps de caractéristigue’ou le résultat. O

Les vecteurs de Witt permettent de travailler “comme enatarstique 07,
notamment peut jouer le role de la fonctiaxp. Ceci va nous permettre, comme
en caractéristique, d’analysen/,,.

Théoreme 2.3.9Supposons quK ait pour caractéristique le nombre premper
Pour tout entier naturelinférieur ou égal a — 1 et premier &, on noter; le plus
petit entien vérifiantip”™ > n.

Si g est élément d&,,), il existe une unique familler;) ; ,_; . 1<i<n1
vecteurs de Witt de longueur respectivemermtourz; telle que :

de

n—1
gty = ] Elzst).
=1
(i,p)=1

La démonstration est similaire au cas vu en caractéristiou@r [Ser59] pour
plus de détails.

On peut maintenant decrifg,,).

Proposition 2.3.10 L'application deV/,, dans]_[:;1 W,, qui a tout élémeng de
Vin) associe l'upletx;); , i . 1<i<,—1 d€terminé par le théoréme 2.3.9 est un
ismorphisme de groupe birégulier.
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ConclusionEn caractéristique, le groupel/s /Uy est isomorphe au groupe
algébrique :

G:H K> % H W,

Pes i—1
(4,p)=1

Comme dans le cas de la caractéristiquen peut programmer I'application
inverse

US/Um%G,

ce sens inverse est donc lui aussi explicite et programmable

2.3.7 Autre représentation delU/s /Uy

Nous avons précédemment cherché a exprii&ilyy sous forme de produit
de groupes : une addition s’effectue alors rapidement ceanges par compo-
santes mais le passagé/a/Uy est délicat. D’ou l'intéret de la proposition sui-
vante.

Proposition 2.3.11 Soient P un point de la courb€', n un entier strictement
positif, ett une uniformisante dé' enP.

Pour tout element deUp, il existe une unique famillgs;), .., , d’éléments
deK telle que :

n—1

g(t) = H(l + a;t")  (mod UI(Dn)).

=1

Remarques

1. On déduit trivialement leg; de g par itération sur I'ordre deg, d’'ou
I'existence et I'unicité demandées par la propositionstitees dur de les
exprimer explicitement mais on peut programmer leurs caogons.

2. Cette fois, I'applicatiory — (a;),,;,_, N'est plus un morphisme de
groupes, I'addition devient plus délicate.
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Proposition 2.3.12 SoientP un point de la courb€, n un entier strictement

positif, ett une uniformisante dé' enP. Pour(a,, ay, ..., a,_,) €K' ', on
pose
I ag -+ an2 an
1 a - apo

M(al, ag, ..., an_l) =

L'application

n—1

g — H(l —F&Ztl) — M(al, ag, ..., (ln,1>

=1
est un isomorphisme du groupe /U sur le groupe multiplicatif

= —n—1
Tg = {M(al, as, ..., Clnfl) € Mn(K)/ (G,l, ag, ..., an,l) cK }

La démonstration est évidente [Ser59]; la proposition @ammisomorphisme de
Us/Un dans] ], <KX X Tg“”> . le passage d€s /Uy dans

[lres (KX X Tgp> est plus facile (d’aprés ce qui précede ) mais I'addition

(dans le deuxieme groupe ) est un peu plus complexe. Ceperdariest qu’'un
calcul matriciel (chose déja bien implantée ) : cette déamsitipn semble plus

performante.

2.3.8 Bilan

Nous avons effectué une étude “sur les fonctions” du qubligilUy , mais
notre objectif concernait les diviseurs, plus exactemenblyauly deJy — J.

On a vu quely ~ Us/ (KX X Um).
On choisit un pointP € S.
On obtient finalementm >~ Vin,) X [Tgesp (KX X V(nQ)) avec

n—1

(K" ';+) en caractéristique
(Vi, X) = { ou bien (2.6)
(H?j W,., W) en caractéristiqug



51 CHAPITRE 2. SUR LES JACOBIENNES GENERALISEES

Nous avons étudier la suite exacte
0 — Ly— Jy— J — 0,

mais nous ne sommes pas en mesure d’en donner un releveroasnélpouvons
donc pas représenter les classes/ggar des €léments de la jacobienne et du
noyau. Nous chercherons donc un autre moyen pour les repeése

Auparavant, nous allons regarder ce qui se passe sur ledelpssd<. Nous
avons défini les jacobiennes généralisées avec les digisenstruits sur la cléture
algébriqueK. Examinons ce qui se passe sil'on se limite aux diviseursigéfur
le corps de dépak.

2.3.9 Descente sur le corps de base

Le but de cette sous-section est “d’abaisser” I'étude $aste les jacobiennes
généralisées définies sur la clotieau corpsK. Nous commencerons par des
rappels d’algebre homologique.

Tout d’abord, sizZ est un groupe, nous appellerardsnodule tout module sur
I'anneauZ(G) ; un homomorphisme dé& module sera un homomorphisme de
Z(G) module. Pour tout ensemblé sur lequelG agit, on posed“ I'ensemble
des éléments dd fixe parG (i.e.o(x) = x pour toute € G).

Définition 2.3.13 SoitG un groupe.
Un complexe dé’ module est une suité

Bpt1 )
s O O,

de G modulesC,, indexée suiN ou surZ avec des homomorphismes vérifiant
pour toutp : 9, 0 9,41 = 0, SOitIm 0,11 C Ker 0.
On ne demande pas a la suite d’étre exacte, groupe quotient

H,(C) = Ker 0,/ Im 0,41
est a priori non nul. On I'appelle-éme groupe d’homologie du compleke

Un complexe dé&x module est dit libre si le& modulesC), sont tous libres.
Pour tous moduled, B, B’, et tout homomorphismé : B — B’, on note
3% 'hnomomorphisme
B Homg(B', A) — Homg(B, A)
f — fop.
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Proposition/Définition 2.3.14 SoitG un groupe et un complexe dé& module.
Pour toutG moduleA, la suite

X EX
-+ — Homg(Cp_1, A) = Homg(Cp, A) 25 Homg(Cprn, A) — -+

vérifie pour toutp : 9}, 0 9f = 0, soitIm 9} C Ker 9}, ;.
On appellepéme groupe de cohomologie @eavecA pourC le groupe quo-
tient
Keraﬁﬂ/ Im@ﬁ.

Attention, la proposition n’affirme pas que la suite défirﬁelpsag est exacte,
le quotient considéré est donc, ici aussi, a priori non nul.

Définition 2.3.15 SoitG un groupe.
On appelle complexe standard @emodule tout complexe lib@deG module
indexé suiN couplé avec un homomorphisme@enodule

€ICQ—>Z

tel que

C’liCOLZ%O

Soit une suite exacte.

Pour les complexes standards, on montre la propositioastg\lya75].

Proposition 2.3.16 SoientGG un groupe( etC’ deux complexes standards @e
module.
I_Dour toutG moduleA, il existe une suitégpp}pez d’isomorphismes telle que
le diagramme
# ot
o Homa(Cp1, A) 2 Homa(Cp, A) 7 Home(Cpi, A) — -

Sop—l | 2 Spp | z Sop-l»l | z
7t o2,
-+ — Homg(C'p—1,A) — Homg(C'p, A) — Homg(C'py1, A) — -+

soit commutatif.

Il découle de ce diagramme commutatif guieinduit un isomorphisme entre

Imd} et Imd'} d'une part, et entréer 9/, , et Ker &}, , d'autre part. Les

groupes de cohomologie deavecA sont donc identiques a isomorphisme pres
pour tout complexe standard, la définition suivante a donsems.
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Définition 2.3.17 SoitG un groupe, et4 un G module.
On appellep-éme groupe de cohomologie @eavecA le groupe quotient noté
H?(G, A) donné par
HP(G, A) = Ker 0/

p+1

/Imalf,

pour un complexe (quelconquestandard de&& module.

Soit G un groupe. L'objectif de ce paragraphe est de construirestr jo’un
homomorphisme: : A — A’ deG module, un homomorphisme demodule
entre H?(G, A) et H?(G, A’). Soit donca un homomorphisme d&' module A
dans leG moduleA’. Pour tout? moduleC),, on peut définir 'application

a, : Hom(Cy, A) — Hom/(C,, A')
U —— « O U,

Alors, par construction, € est un complexe dé module, le diagramme

o} X,
-« — Homg(Cp_1,A) — Home(Cy, A) K Homg(Cpy1,A) — -+

ap-1 | ap | apy1 |
0% o,
- — Homg(Cp_1, A') =% Homg(Cp, A') 25 Homg(Cpyy, A) — -

est commutatif. Par suite, induit pour tout entiep un homomorphisme

a, « HP(G,A) — H?(G, A).

Fort de cette construction, on peut décrire maintenantdsgmge d’'une suite
exacte d&~ module a leurs groupes cohomologiques. On peut montresoéaé
en appliquant aux group$?(G, A) le “résultat cohomologique fondamentale”
décrit dans [Per93], ou regarder la démonstration de [[y&ie générale avec
application au cas décrit ici).

Théoreme 2.3.18SoitG un groupe. Considérons tros moduleA, b, etC' véri-
fiant la suite exacte d’homomorphismes(denodule

0%ALBLC—>O.

I existe alors des homomorphismgs} _ dit de connexion tels que I'on ait
une suite exacte longue

= (G, A) B G, B) B PG, C) B G, ) G B) -
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Revenons a la définition 2.3.17 des groupes de cohomologi& nedule.
Nous allons chercher & déterminer ces groupes pour les getités.

Soient pour cela un grouge, un G moduleA, et un complexe standard dé
moduleC. On peut écrire par définition la suite exacte

01i>CQL>Z—>O

On en déduit la suite exacte

#
0 — Home(Z, A) <5 Homa(Co, A) 25 Home(Cy, A).

Par suite,
H(G, A) = Ker 0} ~ Homg(Z, A).

Nous supposerons désormais que le graui@ait trivialement suZ. Rappe-
lons que I'applicationV : u +— wu(1) est une injection défomqg(Z, A) dans
A (cela quelque soit I'action d& sur Z). Mais, pour toutu € Homg(Z, A),
ou(l) = u(oc1l) = u(l) pour tout élément de G. L'application ¥ est donc
a valeurs dansi®. Réciproguement, pour tout € A%, I'applicationn — na
est élément délomq(Z, A). Ainsi, Homqg(Z, A) ~ A%, et 'on connai-éme
groupe de cohomologie.

Proposition 2.3.19 SoitG un groupe qui agit trivialement s, et soitA unG
module.
Le groupe de cohomologie dede degré) est

HY(G,A)={x € A/Vo € G, o(z) = x}.

Revenons a nos préoccupations principales. Nous avongglaiduite exacte
issue deJyy — J, ces objet étant définis sur la cl6ture algébrigid’'un corpsK.
Pour proposer un logarithme discret, il est préférable aleatiler avec un groupe
fini (de toute facon il nous faut un élémegtd’ordre fini). Il parait donc plus
approprié de travailler avec le sous-grouffg des éléments ddy; fixe par le
groupe de Galoig’ deK surK. Nous allons profiter des précédentes remarques
sur la cohomologie pour déduire de la suite exacte/guta structure deJ.

Dans cette sous-section nous travaillerons avec un &rnparfait, admettant
le corpsK pour cléture algébrique. Notoris = Gal(K/ K) le groupe de Galois

deK surK. Nous utiliserons le théoréme suivant décrit par Serre [Ber$4]
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Théoreme 2.3.20SoientK un corps paLfaitK sa cl6ture algébrique et
G = Gal(K/ K) le groupe de Galois d& surK.
Alors, pour tout groupe algébrique conneke

HY(G,L) =0.

Outre [Ser64], on peut trouver une démonstration de ce éné®dans [Lan56].
Notons que lorsque l'on travaille avec la topologie de Zayi®ut ensemble est
connexe car cette topologie est séparée.

Nous travaillerons dans cette sous-section avec un medakonnel. Rappe-
lons la suite exacte s

0— Ly — Jy — J — 0.
Gréace au théoreme 2.3.18, on en deduit
0— H°G, Lm) — H°(G, Ju,) — H*(G, J) — HY(G, Ly) — H'(G, Jy) — -
Or, par 2.3.19,

HY(G, Lw) = L
HY(G, Jm) = Jgi 2.7)
H(G, J)=J% = Jk.

D’autre part, a I'aide du théoreme 2.3.20, on sait que

HY(G, Ly) =0
HYG, Ju) =0 (2.8)
HY(G, J) =0.

En reportant ces résultats dans (2.3.9), on déduit la pitiprosuivante.

Proposition 2.3.21 SoitK un corps parfait, adm_ettaﬂ_{ pour cléture algébrique.
NotonsG = Gal(K/ K) le groupe de Galois dK sur K.
Pour tout module rationnellm, la suite

0— L — Jig — Jx — 0

est exacte.
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PourK = F, un corps fini, cette suite permet de connaitre le cardinalale *
jacobienne généralisée fixe sass: |J§| = | LG | k|- Malheureusement, elle ne
fournit toujours pas de relevement et ne permet pas de esgigrdes éléments de
Jg.

Nous voulions proposer un logarithme discret gjr Or I'existence de cette
suite exacte permet de transposer le logarithme discregiaupesL; et Jk, la
complexité du probléme du logarithme discret ddf§séquivaut a celle de ces
deux groupes [CouO1]. Bien que non optimal pour le logaréhiiscret, nous
allons chercher a utiliser les jacobiennes généralisées @autres applications
cryptographiques. Il nous faut toujours trouver a les regméer pour pouvoir les
manipuler. Pour cela, nous allons les traduire en termeldid

2.4 Traduction en termes d’idéles

Introduisons tout d’abord le vocabulaire utile.

Définition 2.4.1 Un corps est dit corps global s’il est une extension fini€eu
dek(T'), k étant une extension finie d’un corps fifyj.

Cela couvre les corps qui nous intéresse ; en effet les eatenguadratiques
deQ et les corps de fonctions d’'une courbe Byisont des corps globaux. En fait,
on peut considérer un corps global comme un corps de forsotieme variété sur
Q ou surk.

Sur un corps algébriguement clos, un diviseur d’'une cousbearee série for-
melle presque nulle de points de Lorsque le corp¥ sur lequel on consider@
n'est pas algébriqguement clos, on remplace la notion de paincelle de place.
Une placev de C est une classe de conjugaison des points définis sur une clo-
ture algébriquéK du corpsK satisfaisant I'équation d€ par le groupe de Galois
Gal(K/K). Un diviseur(v) associé a une placeest la somme de ses points.
Pour toutr € Gal(K/K), (v)? = (v) : le diviseurv est donc défini suK. Réci-
proquement, remarquons que tout diviseur définkSpreut s’écrire sous la forme
d’une somme presque nulle de plad€s:, (v). Ainsi, le degréleg(v) d’'une place
v est son cardinal.

De méme, les entiers des modules rationnels verifignt= n% pour tout
o € Gal(K/K), on peut définir ces modules en donnant les entigindexé sur
les places.
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Pour toute place, on notera0, le complété de&K[C], parvp ou P est un
point élément de (le choix deP dansv est indifférent a isomorphisme prés pour
le résultatO, de la complétion). C’est un anneau de valuation discretee@n
principal ayant un unique idéal premier non nul). On notadifieremment la
valuation associee (prolongevp), etK, le corps de fraction de,,.

Définition 2.4.2 SoitC' une courbe définie sur un corBs NotonsY I'ensemble
de ses places.

L'anneauA des adéles du corfis= K(C) est le produit restreifff], ., K,
de{K,} ., parrapport {O,}, .., c'estadire

Ar = {{zo},ep € H F’ / z, € O, pour presque tout}.

vey

Les composantes, d’'une adéle vérifient dong(x,) > 0 pour presque tout.

Proposition/Définition 2.4.3 SoitC' une courbe définie sur un cords,’V I'en-
semble de ses placeset= K(C') le corps de ses fonctions rationnelles.

On appelle idele toute adéle inversible. L'ensemble delgsdest un groupe,
c'est le produit restreint dgF', } .., par rapport O} ., :
Ir = {{u},ep € [[F"/ v(2,) = 0 pour presque tout}.

vey

Nous travaillerons désormais avBain corps global extension fini d’'un corps
K (qui est du type&Q ou dek(T")). Les idéles sont de valuation nulle presque par-
tout, on peut associer a une idglep} ,, le diviseur) , vp(zp)P. NotonsU le
noyau de ce morphisme de groupe. D’autre part, le gréupees inversibles dB
s’envoie dandr par plongement diagonal. NotoG% le groupe quotienty / F*,
il s’appelle groupe de classe des idélesitdde groupeK* s’envoie aussi dans
le groupeP. des diviseurs principaux d€. Le groupeCr s’envoie donc dans
Pic(C), notons@ le noyau de ce morphisme. Résumons par le diagramme com-
mutatif suivant.

0 0 0
! | |

0 —K* —F* — Po —0
! | |

0—U —Ip — Div(C)—0
! ! !



2.4. TRADUCTION EN TERMES D’IDELES 58

0— @ — Cg— Pic(C) —0

| l l
0 0 0

Soitm un module de suppoR. Associons lui le sous-groupe desuivant
Un={(z,) eU/VP €S, vp(l —x,,)>np}.

C’est aussi un sous-groupe dg&., le quotientCr / U,, est nommeé groupe de
classe de rayom. On a vu gqu’il est isomorphe a la jacobienne généralisge

D'un autre coté, on peut associer a une idgte}, .., ldéal [],., 2
(toujours carn(x,) = 0 presque partout). On peut donc chercher & quel groupe
d’'idéaux correspond un groupe de classe de rayon, c’esieaudi jacobienne
généralisée. Introduisons pour cela la définition suivi@ox89].

Proposition/Définition 2.4.4 SoientF une extension finie d et f € N. Notons
Ay 'anneau des entiers dB surZ.

Il existe une extension abélienne maximalddelle que tout idéal principal
de Ay engendré parr = 1 mod (fAr) se décompose complétement, elle est
unique a isomorphisme prés. Cette extension est appelérpes cle classe de
rayon f deF.

Si F est une extension finie dg, et si f est un entier, on peut décomposer
fAr sous la forme

fAF - HM}EP?
P

lesnp etant des entiers positifs presque tous nuls. On netef@a module donne
par cesup.

Comme on le verra dans le prochain chapitre, un ordi€ st un sous-anneau
de I'anneau des entierdr engendrant. Il est d’indice fini dansdy, cet indice
est nommé le conducteur de I'ordre.

Pour déterminer les groupes de classes de rayon, on udilieédrie du corps
des classes qui construit un morphisme des idéles sur IpgariGalois de I'ex-
tension [lya75] (en associant a un idéal non ramifié le Fritsede I'extension
résiduelle). Dans le cas d’'une extension quadratique ima&g deQ, on en dé-
duit ce qui suit [Cox89].

Théoréme 2.4.5SoientF une extension quadratique imaginaire@eAr I'an-
neau des entiers désurZ, A; un ordre de conducteur.
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Le corps de classH de rayonf a pour groupe de Galois le groupe de classe
de rayomu; . Il contient une sous-extensiaty telle que
Gal(Hy/Ry) = (Z/fZ)* | Z* etGal(R;/F) est le groupe de classe de I'ordre
Ay

Les jacobiennes généralisées apparaissent donc comnulgtpiu groupe
de classe d’'un ordre et du groufi/ fZ)* / Z*. Pour le logarithme discret, on
utilise le sous-goupe engendré par un élément. Plutbt queadailler avec les
jacobiennes généralisées, on doit donc se contenter delfeaavec le groupe de
classe de l'ordre.
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Chapitre 3

Sur les extensions quadratiques

Nous regardons dans ce chapitre les possibilités crygitbgraes du groupe
de classes d’'un ordre d’'une extension quadratique. Nagraipr objectif est donc
d’établir un algorithme de multiplication pour ce groupen &€e place pour cela
dans une extensial// L de degré&, ou K est le corps des fractions d’'un anneau
factoriel A. Nous expliciterons quelques généralisations des corpdrgtiques
Q : nous calculons I'anneau des entiersidsur A, donnons une expression ex-
plicite des ordres dé, et exhibons un représentant “remarquable” d’'une classe.
Nous présentons alors un algorithme de multiplication tkesses en utilisant ces
représentants. Nous construisons de plus un procédé assaahaque élément
de la jacobienne de la courbe de corps de fonctidnsn des ces éléments remar-
quables. Cette construction définit un isomorphisme depg®uNous finissons
par des applications cryptographiques des groupes desldias ordre.

3.1 Rappels d’algebre et d’arithmétique

Nous avons besoin dans ce chapitre de quelques notionsassdiellgebre et
d’arithmétique. Cette section sera consacrée a ces ragigaetentaires. On peut
en trouver une description dans tout ouvrage traitantttiianétique élémentaire,
mentionnons par exemple [Per81] et [Sam67].

Nous allons travailler avec un type d’anneau précis. Aussi,

Convention 2 Nous désignerons désormais dans tout ce chapitre par leeterm
anneau un anneau commutatif unitaire.

61
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L'existence d’une unité pour la loi multiplicative permet ttavailler avec les
éléments inversibles; avec la commutativité, 'ensemigdeces éléments inver-
sibles forment un groupe commutatif. Ne pas oublier don@ceaurci de voca-
bulaire pour toute application des propositions de ce ¢teapi

Si A est un tel anneau, on notedd le groupe des éléments inversiblesle

Définition 3.1.1 SoientB un anneaud un sous-anneau de.
Un élément deB est dit entier sur s'il est racine d’un polynéme unitaire a
coefficients dans.

L'ensemble des éléments de entier surA forme un sous-anneau dég
contenantd (lire par exemple [Sam67] section 2.1). Nous I'appelleritarsneau
des entiers d& sur A (hommé aussi fermeture intégrale delansB).

Définition 3.1.2 Soit A un anneau.
On dit queA est intégralement clos s'il est intégre et si I'ensemble &és
ments du corps des fractions deentiers surA estA.

On peut définir la primalité sur un anneau comme suit.

Définition 3.1.3 SoientA un anneaw; € A\ {0} etb € A.

On dit quea diviseb et on noteu|b s'il existe un élément, dansA tel que
au = b.

On dit quea etb sont premiers entre eux Si

Ve e A\ {0}, ((cla eteb) = c € A¥).

Deux éléments et b de A vérifiant la relation de Bézouta + vb = 1 ouu
etv sont des éléments dé sont premiers entre eux (car tout diviseur commun
aveca = ec etb = ed estinversible e(uc + vd) = 1).

Rappelons comment généraliser la décomposition en norpbeesers dans
Z.

Définition 3.1.4 Soit A un anneau.
Un élémenp non nul de cet anneau est dit irréductible si

pg A% et(p=ab= (a € A* oub e A)).
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Remarquons que la relatigd définie sur les éléments irréductibles par
PRq <= Ja € A*/p=aq

est une relation d’équivalence. Elle partitionne I'enskndes éléments irréduc-
tibles par des classes du tydép, oup est un élément irréductible dé

Définition 3.1.5 L'anneauA est dit factoriel s’il est integre et si tout élément
non nul deA s’écrit de maniere unique (a permutation pres) comme pracum
élément inversible et d’éléments irréductibles.

Notons qu’un anneau principal (anneau intégre et dont t#aliest engendré par
un élément) est factoriel. Dans le cas d’un anneau factdreelmettan2 comme
élément irréductible, nous dirons par commodité qu’un éléndeA est pair s
intervient dans sa décomposition en éléments irréedustibje’il est impair dans
le cas contraire.

Dans tout anneau factoriel, on peut définir lengecd comme suit. On choisit
un représentant dans chaque class&d8oitS I'ensemble de ces représentants.
Soientn un entier naturel efa;}, ..., des éléments dd. Ecrivons leurs décom-
positions en éléments irréductibles 8e a; = u; HJEJZ, p,;"7, avecu; € AX,

J; C Spourtouti € {1,...,n}. Leurpged est alors :

pged{ahoc,) =[] p ==,

J€Ui<i<n Ji

Comme sur les entiers, legcd servent a I'étude de la primalité entre élé-
ments.

Proposition 3.1.6 Deux éléments sont premiers entre eux si et seulement si leur
pgcd est inversible.

Présentons un type d’anneau qui nous sera utile.

Définition 3.1.7 Un anneatA est dit euclidien s’il est integre et muni d’'un stathme
euclidien c’est a dire d’une application A\ {0} — N telle que :

V(a,b) € (A\ {0})*,3(q,7) € A%/a = bg+ 7 et(r =0 ouv(r) < v(b)).
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L'anneauZ est un anneau euclidien avec la valeur abselue— |z| pour appli-
cationv. C’est aussi le cas avd€[X ], ou K est un corps, muni de I'application
P — deg(P). On peut adapter 'algorithme d’Euclide sZra un anneau eucli-
dien quelconque en donnant le rdle joué par la valeur absol@pplicationv ;
ainsi, sur tout anneau euclidien, on est en possession tfjoritame permettant
de trouver lepged de deux éléments (et donc de plusieurs).

Afin d’introduire les discriminants, donnons ces quelqugsoels sur les mo-
dules.

Pour tout ensemblel et 7, on noteA”) 'ensemble des famille§a; },;, in-
dexées suf, d’éléments ded presque tous nuls. Un modukeest libre surA s'il
existe un ensembleet une famille{e; },, d’éléments de3 telle que I'application

®:AD  —B
{ai}z’el — Zie] ;i€

soit bijective. Une telle famille est alors appelée une lies& sur A. Le mo-
dule B est de type fini sur s'il existe une famille finie{e;},., d'éléments de
B telle que l'applicationd définie ci-dessus soit surjective. Lorsque le module
B est libre de type fini, toutes les familles finies rend&rgurjective ont méme
cardinal[B : A] nommé indice d&3 sur A. Siu est endomorphisme d’'un module
B libre et de type fini sur, d'indicen, admettan{e; }, ..., comme base, il existe
une unique famille{v; ;},, d'éléments deB telle queu(e;) = Y-, ui €. La
somme) ..., ui; he dépend pas du choix de la base (méme vérification que
pour un corps), on la nomme la trace de I'endomorphisme

Définition 3.1.8 SoientB un anneauA un sous-anneau de tel queB soit un
module libre de type fini su, et soitz un élément dé3.

On appelle trace de relativement & et A, que I'on notel'rg,4(x), la trace
de 'endomorphismen,, multiplication parz.

Cette définition a bien un sens ear, € End(B). Nous avons introduit la notion
de trace pour définir la notion de discriminant.

Définition 3.1.9 SoientB un anneauA un sous-anneau de tel queB soit un
module libre de rang fini surA. Soit(z1, ..., x,) un élément dé3".

On appelle discriminant du-uplet (z1, ..., x,) I'élément deA défini par
D(xy,...,z,) = det(TrB/A(xixj))Ki,Kn.
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Nous travaillerons avec un anneduntegre, de corps de fractioh, et avec
M une extension du corpbk. Nous utiliserons des discriminants lorsqbeest
'anneau des entiers d& sur A. On peut dans ce cas exprimer le discriminant
sous la forme suivante.

Proposition 3.1.10 Soient A un anneau intégre de corps des fractidnsi

une extension finie dé&, B = A,; I'anneau des entiers d& sur A. Soit

n = [M : L] le degré de I'extension d&l/L. Supposons I'existence deiso-

morphismes distincts, . ..,o, de M dans une cléture algébrique'’ de L

(o; € Homp(M, L*9) pour toutj). Soit enfin(zy, ..., x,) un élément deé3".
Alors, D(xy, ..., x,) = det? (Ui(xj))gz,jgn'

On trouve cette égalité grace au fait qu'avec ces hypoth&sgs, (y) = >, 0:(y)
pour touty € B. Rappelons que I'hypothése d’existence des isomorphigstes
vérifiée si I'extensionV// L est séparable.

Définition 3.1.11 SoientA un anneau integre de corps des fractibns\I une
extension dd., B = A,; I'anneau des entiers dd surA. Supposons quB soit
un module de type fini suf.

On appelle discriminant dB sur A I'idéal engendré par les discriminants des
bases dé/ surl. contenues dans.

Si{e;},cic, € {fi},<;<, sont deux bases d& sur L contenues dan®
(avec les notations de la définition précédente), de matiécgassagéu; ;), les
matrices(Trp/a(fpfy)) €t (ap:) (Trpa(eie;))! (aq,;) sont égales. On en déduit
D(f1,..., [n) = det? (am) D(ey,...,e,). La matrice de passage est une matrice
inversible, son déterminant est donc élémentide Le discriminant deB sur A
est donc un idéal principal, engendré par n'importe quelraiinant d’'une base
de M sur L contenue dang. Par abus de langage, on appellera discriminant de
B sur A le discriminant d’une telle base.

De telles bases d&/ sur L contenues dank existent, la démonstration de ce
lemme montre comment en construire a partir d’'une base opgle deV/ sur L
lorsqueM /L est une extension finie.

Lemme 3.1.12 SoientA un anneau integre de corps des fractiond/! une ex-
tension finie dd., B = A,; 'anneau des entiers d€ surA.
Il existe une base d&l surL formée d’éléments dB.
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Démonstration

Soitn la dimension deV/ sur L. Si f est un élément d&/, la famille

(1, f, f%, ..., f) estliée sut., en multipliant par les dénominateurs on obtient
une relation a coefficient dans: a,f? + a,_1 /7' + ... + ao = 0, aveca, # 0.
L'élémenta,?f est racine du polymom& 9 + a,_1a, X9 ' + ... 4+ apa,? € A[X],

il est donc élément dB. Soit(fy, ..., f,) une base dé/ sur L. Pour tout;, on
trouve comme précédemment un élémesmon nul deA tel queq; f; € B. La
famille (a1 fi1, ..., o, fn) €st une base d& sur L incluse dans3. O

Finissons enfin par quelques rappels sur les idéaux.

Définition 3.1.13 Soit A un anneau et soieifitet J deux idéaux dél.

On appelle produit dé et .J, notél.J, 'ensemble des éléments de la forme
> ke @kbr, avecE un ensemble fini €ty by,) € I x J pour tout k dangs. C'est
un idéal deA.

L’idéal I est dit inversible si il existe un idéal de A tel quel.H = A.

Définition 3.1.14 Soit A un anneau integre, € son corps des fractions.
On appelle idéal fractionnaire dd tout ensemble de la formel, ou« est un
élément de&( et/ un idéal deA.

3.2 Entiers dans les extensions de degré deux

Nous voulons travailler sur les ordres d’'une extension cptaghe M /L, L
étant donné comme le corps des fractions d’'un anaedlious aurons besoin de
I'expression de I'ordre maximal c’est a dire de 'anneau ei@sersA,, de M sur
A. L'objectif de cette section est de donner la forme de cetanmlans le cas ou
A euclidien.

3.2.1 Premiere caractérisation

SoientA un anneau intégralement clas,son corps de fractions (noté aussi
frac(A)), M une extension de degde L de la formeM = L(y/a), ou« est
un élément dd, et /o un élément dé\/ C L dont le carré est.. Notons que
si L n'est pas de caractéristiq@e toute extension de degiéde L a la forme
souhaitée. Soitl ), 'anneau des éléments dé entiers surd. On peut résumer la
situation par le diagramme d’inclusion :
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M= L(y/a) <« Ay
|2 |
L= Frac(A) «— A

La famille (1, 1/«) est une famille libre (cat/a ¢ L) donc est une base de
M sur L. On peut donc définis I'automorphisme ‘conjugué’ delut; (M) par
o(a+ by/a) = a — by/a, pour tout(a, b) € L2,

Considérons un élémentde A,;. Comme élément d&/, on peut le mettre
sous la forme: + b\/a, avec(a,b) € L?. Il est entier surd, donco(z) est entier
sur A ainsi quer + o(z). Maisx + o(z) = 2a € L, donc,A étant intégralement
clos,2a € A. De mémego(x) est entier A, est un anneau) sut, et
ro(r) = a®> —ab? € L, dolia® — ab® € A. Réciproquement, si etb sont des
éléments dd tels que2a € A eta® — ab® € A, montrons que) = a + by/«a est
élément ded ;. Posons?(X) = X? — 2aX + (a* — ab?), il est élément del[ X
par hypothése. OP(y) = (a + by/a)’ — 2a(a + by/a ) + (a2 — ab?) = 0, donc
y est élément ddl ;.

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 3.2.1 Soit A un anneau intégralement clol, son corps de fractions,
M = L(y/«) une extension quadratique e
L’anneau des éléments entiersidesur A est 'ensemble

Ay = {a+bya,(a,b) € L*/ 2a € A eta® — ab® € A}.

Notons que ce résultat est valable avec pour seule hypothggégralement
clos (et commutatif, unitaire par convention), mais poudrcgserA,, nous allons
nous restreindre a des cas assez usuels.

3.2.2 Généralités pour un anneau factoriel en caractériggue
différente de 2

On suppose ici quéel est un anneau factoriel de caractéristique différente de
2. Soit’P un ensemble contenant un représentant irréductible deielagsse de
R (définie sur les irréductibles dé).

Rappelons que I'on avait exprind sous la forme.(v/d), d € L. Mais
d = g/h, avec(g,h) € A x A*, et M = L(v/d) = L(\/gh/h) = L(\/gh). On
peut décomposerh dansA enr?a, r € A eta est un élément dd sans facteur
carre.
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On écrit ainsiM sous la formeM = L(y/a), ou+/a est un élément dont
le carré estv € A, « sans facteur carré. Remarquons qu'algfs est zéro de
X? — a € A[X], aussiy/a € Ay, et par suited[\/a | C Ay,.

Tout élémenty de L s’écrit comme un quotient d’éléments deque I'on
peut décomposer en irréductibles Be aussiy s’écrit sous forme unique en
w [[,epp™, ny € Z, w étantuninversible dd. On pose usuellemenf(y) = n,,.
On appellev,(y) la valuation de; enp.

Soitx un élément del, ; il S'écrit par le lemme précédent+ b,/a,

(a,b) € L% 2a € Aeta®> — ab® € A (car A factoriel impliqueA intégralement
clos). Posons, = 2a € A. Alors, u? — a(2b)* € A, et,a(2b)* € A. L'élément2b
étant élément dé, on peut considérer les valuations en tout irréductible :

Vp € P, vy(a) + 2v,(2b) > 0. (3.1)

Or « est sans facteur carré doip € P, v,(«) € {0,1}. D'autre part
v,(20) € Z, donc la condition (3.1) n'est possible quevs{2b) > 0 pour tout
p € P. On en déduit queb € A. Posons = 2b € A. En réécrivant la condition
a’? — ab® € A, on arrive au lemme suivant.

Lemme 3.2.2 SoitA un anneau factoriel de caractéristique différente doient
L son corps des fractions, &f une extension quadratique fle Soita. € A sans
facteur carré tel quél = L( /).

Tout élément dé/ entier surA s’écrit% + %./o avec(u,v) € A* tels que :

u? — av? € 4A. (3.2

Sous ces condition, tout élément vérifiant (3.2) est racinpalynéme
X? —uX + (u? — aw?) /4 donc en fait

Ay = {g + g\/a, V(u,v) € A%/ u? — av® € 4A}.

3.2.3 Cas patrticuliers

Nous donnons maintenant une expression de I'annkaules entiers sous
diverses hypotheéses.

On travaille encore dans le cas dtest un anneau factoriel en caractéristique
différente de2. SoientL le corps des fractions dé et M/ = L(y/« ) une extension
quadratique ow est un élément da sans facteur carré4,, désigne 'anneau des
entiers deV/ sur A.
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Rappelons quel[/a | C A,. Nous utiliserons comme précédemment pour
toutz € Ay, ses écritures em+b,/a ou eng 4 5./« avec les conditions trouvées.
Examinons plus en détails quelques cas.

e On suppose quzadmet un inverse dans.
La condition (3.2) est alors triviale. Surtout, = u/2 etb = v/2 sont
éléments del, doncA,, C A[\/a]. On arrive ainsi & énoncer :

Si2 admet un inverse dans, I'anneau des entiers),; estA[\/a |.

C’est le cas pour tous les anneaux de polyné@fid€], k& étant un corps de
caractéristique différente de deux.

e Supposong irréductible dansd, eta € 2A.
La condition (3.2) implique alorg? € 2A. 2 étant irréductible, on en déduit
u € 2A. On tire maintenant de la condition (3.2) le fait? € 4A. Or
a € 2A (par hypothése) est sans facteur carré defie) = 1 et par suite
ve(v?) > 1. D'ol v € 2A (2 irréductible), etr € A[\/a']. Sachant
Aly/a] C Ay, 0nconclut :

Si2 estirréductible, et si € 2A, Ay = A[a .

Par exemple, pout = Z[X], « = 2X, on trouve que les éléments du corps
Q(X,Y)/(Y? — 2X) entiers suZ[X] sont les éléments de
Z[X,Y]/(Y*—-2X). Ce type de corps apparaissent en géométrie algébrique
comme corps des fonctions rationnelles d’'une courbe (icladeourbe
d’équationY? — 2X = 0).

e De facon plus générale, supposons jsteéductible.
Siu € 24, av? € 4A (par (3.2) ) avec encorgy(a) < 1 («a sans facteur
carreé). Donw € 2A (2 irréductible).
Sinon,vy(u) = 0, et la condition (3.2) implique, (av?)
ve(a) € {0,1} etvy(v) > 0. Doncwy(v) = 0 etwy(a) =
Ce qui nous permet d’affirmer :
Si 2 est irréductibley. etv sont de méme parité. De plus, 4i; posséde
un élement du typé + 3/a, u etv étant non divisibles par, o n’est pas
divisible?2.

On retrouve par une autre voie avec la deuxieme partie de as#ertion
nulle autre chose que la contraposée du résultat précédent.

=0, avec
0.

e Supposons maintenadt= Z.
Si u est impair, on a vu que I'était aussi (car2 est irréductible dan¥).
Alorsu? = v* = 1 (mod 4). La condition (3.2) amene donc
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a =1 (mod 4). Notons qu'alors: = 5+ 5/a = %—Hj”f € A[”Qﬁ]
caru etv ont méme parité. Réciproquementosi= 1 (mod 4), tout élé-
mentz = %+ ¥\/a avecu etv de méme parité vérifie® —uz + =" =
(tous les coefficients sont dan¥) doncx € A,;. En particulier pour
u=v =1, 0ntrouve[ %] € Ay, doncA,, = A[MY2).

Par contraposée, on obtient aussi que st 1 (mod 4), u est pair, puis
est pair par ce qui précéde, doAg, = A[/« |.

D’ou le résultat :

PourA = Z, A, est égale Z[#] sia = 1 (mod 4), et vautZ[\/« |
sinon.

Cerésultat est tres classique. On peut le retrouver pargratans [Sam67].

e Soit maintenantd un anneau tel qud /4A = {0,1,2,3} ~ Z/4Z.
Sila classe de modulo4 A estl ou3, alorsu? = 1 (mod 4A) et la condi-
tion (3.2) impliquev? est dans la classe+ 4A (car les carrés modulbA
sont dond ou 1). Par suitev est aussi dans+ 4 A.
Donc, sia # 1 (mod 4A4), u € 2A. Or a est sans facteur carré, donc
a & 44, etv? € 2A (par (3.2) ). Si de plug est irréductible, on conclut
comme précédemment :
Si A est tel queA/4A = {0,1,2,3} ~ Z/AZ et sia # 1 (mod 4A),
Ay C A+ Aya/2. Side plug est irréductibleAy, = Aly/a .

Bien sar, pourd = Z, on retrouve la partiec # 1 (mod 4) du cas précé-
dent. Lanneal, des entierg-adique vérifie les hypotheses demandées a
A, et3 # 1 (mod 4Z,). Ainsi I'anneau des entiers d,(+/3) surZ, est
Z,[\/3]. Ce critére peut se généraliser comme suit.

e Soit.4 un anneau tel qud /44 = {0,1,2,3} ~ Z/4Z, posonsA = A[X].
Soita un polynéme ded = A[X]| tel que son coefficient de plus haut degré
non divisible pa# ne soit congru pas Bmodulo4. Cela revient a demander
que réduit moduld, @ € (A/4.4)[X] ne soit pas unitaire.

On a vu qu'un élément entier de(\/a ) est de la formée; + 5./« avecu
etv dansA c’est a dire des polyndmes dg X]. Il vérifie de plus
u? — av? € 4A = 4 A[X]. Réduisons moduld, dans(A/4.A4)[X] :

W —av?

0 (3.3)
Or, w S’écrit

d
E un Xk,
k=0
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lesw;, étant éléments dd /4.A. Mais

d
2= ZU—kQXQk + Z 2u_iu_in+j.
k=0 0<i<y<d
Siuy, est dans la classe+ 4.4, ug? = 0 et2u; w; = 0. Le terme de plus
haut degré da* dans(.A/4.4)[X] est donaz,,>X?", olin est le plus grand
entierk tel queuy, € {1+ A, 3+ A}. De méme, le terme de plus haut degré
dev? dans(.A/4.A)[X] estt,,2X*™, ol'm est le plus grand entidrtel que
T € {1+ A, 3+ A}. Notons enfir, X" le terme de plus haut degré non
nul dea, par hypothése,. Z 1 (mod 4.A4).
Reprenons 'équation (3.3), et examinons le terme de plus degré de
u? — a vl
Si2n > r + 2m, ce terme est,;2X>?". Par (3.3)u,? doit appartenir &A,
ce qui est faux cami, € {1+ 4,3+ A}.
Si2n < r+2m, ce terme est, vm2X2m+’“ Par (3.3)q,v,, doit appartenir
a4A.Orm,, € {1+ A,3+ A}, doun,? =1 (mod 4A4), a,v,,2 € 44
implique donay,. € 4.4, ce qui impossible par définition de
Donc2n = r — 2m, le terme de plus haut degré €8t,> — @, 7,,%) X*".
L'équation (3.3) implique iciz,,? — @, 7,2 = 0, mais on a vu que
Um? =1 (mod 4.A) et de mémey,> = 1 (mod 4.4). On aboutit &
1 —a,; =0 (mod 4.4), ce qui contredit 'hypothése sur.
Par suite, tous les coefficients detv sont dan® + 4.4 ou4.A, c’est a dire
queu etwv sont divisibles pa2. Donc Ay, = A[/« .
Soit A un anneau tel qud /4A = {0,1,2,3} ~ Z/4Z. PosonsA = A[X].
Soita un polynéme del = A[X] tel que son coefficient de plus haut degré
non divisible par ne soit pas congrumodulo4. Notons
= frac(A)(v/a).
Alors, 'anneau des entiers dé surA estA,; = A[\/a].
Notons qu’on peut appliquer ce critére palir= Z[X], ou pour I'anneau
Z,[X] des polyndbmes dont les coefficients sont des ertiadiques.

3.2.4 Expression a l'aide du discriminant

SoientA un anneau factoriell, le corps de fractions dd, et M = L(\/«)
une extension quadratique deou « est un élément dd sans facteur carré.

On va calculer le discriminamk de A,; sur A. On exprimera ensuité/ et
Ay alaide deA et A uniqguement.
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L'isomorphisme identitdd : = — z et 'isomorphisme conjugué défini par
o(1) = 1eto(y/a) = —y/a donnent deux isomorphismes distinctsAtet ; (M).
On peut donc calculer le discriminant dg; sur A dés que I'on connait une base
de M sur K contenue dand,,.

Dans les cas ol ), = A[\/a], le discriminant ded,, sur A estA = 4a.

Dans lecas ol = Z eta =1 (mod 4), le discriminant ded,,; estA = «.

Remarguons que dans tous ces cas décrits dans la sousr&2tR) on peut
exprimer doncV/ et A,,; sous la forme

A++VA

M =L(VA)etAy = A+ ( 5

)A. (3.4)

3.3 Précisions sur les ordres

Pour cette sectiomd est un anneau integre de caractéristique difféerents de
de corps des fractions, M est une extension finie de, A,, est I'anneau des
éléments dé/ entiers surA.

Nous définissons dans une premiere sous-section un ordedcetans son
expression. Lors de la sous-section suivante, nous donmansonstruction de
son groupe de classes et trouvons une représentation rnegbéeqle ce groupe
grace aux idéaux primitifs.

3.3.1 Définition et expression d’'un ordre

Définition 3.3.1 Soit M un corps contenant le corps des fractiénd’un anneau
A.

On appellera ordre d&l surA tout sous-anneau unitaire dé contenant une
base de\l sur le corpd. = frac(A) et qui est urA-module de type fini.

Dans la suite, nous nous limiterons a examiner des ordrésesoeauA, aussi
nous écrirons ordre d&/ pour ordre deV/ sur A. Nous nous contentons de plus
d’examiner les ordres dans les extensions de degré deuardies des extensions
quadratiques d€) sont connus de facon explicite ([Can87] ou [Coh95]). Nous
allons essayer de calculer explicitement leurs expresgioar toute extension de
degré deux.
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Proposition/Définition 3.3.2 Soit M une extension de degeédu corpsL des
fractions d’un annead de caractéristique différente de

Tout ordre dé\l estinclus dand,, ; il y estd’indice finif. Il s'écrit A+ fAy,.
L’entier naturelf est appelé le conducteur de I'ordre en question.

Soit © un ordre deM sur A. Un élément deO© avec torsion surd est un
elément deV/ avec torsion. Mais le corps/ est integre donc n’a pas d’élément
avec torsion. L'ordre® est donc und module libre. Si I'extensionM/ sur L est
quadratique, I'ordre® a au moins pour rang car il contient une base d&/
sur L, et son rang est en faitcar de toute famille d’au moins trois éléments, la
décomposition de ces éléments dans la bas&/d&ur L permet, en multipliant
par un dénominateur convenable, d’écrire une combinaiséaile nulle sur4 ;
une telle famille ne peut étre libre.

L'ordre © s’écritdoncAa+AS, (a, 3) € M? étant libre surd. L'appartenance

del eta? a®© permet de trouvefn, m,n’,m’) € A* tels que :
1=na+mpget
s ) (3.5)
a‘ =n'a+m'p.

En multipliant la premiére relation par, la seconde pat, avec une “réorganisa-
tion” des termes, on obtient :

a —maf = na?

= nn'a +nm/f. (3.6)

De plusas € © donc on peut trouver; t) € A? tels quens = ra + t3. D'ou,

(1 —nn")a —nm'B = map (en ordonnant (3.6)
(3.7)
= mra + mtf.
La famille («, 3) étant libre surA,
mr+nn' =1 m est premier aveq,
, . , (3.8)
mt +nm' =0 m divise donam'.
On reprend les décompositions initialesidet o dans(a, 3) :
ma? = mn'a +m'mp (3.9)

= (mn' —m'n)a +m’ en utilisant I'équation (3.5).
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On en tire dona? = (1’ — n™)a + ™ o0 ™ € A: a est entier.

Un raisonnement symétrique donfi@ntier :0 = Aa + AfS est donc inclus
dans I'anneau des entiers.

On sait qued,, et©® sont desA modules libres de ranmgjavecoO C A,,, donc
© est d'indice finif dansA,; (f = |Ax /O] par définition). Alors,A + f A, est
un A module libre de rang contenantd, inclus dans I'ordré® et d’indice f dans
Ay donc c’esto.

Pour peu que I'on connaisse une expressiod gie on peut préciser la forme
de I'ordre, comme dans le cas ci-dessous.

Corollaire 3.3.3 Soit M une extension de deg?edu corps des fractions d’'un
anneauA de caractéristique différente de NotonsA,,; I'anneau des éléments
entiers deVl surA.

Si Ay /A aA pour discriminant et vérifie (3.4),
l'unique ordre de conducteyfrest

Ay + /A
AM=A+—L3—iA
avecA; = f2A. L'élémentA; est alors appelé le discriminant de I'ordtg . .

Danscecasd + fAy = A+ f(A+ A+TVZA) =A+ %A Or f étant
un entier naturelf>A = fA (mod 2A) (séparer les cag pair et f impair). Le
résultat est alors immeédiat.

3.3.2 Groupe de classes d’'un ordre

Regardons a présent des sous-ensembles intéressantsli@ss: des idéaux.
Dans un anneau de Dedekind, les idéaux fractionnairesrsaarsibles et forment
ainsi un groupe. En général, on utilise plutét le groupe ignbdes idéaux frac-
tionnaires par les idéaux principaux. Ce groupe quotientppelé groupe de
classes de I'anneau en question. Un ordre n’est pas foraétaddedekind, mais
en se limitant & des idéaux bien choisis, on peut aussi eorestin groupe des
classes.

Définition 3.3.4 Soit M un corps contenant le corps des fractibnd’un anneau
integreA, et soit® un ordre deVl .
Un idéall de I'ordre® est dit propre si

VoeM, I CI = (€0O.
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Une démonstration élémentaire montre que tout idéal ifMerd’'un ordre est
propre, quelque soit la forme de I'extensidfy L : si 5 € M est tel quesa Ca et
sib est l'inverse da, alorsgO© = gab= (fBa)bCabC ©, a est bien propre.

On suppose dorénavant qeest factoriel, qué\// L est de degré et vérifie
(3.4). On désigne pak le discriminant ded,,/A. On se limiteraici & I'étude des
ordres dont le conducteurvérifie

Vbe A, 1= f2A (mod 4A) = b= fA (mod 24). (3.10)

Remarquons que cette condition est automatiquement eesfi¢ est pair, et
gu’elle I'est pour tous les ordres des anneaux, ou, parmexesnples de 3.2,
on a pu donner une expression explicite4lg.

Nous utiliserons pour cela la notation, 5) pour désigner I'idéab A + G A.

Lemme 3.3.5 SoientA un anneau factoriel de caracteéristique différente de
corps des fractions et M une extension de deg?éde L. NotonsA le discrimi-
nant deA,;/A.

Soitg(X) = aX?+bX +c une forme quadratique ot les coefficiemts, c sont
dansA et premiers entre eux, telle que son discriminant b? — 4ac n'admette
pas de racine carrée daasAlors, sit € M est un zéro de(X),

(i) Lensemble(a,at) est un idéal propre de 'ordr@, ar).

(i) siM/L vérifie (3.4), lorsque I'on choisit la forme quadratiqueelle que son
discriminant s’écritD = f?A avecf entier naturel vérifiant (3.10), 'ordre
(1,at) a pour conducteuf.

Démonstration

(i) Lanneau(l, a7) est manifestement un ordre d¢ sur A contenant I'idéal
(a,at). De plus, pour tout élémemt € M,

B=m-+nr

BT = mT + nr?

ﬁ(a,aT>C(a,aT><:>EI(n,m)€A2/{

B=m-+nr
pr = -2+ (%” +m)T.
(3.11)

<= 3(n,m) € A?/ {
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Or les éléments, b etc sont premiers entre eux et A, donc,

Brc (1, 7)< 3I(n,m) e A2/ {ﬁzm””
aln.
D’ ou,
Ve K, f[{a,ar)C(a,ar)<=pBe (1, ar).

(i) Rappelons que

_ b+ fVA

2

b+ fA A+ VA (3:12)
e e

Or f vérifie (3.10) etf(fdx) = b* — 4ac, donch = fA (mod 2A).
Par conséquent,

_MGA
2

eft,

(1,ar) = <1,fA+T\/K>.

Puisquel /L vérifie (3.4), cet ensemble n’est autre que I'ordre de
conducteurf de A, sur A. O

Proposition 3.3.6 SoientA un anneau factoriel de caractéristique différenté de
de corps des fractioris et M une extension de degeede L vérifiant la condition
(3.4). NotonsA le discriminant ded ,; /A. Soient© un ordre dont le conducteur
f vérifie (3.10) et un idéal fractionnaire de.

L’idéal a est propre si et seulement si il est inversible dans le mendés
idéaux fractionnaires.

Démonstration
On sait déja qu’un idéal inversible est propre. Sait idéal propre d&. On
peut écrirer sous la formex(1, 7), aveca € M, etT ayantaX? + bX + ¢ pour
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polynéme minimum sud aveca, b, c premiers entre eux tels qué— 4ac = Ay.
On avu qu'alor® = (1, ar). Pour tout élément, notonsz le conjugué de:.

aaga = aca (1; 7)(1;7T)

= N(a)(a; ar; aT; atT )
(3.13)
= N(a)(a;ar; =b; —c)
= N(a)(1; ar) car(a, b, c) sont premiers entre eux.
L'idéal a est inversible. O

Sous ces hypothéses, I'ensemble des idéaux fractionmawpses de 'ordre
Ax, forme un groupe. Il admet I'ensemble des idéaux principamroe sous-
groupe distingué. On peut ainsi travailler avec le quottengroupe des idéaux
fractionnaires par le sous-groupe des idéaux principau,|’Qn nomme groupe
des classes de I'ordeéa ,, notéC(Ax, ). Sil estunidéal fractionnaire propre de
I'ordre Ax,, nous noterong’l/() sa classe danS(A,,). Dans chacune de ces
classes on peut trouver un représentant remarquable qued’décrire.

Proposition/Définition 3.3.7 Toute classe d€'(Ax,) contient des idéaux de la

forme (a, _b+;/A_f> avec(a,b) € A? eth> = A; — 4dac ouc € A est tel que

pgcd(a, b, c) = 1. Un tel idéal est nommeé idéal primitif déx , .

Démonstration

I suffit de se souvenir que I'on peut écrire tout idéal progoas la forme
a(l,7), aveca € M*, etT ayantaX? + bX + ¢ pour polyndme minimum suf
aveca, b, c premiers entre eux tels qué— 4ac = A;. Quitte a utiliser le
conjugué de- et en multipliant par I'idéal principal engendré paik, on obtient
la proposition. O

3.4 Multiplication dans le groupe des classes

Nous allons décrire un algorithme de multiplication d’idgdoien choisis du
groupe de classes avec un anneau de dépattclidien, de caractéristique diffé-
rente de2, et avec une extensiall /L de degré et vérifiant (3.4). On considere
Aa, ordre deAy, sur A de conducteuy vérifiant (3.10).

On sait que siv, 3 sont des éléments dé tels ques?* = A; (mod 4a0),

I'idéal (a, _5+2V Af) est un idéal propre dél,,, et que toute classe admet un
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représentant de cette forme. On dira plus simplement guésit représentée par

2_ . . ;e .
a, B ou para, 3, 221 si on a besoin de plus de précision. Cette classe est alors

(A + _ﬁ%ﬂu)/{em + AJ‘%@A); e € M*}.

Examinons maintenant les différentes étapes de I'algngttie multiplication
des classes.

1. On prend deux classes représentéesipdr, c; etao, by, co. Ces derniers
sont des éléments dévérifiant bien sOr :

Vi € {1,2}, bi2 - 4aici = Af
Remarquons que par (3.1@), = fA (mod 2A) pouri € {1, 2}. La
somme(b; + by)/2 est donc un élément dé (congru af A modulo A).
2. On trouve par l'algorithme d’Euclide le pgedde a;, a, et % dansA

ainsi que son écriture damssous la forme :

by + by

d= hldl + h2a2 + hg 5

3. On pose: = aja,/d?. L'élémenta appartient manifestementf

4. On calcule
- h1a162 + hgagbl + hg%
N d

et on posé reste de la division euclidienne depara.

b/

Remarguons qukest I'unique élément dd tel que :

bibo+Af

b= h1a1b2+h20221+h3 2 (mOd a,A)
v(b) < v(a).

(3.14)

Lidéal (a,b) va évidemment étre un postulant a représenter le produit
(ay,b1).{as, by) modulo les idéaux principaux. Pour s’en rendre compte,uealc
lons tout d’abord diverses congruences.
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Sachant,? = A + aa;c;, on déduit :

hiaiby + hoagby + haby 2522
b= 14101 + N2azby + N3017 (mod%A)
d d
2
=b; (mod %A).
De méme, (3.15)
hiaiby + hoagby + haby 212
b= 14102 + Naazb + N3027 (mod@A)
d d
2
=by (mod %A).

D’autre part, pour la méme raison,

bl‘l—bg blbg‘l—Af

aq bg =

(mod 2ajasA) et,

2 2
(3.16)
by +b biby + A
asby 1; 2 = as ! 2; / (mod 2ajasA).

En additionnant ces deux derniéres relations multipli@es.p et h, respective-
ment avec la relation
bl + b2 blbz + Af

b =
201 5 a2 B

multipliée parhs, on trouve, avec la définition de

bt by, bibat A
2 T 2

(3.17)

(mod a%j?A).

Or,
— VA — VA
(mA+—ﬁ;?—lM(@A+—ﬁ;f—lM
n’'est autre que :

—by + /A —b; + A bibs + Ay — (b1 + b)) /A

2 \/7A+a2 1 ﬁA+12 5= (b 2)\/714
2 2 4

On déduit donc, a I'aide des congruences précédentes,

d? (aA—i—L \’AfA

2

(llazA “+ aq

) C (a1 A+ 5

_bl+ \/AfA)_(aQA_i__bZ% \’AfA) - l(aA+L \’AfA

2

).
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Notons que pour tout élémente A,

%A) (a(A+ %A)).(a%l+ %A).

a(aA+ = (o

On obtient donc le résultat suivant :

Proposition 3.4.1 Siay, by etas, by, permettent de représenter deux idéaux primi-
tifs de l'ordre A, alors

Cl({ai, _m%\/ff» Cl((az, _@%\/5» = Cl((a, _b%\/xf))

oua etb sont les éléments dé tels que :

bibo+A g
T {b = Marbathaoabiths— (mod aA)

& | v(b) < vla).

(3.18)

On obtient ainsi un algorithme pour effectuer la multiplioa des idéaux pri-
mitifs de A, . Ces calculs ont déja été effectués lorsgue- Z par une com-
paraison avec les formes quadratiques de détermihanita multiplication cor-
respond en effet a la décomposition de Gauss des formesatigaess. (\Voir le
rapport formes quadratiques idéaux primitifs avee- Z chez [Cox89], [Bue89],
[Coh95].) On voit ici que I'on peut généraliser cet algamiisans probleme a des
anneaux euclidiens avec les hypothéses (3.4) et (3.10).

3.5 Rapport avec les diviseurs

3.5.1 Lien entre jacobienne et groupe de classe pour une cdg
hyperelliptique

On s’intéresse aux diviseurs d’'une courbe projedtivéefinie sur un corpk
de caractéristique autre gaelisse, de genre, et d’équation affing? = F(z),
F étant un polynéme a coefficients daagjui ne soit pas un carré. Ce cadre de
travail correspond a celui de Cantor dans [Can87] (il étlelieas our’ est de
degré impair). Cantor y représente un diviseur par un codglpolynémes afin
d’effectuer I'addition de deux diviseurs. Nous allons eréer cette association
sous une forme correspondant aux sections précedentes.
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On cherche & appliquer le travail précédent a 'annéau k[ X |. Cet anneau
est euclidien (voir [Per81]). Notorlsson corps des fraction$/ une extension de
degré2 de L engendrée par une racine carredde ), A,, 'anneau des éléments
de M entiers surA. Le diagramme d’inclusion s’écrit dans ce cas :

M=LY/(Y? = F(X)) < Ay
|2 |
L = k(X) — A=Kk[X]

Les discriminants del,,;/A valent F* modulo le carré d’un inversible. Tra-
vaillons avec le discriminanh = F'. Nous noteron$. le groupe des diviseurs
principaux deC'.

Si P de coordonnées affire, y) est un point d&' avecy, P’ de coordonnées
de (z, —y) est aussi un point d€, ce sont les seuls points “affines” d’abscisse
de C. Le diviseur principal X — z) s’écrit doncP + P’ — 200, le symbolexo
représentant le point a 'infini de la courbe; auss?’ = P — 200 (mod Pc¢).
De ce fait, toute classe de la jacobienne(d@dmet un unique représentant de
forme réduiteD = Z’;’Zl k; P; — roo, ou les P; sont des points de la courlde
distincts deux a deux et de coordonnées affines ndtéeg ) (apparaissant avec
la multiplicité k; € N), avecr = Z;”/:O k; < g et la condition : siP;(x;,y;)
apparait dans la somme, auchp j # i n’a pour coordonnées:;, —y;). Cantor
associe alors a ce représentanies polynémes etb de A = k[X| suivants

a(X) =TT (X — )" et
b(X) est 'unique polyndme de degré strictement infériedeg(a) vérifiant :
Vie {1, ..., 7"}, (X —2)"|(b(X) — u)
ou k; est la multiplicité deP; dansD.

Cette deuxiéme condition signifie quelivise (b*> — F'). On peut alors considérer
c dansA tel quedac = b* — F'. Nous associeronsa I'idéal de A, définie par

—b+Y
b+ A

AD:CLA+

En définissanbged(}_;c; nibi, 32 e, myPy) pary_ oy min(n,, m;) P, re-
marquons qu'alor® = pgcd((a), (b — y)). Le diviseurD correspond donc ainsi
a un unique idéala, (—b+Y)/2) tel queb* — F =0 (mod 4aA).

Observons aussi que & ne divise pas:, ou Sivy(F) < 1, alorsa, b et
c = (b* — F)/(4a) sont premiers entre eux : I'idéal associé est un idéal pfimit
de Ay. Or,ux(F) > 1 implique queC n’est pas réguliére ef, 0) : Ap estdonc
primitif.



3.6. LIEN AVEC LA CRYPTOGRAPHIE 82

3.5.2 Traduction de I'addition dans la jacobienne

On suppose toujours pour cette section quest une courbe lisse d’équation
affiney? = F(X) sur un corpsk est de caractéristique différente 2leConsidé-
rons deux classes de la jacobienne(ddont les représentants de forme réduite
sont les diviseurd); et D, respectivement. Associons alors, par le procédé dé-
crit en 3.5.1, aux diviseur®; et D,, les polynbmes,, b, etay, by respective-
ment. L'algorithme décrit en 3.4.1 donne les polynémex b tels que la classe
Cl({(a, (=b + F)/2)) soit le produit des classe&si({a;, (—b; + F)/2)) et de
Cl({az, (—bs + F')/2)). La somme des diviseurs correspond a la multiplication
des classes comme le décrit la proposition suivante :

Proposition 3.5.1 Sous ces hypothéses, la classe du divisgur D, correspond,
au sens développé a la section 3.5.1, a la classe de lidéal(—b + F)/2A.

On peut reprendre la démonstration faite dans [Can87] qupte la multi-
plicité dea etb en chaque point et la compare a celleldéCantor travaille avec
F de degré impair, mais cette démonstration n’utilise pa® dstpothése). L'al-
gorithme de multiplication des classes permet ainsi detoans un algorithme
d’addition des diviseurs, d( d’ailleurs a David Cantor [8&h Constatons que sa
complexité est dg(ln(g))2 opérations.

3.6 Lien avec la cryptographie

3.6.1 Cryptosysteme quadratique

On va décrire un cryptosystéme de type El Gammal construitrsgroupe de
classes d’'un ordre d’'une extension quadratiqu€d€e systeme a été proposé
par Hunlein, Jacobson, Paulus, et Takagi en 1998 [HIPTO1].

Bob veut construire un cryptosytéeme a clé publique, afin devar des mes-
sages confidentiels (notamment d’Alice) lisible par luiguement. Bob choisit
pour cela un nombre naturgkt noteA le discriminant d&Q[,/—p |/ Q. La situa-
tion se résume ici par
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M:Q[\/A] — A]w
|2 |
L = Q <« A=1Z

Bob choisit ensuite un nombre premigpour travailler dans I'ordre de discri-

minantA,. Il y choisit un idéak= (g, b"’+;/A_q>. Enfin, Bob choisit un entier et
un idéal équivalent g* qu’elle nommeaer.

Il rend publique :

le discriminantA,,

les idéauxa et g dansO,,.
Il garde secret :

le conducteurg,

la clé secrete vérifianta~ g°.

Alice veut envoyer son message sous forme d’un iaéde © 4 . Elle choi-
sit k et transmet au récepteur Bob les idéauxg” etp= m a*. On reconnait un
cryptosysteme El Gammal. Remarquons toutefois que I'oredi@ctuer une mul-
tiplication d’idéaux ; en fait on sait multiplier les classeorrespondantes. Pour
retomber sur le message, on peut introduire la notion d'ick&huit.

Proposition/Définition 3.6.1 Un idéal deAx, du type(a, _b+;/A_“> avec
b* = A, — 4ac est dit réduit sfb| < a < c avec de plus > 0 dés queb| = a ou
a = C.

Tout idéal(a, 4,%\/5> avech? = A, — 4ac de norme inférieure a@ est
réduit.

Il existe un unique idéal réduit dans chaque classé @, ).

Ce qui se passe pour les extensions quadratiquésets déja bien connu : on
peut trouver une démonstration de ce résultat par exempke[@@x89] ou dans
[Coh95].

On impose donc initialement au message a envayaicondition
Nm) < /—A, /4, de facon a étre sar qu’il soit réduit. En suivant le décodage
du El Gammal, Bob peut récupérer la classengi@uis il cherche I'unique idéal
réduit dans cette classe : c’est le message envoye. Vo Y¥op [HIPTO1] pour
I'aspect pratique de ces opérations.

L’'avantage de ce systeme est de proposer une ‘double caritsens qui
est montré dans [HIJPTO1] :
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Proposition 3.6.2 Supposons connue une attaque du cryptosysteme EI Gammal
dansC(©,).

Alors, casser le cryptosysteme revient a pouvoir trouveleleomposition de
A, eng’A.

On peut construire I'analogue de ce cryptosysteme sur kebes en partant
de A = F,[X], avecqg = p", etp un nombre premier différent de On considéere
une extension quadratique du corps des fractiond de

M=L[Y]/(Y? - F(X)) < Ay
|2 |
L = k(X) — A=K[X]

Nous pouvons reprendre la construction du cryptosystégsepté su¥. avec
les mémes formules sut : par ce qui précede, toutes les opérations y sont algeé-
briguement identiques. Malheureusement, le discrimidatiordreA, = ¢*A se
décompose en produit des polynémes F,[X] et A € F,[X]. Or, s'il est diffi-
cile de factoriser des entiers, il existe des algorithmesoaeplexité polyndmiale
pour factoriser les polyndmes @& [X|. La version “courbe” de 'algorithme de
Hunlein, Jacobson, Paulus et Takagi est donc inintéresdant la mesure ou elle
n'apporte aucune sécurité supplémentaire,

3.6.2 Avantage de travailler avec un ordre

L'étude des ordres dans le cas d’'une extension quadratigGg @st un do-
maine connu, rappelons en particulier ce théoreme [Cox89].

Théoréme 3.6.3SoientM une extension quadratique €g de discriminant),
Ay 'anneau des entiers de€, Ay un ordre de conducteyrde M. Notons
h = #C(Ay) le cardinal du groupe de classesAlg.

Le cardinal du groupe des classesAjeest donné par

__fn _ (At

Le terme(%) représente le symbole de Legendre, qui viast A est un carré
modulop, —1 sinon. On peut trouver une démonstration de ce théoréme dans
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[Cox89], [Coh95] ou [ENj99]. On va appliquer ce théoremestpre I'extension
M/Q est quadratique imaginaire, dans ce p&§ : A7] = 1.

Il apparait alors bien plus facile de calculer I'ordre d'ungpe de classes d’'un
ordre qu'un groupe de classes de méme grandeur. Ce fait easrgidtosystéme
quadratique d’autant plus intéressant.

Un autre intérét de la facilité de contréler I'ordre des s&ssdes ordres est
de pouvoir construire des groupes tests. On a vu, dans le’'was dourbe hy-
perelliptique, que la jacobienne s’exprime comme un grailgelasse. La cryp-
tographie s’est particulierement développée en utilisahtisomorphisme (avec
des cryptosystémes basés sur le logarithme discret, volrek) attaques de ce
genre de systeme utilisent donc les opérations du groupkasises, identiques a
celle du groupe de classes d’'un ordre. L'une des plus abgaargparmi les plus
récentes) est celle de Gaudry [Gau00], utilisant une rebtleede collision par
une marche itérative puis un traitement d’algebre linéapemisé. Deux cher-
cheurs de l'université d’'Urbana-Champaign, Eric Landgetislonathan Webster,
ont amélioré et programme l'algorithme de Gaudry. Ce progna fonctionnait
(en mars 2002) pour les groupes de classes qu’ils pouvatmntler mais qui res-
taient d’ordre petit. La constatation que l'attaque eshiigie pour les ordres (il
suffit juste de changer le discriminafstpar f2A) nous a permis de leur proposer
des gros groupes a casser. Le programme a réussi a résopdobliEme pour le
discriminant—10008601877734695908479 mais a échoué pour un discriminant
d; = —1000000000000000000000000001443 * 20004232. Cet exemple est inté-
ressant car la taillé ; du groupe de classes de I'ordre de discrimingntité est
hy = 2% 1000211 x 103902575992349 qui a peu de facteurs premiers, et tous de
puissance : on peut donc y trouver des éléments de grand ordre, ce quid faut
pour un bon logarithme discret. Lexemple résolu le plus\drpar ce programme
étaitd; = —40016925754966949318639 = —10000000991 * 20004232, la taille
du groupe des classes etant= 175571037674 = 2 * 87767 * 1000211 (bonne
décomposition). Eric Landquist et Jonathan Webster oms aéfléchi de nouveau
sur leur programme : ils pouvaient tester maintenant leouselles améliorations
a l'aide d’exemples issus des ordres. lIs ont ainsi, en susrenoncé la résolution
par leur programme du logarithme discret

— le 29 ao(t, en travaillant avec I'ordre de discriminant

d; = —1000000000000000000000000001443 * 2000423
= —4001692178929000000000000005774441814194547



3.6. LIEN AVEC LA CRYPTOGRAPHIE 86

dont la taille de groupe des classes est

hy = 103902575992349 * 2 * 1000211
= 207848998871766771278

et avec

g =[23;19] et
h = [221620891566838614101; —170818227905445527653]

en947 secondes. lIs trouvent= 39895106467666494903.
— le7 octobre, en travaillant avec I'ordre de discriminant

d; = —1000000000000000000000000001443 * 10000000993
= —100000019860000986049000000144300028657981422868707

dont la taille de groupe des classes est
hy = 1039025863202650536394906

et avec

g =1[23;—17] et
h = [4801379007868357484644009; —3009804988738108275886547]

enb5943 secondes. lIs trouvent= 729556922614964277230474.
— le 15 octobre, en travaillant avec I'ordre de discriminant

d; = —1000000000000000000000000001443 * 10000000993
= —100000019860000986049000000144300028657981422868707

dont la taille de groupe des classes est
hy = 1039025863202650536394906

et avec

g =[23;—17] et
h = [3660475293469342278973487; 3245083567350054507653473]

en2272.91 secondes. lls trouvent= 725748555769821823169543.
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— le29 octobre, en travaillant avec I'ordre de discriminant
dy = —10000001986000098604900000014430002
dont la taille de groupe des classes est
hy = 1039025863202650536394906

et avec

g=[23;—17] et
h = [1328147294067310596642667; 3338927209934598803]

en1797.9 secondes. lIs trouvent= 248529387001287896877585.
Pour tous ces exemples, on entend par la notatidn I'idéal

(a; (=b++/dy)/2).
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Chapitre 4

Répartition des angles de Frobenius

4.1 Introduction

Pour une courbeX lisse sur un corps finkK, on définit la fonction zéta par
Z(X,T) = exp (> ,»; N.T"/n), ol N,, désigne le nombre de points desur
une extension de degréde K. Son étude est donc importante car elle nous donne
des informations sur les nombras,. Weil a montré la rationalité de la fonction
zéta. Le but de ce chapitre est d’étudier la distributionatezgros. On rappelle
tout d’abord dans la section 4.1 des outils mathématiquesssaires pour notre
étude. Aprés avoir précisé notre motivation en 4.2.1, omsgpla formule expli-
cite” et les travaux déja effectués sur ce sujet (Serre shsda, Lachaud) dans les
sections 4.2.2 et 4.2.3. Les sections suivantes prolorgasnétudes, on y trouve
entre autres les résultats annoncés dans l'introduction.

4.1.1 Exemples de courbes

On appellecourbetoute variété projective de dimensionAvant toute étude
examinons quelques exemples classiques de courbes. PauellencourbeX
définie sur un corps finkK, on noteraN le hombre de points d& surK et g
le genre deX (on trouve dans [Per93] la définition du genre arithmétiquea
courbe irréductible).

Proposition 4.1.1 La droite projective est une courbe $trde nombre de points
N = g+ 1. Son genre est nul.

Silverman calcule ce genre dans [Sil85] en constatant gigkiste pas de diffe-
rentielle holomorphe suP!.

89
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Proposition/Définition 4.1.2 On appelle courbe hermitienne toute courbe définie
par
X/F : Y Z4YZ =X

Ces courbes ont pour nombre de points rationdels 2 + 1 et pour genre
_ r(r=1)
=

On verra qu’elles réalisent le nombre maximal de points pougenre donné.

Proposition/Définition 4.1.3 La courbe de Klein est définie par
XY +Y3Z+72°X =0.
SurFy., son nombre de points est

N 2"+ 1siv#0 (mod 3),
)22 +1—s,8iv=0 (mod 3)

ou{ss,}, N €St définie par la relation de récurrence
S3(nt2) T 983(nt1) + 883, =0

et les valeurs initiales, = 6 ets; = —15.

Pour I'étude du nombre de points de la courbe de Klein voiegample [Ste].
Klein a trouveé I'équation de cette courbe comme modeéle péguation modu-
laire X (7) (voir chez [Ogg69] ou [Mor97] la définition des courbes ma@iids).

Proposition/Définition 4.1.4 Soitn un entier naturel. Posong = 2" et
q=2q2 =221,
La courbe deéfinie sufF,, d’équation affine

y'+y=a® (2’ + )

a pour genrg = qo(q — 1) et pour nombre de points rationnéls= ¢> + 1. Elle
admet le groupe simple de Suzuii(q) pour groupe d’automorphismes, nous la
nommerons donc courbe de Suzuki.
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Cette courbe atteint le nombre maximum de points rationpessible pour ce
genre (voir pour cela [HS90]).

Proposition/Définition 4.1.5 Soits un entier naturel. Posong = 3° et
q=3q2 =3>TL,
La courbe dé&* d’équation affine suF,(z, y1, yo)

{yf — = (2" ) “.1)

Y3 = y2 = 2*0 (2 — )

a pour nombre de points rationnéls= ¢* + 1 et pour genre

3
g = 5610(61 —1)(g+q +1).
Son groupe d’automorphismes est un groupe de Ree d'gttlre- 1)(¢® + 1),
nous nommerons cette courbe courbe de Ree.

Cette courbe atteint aussi le nombre de points rationneksnnusn pour le genre
correspondant (voir [HP93]).

4.1.2 Rappels sur la conjecture de Weil

Définition 4.1.6 Soit V' une variété projective sur un corps fii. Pour toute
extensionK,, de degrén de K, on poseN, le nombre de points de la variété
regardée suK,, (i.e. de points a coordonnées ddRs vérifiant les équations
définissant’). On appelle fonction zéta la fonction

Z(V/K,T) = exp (ZNn%). (4.2)

n>1

On montre que pour les variétés lisses (i.e. non singu)iGadsnction zéta est
rationnelle ; Weil a conjecturé la forme de la fonction zetd 849 [Wei49], et I'a
démontrée pour les courbes et variétés abéliennes. Ongoaurter dans [Sil85]
(ou dans [Har77]) un énoncé de cette conjecture ainsi quéaamé des divers
travaux faits depuis a ce sujet. Nous allons juste donneritiiée rationnelle deZ
dans le cas d’'une courbe sy, ¢ étant une puissance d’un nombre premier.
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Théoréme 4.1.7 Considérons une courbe irréductiblelisse de genrg définie
sur le corps finF . La fonction zéta s’'écrit alors

P(T)

2T =00 —qn)

(4.3)

2g9—1

avecP(T) un polynéme de la formeP(T) = 1+ 337, ¢;T7 + ¢?T*, ou lesc;

sont des éléments de

Dans le corpC des nombres complexes, on peut donc écrire le polynéme
numérateur sous la forme

29

P(T) =[] = w).

=1

En comparant les deux écritures du polynahi&, ¢), on déduit que

29
H wj = qg.
j=1
En fait, la contribution en module de chaqugau produit est uniforme [Wei49] :

Théoréme 4.1.8 Considérons une courbe irréductiblelisse de genrg définie
sur le corps finF . Notonsl /w;, oul < j < 2g, les racines dars du polynéme
numérateur de la fonction zéta de

Les nombres complexes sont conjugués deux a deux et de modyte

En développant en série entiére” (X, ¢), on obtient

Proposition 4.1.9 Soit X une courbe irréductible lisse de gemréeéfinie sur le
corpsF,. Notonsl /w;, oul < j < 2g, les racines danG du polynéme nume-
rateur de la fonction zéta d€. Le nombre de points d& sur une extension de
degrén du corpsK est donné par

29
No=q"+1-)Y w" (4.4)
j=1

Toute information sur les; permet donc de mieux connaitre le nombre de
points de la courbe. On va appeler leurs arguments anglesobterius.
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4.1.3 Lien avec le Frobenius, cas des courbes elliptiquegrt
minologie générale

Dans la premiére partie de cette section, on donne une ssgléda démons-
tration de la proposition 4.1.9, en concluant de fagon piasipe pour les courbes
elliptiques. Cela permet d’appréhender la terminologiédidans la proposition
4.1.11, avec laquelle nous travaillerons tout au cours diapitre.

Nous travaillons toujours sur un corps fldi = F,, avecqg = p", p étant un
nombre premier et un entier naturel. NotonK une cloture algebrique de, et
P™ I'espace projectif suK de dimensiomn.

Définition 4.1.10 Pour tout entier naturel on appelle;™-ieme puissance de Fro-

benius l'application
o, . P™ — P
(x0’$17... ’xm)'_)(xhoL’xlqn’... 7xmq )_

K étant de caractéristique ®,, est manifestement un morphisme.
Nous considérons maintenant une courbe donnée par les icgiguat

Fi(xg,z1, - ,xp) = 0,1 <1 < m— 1, lesF; étant des polynbmes homogénes
deK[Xy, X1, -, X,,]. Pour tout corpk C K, nous poserong (k) I'ensemble
des pointzg, 1, -+ , z,,) € P™ (k™" zéros de tous leB;. Remarquons que,
pour touti € {1,..., m — 1},

V(.I'(), Tyt 7'1‘771) € Pm7 F(én(l‘O)xl) e 75L‘m)) - (F(:L‘Oa Ty 7:L‘m))q'

La restriction deb,, & £(K) est donc a valeurs daig K). De plus, siK,, désigne
une extension de degréde K, I'extensionK/K,, est galoisienne, de groupe de
Galois engendré pair,,, donc

Pec EK,) < ®,(P)=P
On en déduit don&(K,,) = (Id — ®,) " (0).

Prenons maintenadf une courbe sur un corfs = F, fixé. On appelle alors
la restriction de laj-ieme puissance de FrobeniuXaendomorphisme de Frobe-
nius deX . Notons que c’est la puissance qui correspond au corps ¢l thiaé
K. Nous notons maintenarit|’endomorphisme de Frobenius d& L'endomor-
phisme®™ est alors laj*-ieme puissance de Frobenius. On obtient donc/gye
est le cardinal dé/d — ") (0).
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On suppose en plus pour ce paragraphe que la caoXirlest elliptique (i.e.
de genrel). Lendomorphismed induit sur le module de Tate d& un endo-
morphisme®;. On montre queb, a deux valeurs propres distinctes complexes
conjuguéesu; et w, de produitg, et que le cardinal dé/d — ®")~'(0) vaut
det(T Id — ®,")(1) pour tout entier naturel. On en déduit, sK est elliptique,

N,=1+¢"— (W"+T"), avecw = ,/qe’®
O est I'angle d’'une valeur propre de I'endomorphisme indaitendomorphisme

de Frobenius, on lI'appellangle de Frobeniude X . On peut trouver les détails
des faits annoncés ici dans [Sil85].

La forme particuliere degv,, trouvée dans le cas des courbes elliptiques se
généralise pour une courbe irréductible comme suit.

Proposition/Définition 4.1.11 Soit X une courbe lisse, absolument irréductible,
de genrgy surK = F . Alors, pour tout, € N*,

g
Z w;" + T;") (4.5)

avecvj € {1,---, g}, w; = /qe"%.
On appelle les nombres réel< [0, 7| angles de Frobenius dé.
On utilise alors plutét (4.5) sous la forme :

N,=q¢"+1-— 2\/q_”z (cos(nb;)). (4.6)

4.2 Etude

Nous travaillerons dans toute cette fin de chapitre avec anbe projective
X lisse, absolument irréductible (une courbe réalisant res ¢xigence est dite
algébrique), de genrg définie sur le corpX = F,.
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4.2.1 Motivation

Nous cherchons des informations sur les nombres de paintsur les dif-
férentes extensions d&€, mais bien sOr plus particuliéerement siir = N, le
nombre de points suK. Notons que la borne de Hasse-Weil nous donne déja
|IN — (¢ +1)| < 2g./q pour toute courbe sUK = F,. Rappelons qu'asymptoti-
quement, par la borne de Drinfeld-Vladuts [VD8Binsup, .., N/g < /g — 1
pour toute famille infinie de courbes dont le genre tend varri. La borne de
Hasse-Weil semble donc trop large pguendant vers 'infini. Nous donnons tout
d’abord des majorations du typé < ag+ b plus fines moyennant des hypothéses
sur X ou K en section 4.2.3.

On s’intéresse ensuite aux familles infinies de courbesléagenre tend vers
I'infini. Nous démontrons dans I'annexe B qu’on peut exgaiiune famille de ce
type une sous-famille dont tous les quotiefNty ¢ admettent une limite lorsquge
croit vers I'infini. De telles familles (dont les quotients /g convergent) sont ap-
peléestamilles asymptotiquement exacf@sf92]. Tsfasman et \Adut montrent
qgue pour une famille asymptotiquement exacte, la répamtifies angles de Fro-
benius admet une distribution limite donnée par une mesamérte sur0, 7]
[TVI7]. Il en découle que les angles de Frobenius d’'une fenaibymptotique-
ment exacte sont denses daisr]. Une famille infinie de courbes dont le genre
tend vers l'infini comprenant une sous-famille asymptciment exacte, on en
déduit que toute famille de courbes dont les angles ne santigases est finie.
Concretement, Sb contient un ouvert non vide, toute famille de courbes sans
angles de Frobenius dafsest finie. Nous cherchons dans ce chapitre a connaitre
les valeurs maximales du nombres de point rationnel et dreg#ances familles
avec angles hors de.

On peut trouver les renseignements sur la répartition dgiesde Frobenius
pour des familles aux genres non bornés dans les études atniest et Vladuts
[TV97] et de Serre [Ser97]. Duursma et Enjalbert proposest groblemes ou-
verts sur ce sujet dans [DE0Z2].

4.2.2 Etude théorique

Nous reprenons ici le travail fait dans [Ser83].
Rappelons (4.6) :

g9
Vn € N*, N, =q¢" +1—q¢"/? ZQCOS(TL@i)

=1
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ou{0;},,., estI'ensemble des angles de Frobenius de la calirde genrey.

Nous poserons pour toute la suite= ,/g. On peut alors réécrire (4.6) sous la

forme
g

Nir" 4 (N = Nr™" =" 477" = 2y " cos(nb;) (4.7)

i=1

On peut généraliser en= 0 par
g
0=2g-2)> 1
=1

Introduisons maintenant une suite de nombres #ggl$ _\ et définissons les
fonctions
f:R—R
© — ug+ Y, Upcos(nO)
et, -
Yv:R—R

Ty U™
Pour chaque, multiplionsu,, avec I'équation (4.7) correspondante, la somme
surn du résultat donne

g

Nip(r~t) + Zun(Nn — N r™™ = 2upg +(r) +(r 1) —2 Z f(0;). (4.8)

n>1 j=1

4.2.3 Application : majorant du nombre de points rationnels

Reprenons le choix dgu, },, . fait dans [Ser83].
(@) uo =1,
(b) Vvn>1,u, >0
(c) f(0) > 0, pourtoutd € [0, 7.
Appliqué a (4.8), ce choix améne a:

No(r=h) <29+ 0(r™") +¥(r).
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Pour illustrer ce cas, considérons la fonctjodonnée par :

cos(0) \’

f(0) = 0082(9)(1 — m)

(4.9)
7 V3 1
=1+ +/3cos(6) + 6 cos(20) + 3 cos(30) + 5 cos(40).
L'égalité (4.8) conduit alors a, poyr= 3 (i.e. pour les courbes définies dty),
54
N < H(g —15) 428 < 1,317g + 8,244.

Cette inégalité est donc meilleure que celle de Hasse-We[L]. Elle est atteinte
siN; = N, = N3 = N, etsiles angles de Frobenius sont démng2, 27/3}. C'est
le cas pour la courbe de Deligne-Lusztig associé/a(3) [HP93]. Cette courbe

est de genre = 15 et a pour nombre de poinfé = 28. Le polyndme numérateur
de sa fonction zéta e&(T) = (1 + 372)"(1 + 3T + 372)°.

4.2.4 Premier choix :ug = 1
Remarqguons la généralisation possible du choix de Serr835esi on peut
trouver un ensembl® tel que{u,, },  Vérifie
(a) Up = ]-7
(b) Vvn>2,u, >0
(c) f(0) > 0,pourtoutd C © € [0, 7.
On déduit alors de (4.8) :
No(r ') <29+ 9 ) +9(r) =2 > f(6).
0 €O

Par suite, toute courbe telle que

Ny(r™') > 29+ o(r™) + ¢(r)

doit avoir une somme _, _, () négative, elle a donc un de ses angles de Fro-
benius dang), 7] \ ©.

Pour tout élément € [0, 7|, choisissons la suite, = 1, u; = —Cosl(a) etles
termes suivants nuls. On obtient la fonction

~ cos(©)

cos(a)

f:e—1



4.2. ETUDE 08

Elle est positive sufa, 7], strictement négative syd, «|. En appliquant ce qui
précede, on déduit que toute courbeEyitelle queN +2,/gcos(a) g < g+1a
un angle de Frobenius dafts «f.

Utilisons maintenant la fonction
f 0 +— 14 3v2cos(h) + 2v2cos(30).

Elle correspond a une suitg., }, . Vérifiant les conditions du choix. Elle se

factorise sous la formg(¢) = (1 + v2cos(6))(1 — 2v/2cos(6))”. On obtient
ainsi que toute courbe s, avecN > § + % a un angle de Frobenius dans
]%”, 7[. On peut trouver dans [vdGvdV00] des exemples de courbidagsant la
condition. Toutes les vérifications d’existence de cous#giant les conditions
trouvées dans les prochains chapitres viendront aussid@vpV00].

4.2.5 Deuxieme choix ug = 0
On suppose maintenant que :

(@) uo =0,

(b) Vo> 2,u, >0

(c) f(6) > 0,pourtoutd € © C [0, 7].

On déduit alors de la formule (4.8) :

NY(r ) <o) +4(r) =2 ) f(0).

0 €6

Donc, toute courbe vérifiant I'inégalité

Ny(r™) > (™) +o(r)

doit avoir une sommg_, .o, f(f) négative, elle a donc un de ses angles de Fro-
benius dang, 7] \ ©.
Si de plus la suitgu, }, . verifie

vn >m, u, = 0.

(d) Im € N/ {

Vne{l,-- ,m}, up = Upms1-n-
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alors, la condition suffisante pour avoir un angle d@ns] \ © devient

N > rmt 41,

En effet, dans le cal), 72505 = %ﬂﬂljrn_m = rm,

On peut appliquer cela a la suite issue de la foncfion 6 — cos(#). On
trouve alors que toute courbe dont le nombre de points véyifie 72 + 1 a un
angle de Frobenius dafs/2, 37 /2[. La droite projective a un nombre de points
N = r? + 1 et n’a aucun angle dars /2, 37/2[, la condition trouvée est donc
optimum.

La fonctionf : 6 —— cos(f) +cos(26) donne une suitgu,, },, . Vérifiant les
points(a), (b), (c) et (d). Elle est strictement négative uniquement jsyt3, r|.
On obtient donc que toute courbe telle gdie> r3 + 1 a un angle de Frobenius
dans l'intervalle ouverfr/3, 7[. On ne peut améliorer I'inégalité : la courbe her-
mitienne sufF',= n’a aucun angle darjs /3, = bien que son nombre de points soit
N =3+ 1 [RS94].

La fonction

f(0) = g cos(0) (1 — 2 cos®(A)) (1 — 8cos*(A))

1 1
= 1—70 2cos() + 5 V2cos(36) + 5 V2cos(56)

s’annule aux angles de Frobenius des cinq courbes ellggigurF,. La suite
{un},en @ssociée vérifie les quatre conditions requises. On en tdgdeitoute
courbe sufF', a jacobienne complétement décomposable a son nombre de poin
borné parN < 6. Cette borne est atteinte par la courbe

x2+:p

2
ty=——"-—.
sy (22 4z +1)°

4.2.6 Troisieme choix uy = —1
On suppose ici que :

(a) Up = _17

(b) Vn>2,u, >0
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(c) f(0) >0,foralld € © C [0, n].
On déduit alors de la formule (4.8) :
Ny(rh) < =29+ (™) +u(r) =2 > f(9).
0 €O

Donc, toute courbe vérifiant I'inégalité :

No(r=h) > =29 +(r™h) +(r)

doit avoir une somme _, ., f(0) négative, elle a donc un de ses angles de Fro-
benius dang0, 7] \ ©.

Si de plus la suitgu,, }, . Vérifie la condition supplémentaire

(@) (') =0,

toute courbe dont les angles de Frobenius sont dans I'erisénabun genre borné

par
iG)
2
La fonction construite de maniére a s’annuler aux anglesalednius des trois
courbes elliptiques considérées furet définies suF'; et de degré minimum a
la forme suivante

4 7 26 16
f(0) = —1— = cos(f) + = cos(26) + — cos(30) + — cos(46).
3 9 9 9
La suite associée Vvérifie les quatre conditions. Il s’ertput toute courbe s,
a jacobienne completement décomposable a un genre infa26uaméliorant la
borne donnée par Serrg € 145 dans [Ser97]). Cette méthode est d’autant plus

intéressante que la courbe modulaiiél 1) atteint cette nouvelle borne [Lig77].

4.2.7 Etude du degré deux

On cherche toujours a trouver des conditions pour I'existaiiun angle de
Frobenius dans l'intervalle ouvel, 3[. La premiére idée est de considérer une
fonction f de degré2 en cos(f). Quitte & diviser par un scalaire pour pouvoir
appliquer les cas précédents (division qui ne change rigaisonnement), il est
plus intéressant de prendfesous la forme :

z — (cos(z) — cos(a)) - (cos(z) — cos(f)).
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On obtientf (z) = 3 cos(2z) — (cos(a) + cos(3)) cos(z) + (3 + cos() cos()).
Remarquons que, = 5 + cos(a) cos(3).

Regardons quelques cas patrticuliers :

Poura = £ et = 2%, on trouvey, = 0 (deuxiéme choix )f(z) = cos(2z) est
strictement négative uniquement $§|[f{f[. Nous trouvons ainsi que toute
courbe dont le nombre de points rationnels vér¥ie- 1 + r* a un angle
de Frobenius dang, 27 |.

Poura = T et = 27, on trouveu, = 2-¥2, la fonction correspondante

f(x) = 4 cos(2z) + @ - cos(x) + 2*4—& est strictement négative unique-

ment sufZ, 2[. La fonctionf /u, a le méme signe et vérifie les conditions
du premier choix. Pouj = 2, si N > 8=2V24 4 2142V2 |3 courbe posseéde
donc un angle de Frobenius dafs 27| (Le minorant s’applique pour un

genre de a28).

Poura = T et = m, on trouveu, = —¥2-! négatif. On applique le travail fait
au troisieme choix & la fonctioAZ = —1 + V2 cos(x) + <522, ce qui
donne que toute courbe sy telle que

221y VIH2-V2
2-+v2)/q+1 (2-v2)/q+1

a un angle de Frobenius da}is 7[. Numériquement, cette condition de-
vient N 4+ 0.9061g > 4.0939 sur F,, elle estN + 1.2336g > 6.9783
surFs3, elle donneN + 1.5259g > 10.526 surF, et elle s’approxime par
N +1.7932¢g > 14.6586 surF'5. Pour entier naturej non nul, on peut trou-
ver une courbe de genteet vérifiant les inégalités obtenues &, F; et
F,.

4.2.8 Exemple de construction en degré supérieur

On cherche ici a construire une fonction permettant par aequé de
déterminer une condition pour qu'une courbe ait un anglesdantervalle
] arccos(a), — arccos(a + €)[. On part d’'une fonction de degpe

0 — (cos(f) — a)(cos(f) + a + ¢)
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donnant l'intervalle voulu. Cette fonction ne donnant pasésultats intéressants,
on passe au degBéavec

0 — (cos(@) — a)(cos(@) + a + €)(cos(0) — b),

avech €]—o0, —1]J[1, oo], de fagon a contréler l'intervalle des valeurs négatives,
mais qui, méme optimisé & —1), n’est pas plus probante. On construit alors une
fonction de degré du type

0 — (cos(f) — a)(cos(A) + a + €)(cos(h) — b)?
encore fabriquée de maniére a contrdler le signe, puis méndegté avec
£(8) = (cos(h) — a)(cos(8) + a + €)(cos(h) — b)(cos(8) — ¢)?,

avec toujour$ €]—oo, —1] |J[1, co|. Cette derniére fonction s’avére plus efficace.

On développef (0) = >-»_, ui, cos(kf). En cherchant & minimiser la condi-
tion surN avecr = /2 (i.e. en travaillant suF,) avecu;, > 0 pourk > 1, on
trouve qu’il faut prendré = —1, puisuy = 0, et enfinuz = 0. On travaille donc
avec

a+ e(a))z'

2

f(0) = (cos(0) — a)(cos(8) +a+¢€)(cos(6) + 1) (cos(d) +

Pour avoir une condition optimum, il faut donc, pour chaguédéterminer(a)
parus = 0. Toutes les autres conditions sont en effet satisfaites.

Sans chercher a optimiser, travaillons avee cos(3) ete, tel que

3
—a—€ = COS(ZW),

c'est a dire avec la fonction

F10) = (cos0) = ) (cos) + 52) (cos(0) + 1) cost0) - 72

3—-2v2 3-+2 7422 3—2v2
2
R cos(6) + ol cos(20) + o1

1
cos(30) + 16 cos(56).

On est dans les conditions du premier choix; I'étude de cenoas donne que
toute courbeX a un angle de Frobenius dajis 2| des que
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X est définie suF, avecN > 0.0424¢g + 6.7044,
X est définie suF'; avecN > 0.0609¢g + 18.0362,
X est définie suF, avecN > 0.0770g + 39.5582 .

On trouve des courbes vérifiant (4.2.8) pour tout genre2, vérifiant (4.2.8)
pour tout genreg > 10, et vérifiant (4.2.8) pour tout genge> 17.

Regardons la fonction obtenue avee- cos(§) et —a — ¢; = —cos(}), Soit
e1=0:
(o) = (1005(9) — g) (cos(6) + g) (cos(8) + 1) (cos(d) — %)2 (4.10)

1 1
=15 cos(f) + 3 cos(20) + 16 cos(50).

On reconnait le deuxieme choix. Toute courbelBytelle que

q2 4 2q1/2 11 5
N>1+ (]2—|—2q—3/2—|—1q
a un angle de Frobenius dalfs .

Numériquement, cette condition devie¥t> 6.8768 surF,, et N > 18.8269
surF3. On trouve des courbes candidates pour tout ggrn¥e3 surF,, et pour
tout genrey > 9 surF;. Cependant ces inégalités sont plus mauvaises que celles
obtenues en 4.2.7 pour le méme intervﬁlei’jf[ . pour g proche de l'infini, elle
s'approxime patN > ¢* au lieu deN > ¢?, et méme, une étude rapide montre
que le terme de droite de (4.2.8) est supériegi & 1 pour toutg > 1. Le degré
était pourtant plus petit en 4.2.7, on va donc chercher argkser 'exemple de
la section 4.2.7.

4.2.9 Exemple asymptotique

On a vu en 4.2.5 que toute courbe avéc> r2 + 1 a un angle de Frobenius
dans/w/2, 37 /2|, puis que toute courbe avé€ > r*+ 1 en avait un dangr/3, 7.
De plus, dans la section 4.2.7, on s’est apercu que toutbeavecN > r*+1a
un tel angle dangr/4, 37 /4[ (puis que c'était méme une ‘bonne’ condition dans
la section suivante). Essayons de trouver plus génératemmencondition pour
I'existence d’un angle dans /n, 3w /n[, n entier naturel quelconque.
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Soitn > 4. La fonctionf définie par

n—1
— on—3 _ E
f(0)=2 H(COSH Cos(2k+1)n)
k=2
est négative uniquement slat/n, 3w /n|, elle nous permettra donc d’obtenir une
condition pour cet intervalle pour peu qu’elle satisfassmales cas étudiés. Il
s’agit donc maintenant de regarder son développement dei&ou

A l'aide par exemple d’'une décomposition en éléments simde de fagcon
plus sophistiquée par une fonction génératrice d’'un patymgaussien [And98]),
on montre que

1 B 1+3
D0 0 75T~ 2 Bk

{ i+3 } _ TP -DE Nt - 1)
3 (=2 -1y —-1)

Poury avecy™ = 1, le membre de droite est périodique et, en réindexant avec
j=i+2,

ou

n—2

T°(1 1" y”l—l Wy D =1y
I-T)A—yD)(1=y*T)1 = y’T) = (-1 -Dy-1)

M

Prenonse = €@, tel quez™ = —1. Avecy = z? ett = 23T, nous obtenons

(14t) B nz_2 sin(j — 1)a sin ja sin(j + 1)a

+
(t+t!—2cosa)(t+t1 —2cos3a) sin o sin 2arsin 3o

En additionnant les équations trouvées avece? puist = e, en divisant par
2, et en factorisanf, on trouve enfin

Lemme 4.2.1 Toutf € R vérifie I'égalité

1 + cosnb n
- - j COS J 4.11
f(e) 4((:059 — Cos %)(COS@ — COS 3%) J; U cos j0 ( )

avec
_ sin(j —1)7 sinj 7 sin(j +1)T (4.12)

sin T sin 27 sin 3%
n n n
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La suite{u,},. Vérifie les conditions du deuxieéme choix. En prenant en
compte I'étude précédente des eas 2 etn = 3, on aboutit au résultat suivant :

Proposition 4.2.2 [DEOQ2] Soitn un entier tel que. > 2. SoitX une courbe lisse,
absolument irréductible, définie sHy. Posons = ,/q, et soitN le nombre de
points rationnels d& surF,.

Alors, N > r™ + 1 implique queX a un angle de Frobenius ddmngn, 3 /n|.

On a vu que l'inégalité de la condition doit étre stricte poue 2 etn = 3.
C’est aussi le cas pour = 4 etn = 6. La courbe de Suzuki stfg a N = 65
points mais aucun angle daps/4, 37 /4|. La courbe de Ree si#; a N = 28
points mais aucun angle dapg/6, 37/6].

4.3 Conclusions

Grace a une étude théorique utilisant les travaux de Tsfasvitadut et Serre,
Nous avons pu poser les problémes non triviaux suivants.

Probléme 1Etant donné un ensemble discfetle [0, 7], trouver les valeurs
maximales possibles d€ et g pour une courbe dont les angles de Frobenius sont
dansr'.

Probléme 2Etant donné un intervallé C [0, 7], trouver les valeurs maxi-
males deN et g pour toute courbe suf, dont les angles de Frobenius sont hors
del.

Nous les avons résolus que pour certains intervalles, inatsté encore beau-
coup a faire. L'objectif final serait de pouvoir construingeutable donnant la lo-
calisation des angles de Frobenius en fonction du nombreidéspationnels et
du genre d’'une courbe.

Nous donnons comme autre probleme un cas particulier dugma. .

Probleme 3Trouver les valeurs maximales déet g des courbes s, dont
toutes les valeurs propres du Frobenius soient de degréiad fixé.
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Résoudre le problénteavecd = 2 correspond aux courbes avec variété jaco-
bienne complétement décomposable. Nous avons résolude-e@ssurF,, mais
le probleme reste ouvert pour d’autres corps et d’autresédeg

L'idéal serait de pouvoir donner une localisation trés fiae dngles de Frobe-
nius, d’ou le dernier probléme.

Probléme 4Etant donné e R, trouver les maximums possibles deet g
pour une courbe s, telle quel0, 7] ¢ |J;10; — 4, 0; + 4[.

La seule esquisse d’approche de ce probleme est le cas asiguet il reste
donc completement ouvert.



Annexe A

Théoreme d’'approximation des
valeurs absolues

Nous rappelons ici le théoreme d’approximation des valasolues. On
peut le trouver dans [Cas]. Nous en donnons la démonstredioelle donne une
construction de I'élément vérifiantuv, (g — ¢;) > n; pour touti ou les
(gi;, n;) € K x N sont donnés et finis. Cela confirme I'affirmation du deuxiéme
chapitre

Lemme A.1 Soit K un corps, doté dé valeurs absolues|,, | |,,...,| |, non
équivalentes.

On peut alors construire tel quelal, > 1 etlal; < 1 pour tout entier;
compris entre etk.

Procédons par récurrence

Pourk = 2, | |, et] |, ne sont pas équivalentes, on peut donc trobnerc dans
K tels que

|bl, < letfb],>1
et (A1)
lc|, < 1et|c|, > 1.
L'élémenta = cb~! convient.
Supposons I'énoncé du lemme vrai au rang1. Par I'hypothése de récurrence,
on peut construiré € K tel que

b, > 1etvje{2,....k—1}, |b]; < 1.
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En utilisant la démonstration au rapgon peut construire € K tel que
lcl, > 1et|y, <1

Si|b|, < 1,a = bconvient.
Si |b|, = 1, a = b"c convient poum suffisamment grand.

Si|bl, > 1, a = 5= ¢ = 3= ¢ convient pourm suffisamment grand.
Théoreme A.2 SoitK un corps, doté dé valeurs absolues|,, | |,, ..., ||, non
équivalentes.

Fixonsgi, gs, . . ., gi k éléments d&. Alors,
Ve>0,3ge K/Vie{l,...k}, vi(9 —gi) > n; .

Par le lemme, on peut construire &ruplet (¢, ..., c;) € K* tel que pour
tout entierj € {1,...,k},

|Cj|j >1letvs 7£ 7 |Cj|i < 1.

Alors,

convient poum suffisamment grand.



Annexe B

Familles infinies dont le genre tend
vers I'infini

L'objectif de cette annexe est de trouver des familles asgtiguement exactes,
pour leurs appliquer les résultats de densité des anglesotberius mentionnés
par Serre [Ser97]. Nous rappelons tout d’abord la défindiasymptotiquement
exacte, puis nous démontrons qu’une famille infini de could® le genre tend
vers l'infini admet une sous-famille vérifiant les conditimcette définition. Cela
valide le raisonnement effectué dans la section 4.2.1.

Soit ¥ = {C,, }, une famille de courbes algébriques dont le gepréend
vers l'infini et définies sur un corps filk{. On noterdk,, une extension de degré
n € N de K. Pour une courb€, € F, on poseN,(C,) le nombre de points
rationnels de&Z, surk,,.

Rappelons la définition des familles asymptotiguementtesac

Définition B.1 Une familleF = {C,} de courbes définies siik est dite asymp-
totiquement exacte si tous les quotieMsC,) /g convergent lorsque le gente
tend vers I'infini.

Cette définition a été introduite par Tsfasman [Tsf92].
L'inégalité de Hasse-Weil s’écrit, pour la courieconsidérée suk,, [Wei71],
[Na(Cy) — (¢" + 1) < 29V/q™
Ainsi, pour tout entier,
Nn(Cy)
g

"]
0< CTHLcug (B.1)

<2V +

109



ANNEXE B. FAMILLES DONT LE GENRE TEND VERS L’INFINI 110

Posons, pour tout € N, K,, = [0, 4¢™]. On déduit des inégalités (B.1), pour tout
netg,
Nn(Cy)
g

Ainsi, pour toutg,, IupIet(Nl(Cq*),N2(gi"*) N3(i"*),...,N’;iq*) .) est élément

de 'ensembleX’ = [] .y K. Par le théoréeme Tychonoff{ est un compact
[Bou71]. La suite( NT(C”)) admet donc une valeur d’adhérence. On en déduit,

e K,.

Proposition B.2 Toute famille infinie de courbes algébriques dont le gennel te
vers l'infini admet une sous-famille asymptotiquementtexac
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Résumé

L’objectif premier de cette thése est d’étudier le probléme du logarithme discret dans des groupes
constitués de jacobiennes généralisées de courbes irréductibles non singuliéres. Nous donnons tout d’abord
un état de 'art de ce probléme et de ses diverses attaques connues. Nous étudions ensuite les jacobiennes
généralisées et exhibons leurs liens avec des groupes de classes d’ordres. Nous reportons alors nos visées
cryptographiques & ces groupes de classes : nous donnons des applications cryptographiques utilisant des
corps quadratiques, et nous utilisons les groupes de classes pour construire des exemples permettant de
tester les attaques connues. Nous finissons par 1’étude des courbes utilisées. Nous donnons des majorations
du genre et du nombre de points rationnels de certaines de ces courbes, ainsi que des conditions permettant
de localiser leurs angles de Frobenius.

Mots-clés: cryptographie, logarithme discret, jacobiennes généralisées, extensions quadratiques, courbes
sur les corps finis, angles de Frobenius

Abstract

In this thesis we study the discrete logarithm problem in the generalized Jacobians. Thus we begin
with a description of the discret logarithm problem and the various known attacks. Thereafter we study
generalized Jacobians and give the link with the class group of orders. We then relate our cryptographic
goals to these class groups : we give some applications of cryptography using quadratic fields and we use
the class group to construct examples on wich know attacks can be tested. We finish with the study of
irreductible nonsingular curves, for them we construct the generalized Jacobians we need. We give bounds
for genus and for numbers of rational points for some of these curves, and we derive conditions that can
be used to locate the Frobenius angles.

Keywords: Cryptography, Discret Logarithm, Generalized Jacobians, Quadratic Extensions, Curves over
Finite Fields, Frobenius Angles






