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RESUME

Ce manuscrit étudie les images omnidirectionnelles catadioptriques couleur en tant
que variétés Riemanniennes. Cette représentation géométrique ouvre des pistes intéres-
santes pour résoudre les problemes liés aux distorsions introduites par le systeme cata-
dioptrique dans le cadre de la perception couleur des systeémes autonomes.

Notre travail démarre avec un €tat de 1’art sur la vision omnidirectionnelle, les différents
dispositifs et modeles de projection géométriques. Ensuite, nous présentons les notions
de base de la géométrie Riemannienne et son utilisation en traitement d’images. Ceci
nous amene a introduire les opérateurs différentiels sur les variétés Riemanniennes, qui
nous seront utiles dans cette étude.

Nous développons alors une méthode de construction d’un tenseur métrique hybride
adapté aux images catadioptriques couleur. Ce tenseur a la double caractéristique, de
dépendre de la position géométrique des points dans 1’image, et de leurs coordonnées
photométriques également.

L’exploitation du tenseur métrique proposé pour différents traitements des images ca-
tadioptriques, est une partie importante dans cette these. En effet, on constate que la
fonction Gaussienne est au coeur de plusieurs filtres et opérateurs pour diverses applica-
tions comme le débruitage, ou bien I’extraction des caractéristiques bas niveau a partir
de la représentation dans I’espace-échelle Gaussien. On construit ainsi un nouveau noyau
Gaussien dépendant du tenseur métrique Riemannien. Il présente 1’avantage d’étre appli-
cable directement sur le plan image catadioptrique, également, variable dans 1’espace et
dépendant de I’information image locale.

Dans la derniere partie de cette these, nous discutons des applications robotiques de la
métrique hybride, en particulier, la détection de 1’espace libre navigable pour un robot
mobile, et nous développons une méthode de planification de trajectoires optimal.






ABSTRACT

This manuscript investigates omnidirectional catadioptric color images as Rieman-
nian manifolds. This geometric representation offers insights into the resolution of pro-
blems related to the distortions introduced by the catadioptric system in the context of
the color perception of autonomous systems.

The report starts with an overview of the omnidirectional vision, the different used sys-
tems, and the geometric projection models. Then, we present the basic notions and tools
of Riemannian geometry and its use in the image processing domain. This leads us to
introduce some useful differential operators on Riemannian manifolds.

We develop a method of constructing a hybrid metric tensor adapted to color catadioptric
images. This tensor has the dual characteristic of depending on the geometric position of
the image points and their photometric coordinates as well.

In this work, we mostly deal with the exploitation of the previously constructed hybrid
metric tensor in the catadioptric image processing. Indeed, it is recognized that the Gaus-
sian function is at the core of several filters and operators for various applications, such
as noise reduction, or the extraction of low-level characteristics from the Gaussian space-
scale representation. We thus build a new Gaussian kernel dependent on the Riemannian
metric tensor. It has the advantage of being applicable directly on the catadioptric image
plane, also, variable in space and depending on the local image information.

As a final part in this thesis, we discuss some possible robotic applications of the hybrid
metric tensor. We propose to define the free space and distance transforms in the omni-
image, then to extract geodesic medial axis. The latter is a relevant topological represen-
tation for autonomous navigation, that we use to define an optimal trajectory planning
method.






NOTATIONS

Notations pour les points

P(X.,Y,Z)

Point de I’environnement 3D dans le référentiel caméra (= réréfrentiel
monde)

Py (X, Ym,zm)" Point 3D projeté sur le miroir du systéme catadioptrique

Ps(xsvySaZs)t
U(x,y)

Point 3D projeté sur la sphere d’équivalence

Point sur le plan image normalisé

Notations pour les fonctions

G

Gy
I(x,y)
I+G,

I'(x,y)

Fonction Gaussienne

Fonction Gaussienne adaptée, 1’indice g indique la métrique
Une image en niveaux de gris I(x,y): R> — R

Produit de convolution de I'image I par la fonction de Gauss G,

Une composante i d’une image multidimensionnelle 7(x,y): R? — R™,
tellequei=1,....,m

Notations pour le calcul differentiel

<X, Y>
Al

k

Produit scalaire entre les vecteurs X et Y

L’opérateur Laplace-Beltrami, 1’indice g indique la métrique de la va-
riété.

Les coefficients de Christoffel



Suv
L, 1,
M

L’ opérateur gradient de /

Distance Euclidienne entre deux points p et g
Distance Riemannienne entre deux points p et g
Meétrique Riemannienne inverse

Meétrique Riemannienne

Dérivées partielles de I par rapport aux variables x, y

L’espace vectoriel tangent a la variété M au point p € M

Abréviations et anglicimes

Backward et Forward Désigne la méthode de dérivation qui utilise dans sa formulation

DoG
EDP
FM

HJ

LoG
PVU
Scale-space

Single-pass

Snake

Upwind

de voisinage le point courant et le point précédant (Backward) ou bien le
point courant et le point suivant (Forward)

Difference of Gaussians
Equation aux Dérivées Partielles

Fast Marching (Marche rapide) : méthode numérique utilisée pour la ré-
solution des équations de type Hamilton-Jacobi

Equations Hamilton-Jacobi : Une classe particuliere d’équations aux dé-
rivées partielles

Laplacian of Gaussians
Point de Vue Unique
Représentation en Espace-échelle

Un algorithme Single-pass (ou one-pass) lit son entrée une seule fois, i.e,
il effectue un passage unique par les données en entrée

(Littéralement serpent) Désigne les premiers contours actifs introduits
par Kass et al. [1988]

Schéma de discrétisation numérique appelé aussi schéma décentré
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1.1 Contexte général

Cette theése s’inscrit dans le cadre d’une collaboration de cotutelle entre le laboratoire
XLIM de I'université de Limoges (France) et le laboratoire STRS de I’ Institut National des
Postes et Télécommunications de Rabat INPT (Maroc).

Les travaux présentés dans ce mémoire s’ articulent autour des systemes perceptifs basés
vision omnidirectionnelle. Ils ont été réalisés au sein de 1’équipe Robotique et Méca-
tronique de I'institut de recherche XLIM, et I’équipe MUSIC (Multimédia, Signal and
Communication Systems) du laboratoire STRS de I'INPT.

L’équipe Robotique et Mécatronique développe des traitements spécifiques pour des sys-
teémes autonomes dans diverses applications. Ses domaines de recherche couvrent 1’es-
timation d’état de systemes complexes, la vision non conventionnelle, la perception vi-
suelle et multi-sensorielle, la localisation, I’exploration et la navigation des robots. Quant
al’équipe MUSIC, elle mene des travaux de recherche autour de 1’analyse, le traitement et
le codage robuste d’image et de la vidéo, la vision par ordinateur, le codage de la parole,
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la modélisation et le dimensionnement des réseaux de télécommunications, le tatouage
des images, et la transmission sécurisée de documents multimédias dans les réseaux.

Les contributions de cette theése s’inscrivent dans les objectifs de développements d’outils
avancés pour le traitement des images catadioptriques omnidirectionnelles et leur appli-
cation dans la perception de systémes autonomes.

1.2 Enoncé du probléme

Le théme central de cette these est la vision omnidirectionnelle catadioptrique, alors :

— Qu’est-ce que la vision omnidirectionnelle, la vision catadioptrique ?

Une caméra omnidirectionnelle est une caméra qui offre des images avec un champ
de vue large par rapport aux caméras conventionnelles perspectives. Ce champ de
vue peut atteindre environ 180° pour les caméras dioptriques qui utilisent des len-
tilles spéciales (de type fisheye par exemple). La vision omnidirectionnelle cata-
dioptrique offre un champ de vue treés large de 360°. Elle consiste en 1’association
d’une caméra classique avec un miroir de révolution ! réfléchissant la scéne. Cette
vision est tres intéressante pour des applications robotiques.

— Pourquoi la vision omnidirectionnelle catadioptrique pour la robotique ?

En robotique, on utilise plusieurs types de capteurs, par exemple, les caméras, les
télémetres laser, sonar et radar. Les caméras présentent I’avantage majeur de la di-
versité des informations fournies (couleur, texture et mouvement) et qui ne sont pas
toujours offertes par les autres dispositifs. Ce qui permet une meilleure perception
et compréhension de la scéne. La vision omnidirectionnelle a pris un essor consi-
dérable ces dernieres années grice a son large champ de vue, qui constitue, entre
autres, un atout précieux en robotique.

— Quels sont les principaux atouts et inconvénients de I’imagerie catadioptrique ?
Les capteurs catadioptriques présentent le principal avantage d’offrir une image a
champ de vue large par une seule capture. Toutefois, les distorsions géométriques
de la scene capturée sont accentuées a cause de I’utilisation des miroirs. Ainsi, la
résolution de I’image est variable en fonction de la distance radiale par rapport a
son centre.

— Quelles sont les catégories des différentes approches adoptées en vision omni-
directionnelle catadioptrique ?
On peut classer les approches utilisées en vision catadioptrique en 4 catégories :

1. Les approches classiques Euclidiennes sans correction : dans ce cas, les algo-
rithmes congus pour les images conventionnelles perspectives sont appliqués

1. Le miroir peut prendre différentes formes géométriques : parabolique, hyperbolique, elliptique, ou
sphérique par exemple.
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sur les images catadioptriques sans aucune tentative de correction de la dis-
torsion introduite par le systeme.

2. Les approches classiques sur les images panoramiques : il s’agit de transfor-
mer I’image catadioptrique en une image panoramique en la projetant sur un
cylindre. Dans ce cas, les outils conventionnels s’ appliquent.

3. Les approches sphériques : le domaine de définition de I’image catadioptrique
est la sphere. Cette représentation est le résultat du théoreme d’équivalence
sphérique pour les systemes a projection centrale.

4. Les approches avec correction dans le plan image : il s’agit de prendre en
considération les distorsions du systeme catadioptrique tout en travaillant di-
rectement sur le plan image. Ces approches se basent sur la définition de
I’image catadioptrique comme un espace non-Euclidien, d’ou la déduction de
métriques et opérateurs adaptés.

Notre travail s’inscrit dans cette derniere catégorie.

— Quels sont les principaux problémes traités dans cette these ?

1. Les distorsions géométriques : Plusieurs aspects des traitements associés aux
images catadioptriques sont encore a explorer pour tenir compte des anamor-
phoses de la formation de I’image. Un aspect, qui est presque absent dans
la littérature, concerne ’intégration des déformations géométriques, dues au
capteur catadioptrique, dans la formalisation et dans le calcul des outils dif-
férentiels et des distances géodésiques.

2. L’information couleur : Ces dernieres années, plusieurs solutions ont été pro-
posées pour les images couleur perspectives dans la littérature. L’ approche
tenseur de structure constitue une solution importante pour le traitement des
images perspectives couleur. Pourtant, la majorité des travaux en imagerie
omnidirectionnelle ne considerent pas 1’aspect couleur, qui reste un sujet
d’étude tres ouvert.

Notre objectif dans ce travail est d’améliorer le traitement des images catadiop-
triques couleur et leur exploitation dans des applications en robotique. L”amélio-
ration résultera de la correction des distorsions géométriques tout en considérant
I’aspect photométrique multidimensionnel de I’image.

— Quelle est la méthode adoptée pour répondre a ces problématiques ?

L’approche adoptée dans cette these consiste a définir I’'image catadioptrique dans
un espace métrique non-Euclidien permettant de tenir compte, simultanément, des
distorsions géométriques et de I’information couleur de 1’image.
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1.3 Principales contributions

Les principales contributions dans cette these s’articulent autour de :
— Un nouveau formalisme d’une métrique Riemannienne spatiale-couleur.

— Formulation du probleme des distorsions introduites par le miroir, qui reste
toujours ouvert et complexe, a l'aide d’un plongement Riemannien : A la
différence des approches de I’état de 1’art [Bogdanova et al., 2007], notre
approche est plus générique et compacte. Elle permet la simplification du
calcul de la métrique (via la métrique du Pullback).

— Métrique Riemannienne générique : La métrique déduite est dérivée en utili-
sant le modele d’équivalence sphérique qui nous fournit un cadre générique
pour I’étude de plusieurs types de caméras telles que les caméras perspectives,
catadioptriques a point de vue unique, et certaines fisheyes...

— Métrique Riemannienne hybride : La formulation sous forme d’un plonge-
ment Riemannien permet le calcul d’une métrique qui corrige les distorsions
géométriques. En outre, elle a I’avantage de combiner les coordonnées spa-
tiales et couleur dans une seule quantité métrique. Par conséquent, I’ensemble
des informations concernant les déformations géométriques ainsi que les don-
nées visuelles couleur sont préservées.

Le calcul de la métrique Riemannienne est un élément important. La question qui se
pose maintenant, est comment 1’exploiter pour améliorer les traitements classiques.
Dans un premier lieu, on pense aux opérateurs différentiels (gradient, Laplace-
Beltrami, divergence, ...) sur les variétés Riemanniennes, qui constituent des ou-
tils essentiels en vision par ordinateur et traitement d’images. Sur un autre plan, on
pense a la fonction Gaussienne qui joue un rdle primordial dans plusieurs appli-
cations, non seulement le filtrage, mais aussi la représentation en espace-échelle.
Dans ce sens la, on propose :

— Une nouvelle représentation en espace-échelle (scale-space).

— Nouveau noyau Gaussien adapté : La représentation en espace-échelle par
lissage Gaussien standard ne peut pas €tre appliquée aux images catadiop-
triques, car la condition d’invariance aux translations n’est pas satisfaite. Pour
cette raison, nous proposons un nouveau noyau Gaussien adapté, en considé-
rant les images catadioptriques comme des variétés Riemanniennes munies
de la métrique adaptée.

— Alternative du lissage par diffusion : Cette formulation est une alternative du
lissage non linéaire basé sur la diffusion avec I’opérateur différentiel Laplace-
Beltrami présentée dans [Aziz et al., 2016] et exploité dans des expériences de
SIFT (Scale Invariant Feature Transform) [Arican and Frossard, 2012; Puig
et al., 2014].
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— Représentation en espace-échelle sur le plan image : La formulation proposée
permet le traitement direct sur le plan image catadioptrique sans avoir recours
a la projection de 1’'image sur I’espace sphérique pour des fins de prise en
compte des déformations du miroir, comme adoptée précédemment pour le
SIFT sphérique [Cruz-Mota et al., 2012].

Ayant un objectif de résoudre des problemes li€s a la robotique nous proposons :
— Des nouvelles approches métriques pour des applications de navigation.

— Approche géodésique pour l’extraction de [’espace libre omnidirectionnel :
Proposition d’une nouvelle approche de I’extraction de I’espace libre pour
la navigation d’un robot mobile a partir de I’information image uniquement.
L’approche se base sur le calcul d’une distance colorimétrique obtenue par
la résolution d’une équation de type Hamilton-Jacobi anisotropique. La mé-
trique utilisé€e est le tenseur de structure extrait a partir des composantes cou-
leur de I’'image.

— Planification de trajectoires : A partir de 1’espace libre détecté, et en utilisant
la métrique Riemannienne induite de la géométrie du miroir de notre sys-
teéme catadioptrique, nous adaptons une méthode pertinente de planification
de trajectoire entre deux positions données. La méthode offre une trajectoire
optimale tout en évitant les obstacles et I’emporte sur les méthodes classiques
Euclidiennes qui ne tiennent pas compte de la déformation géométrique pré-
sente dans I’image catadioptrique.
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1.4 Structuration du mémoire

Ce mémoire s’articule autour de six chapitres.

Le chapitre 1 présente une introduction générale, décrivant le contexte, la probléma-
tique, les principales contributions et la structuration de ce mémoire.

Le chapitre 2 porte sur les différentes solutions technologiques de la vision omnidirec-
tionnelle et sur la modélisation de la projection des capteurs catadioptriques en
particulier. En outre, nous présentons les outils de la géométrie Riemannienne (no-
tions et opérateurs différentiels) qui nous seront utiles pour le traitement des images
catadioptriques. A la fin de ce chapitre, nous donnons un état de I’art sur I’utilisa-
tion de la géométrie Riemannienne en traitement d’images conventionnelles, mais
aussi, en traitement d’images catadioptriques.

Le chapitre 3 propose la construction d’'une métrique générique pour les images ac-
quises par les caméras catadioptriques centrales. Il présente ainsi les outils de trai-
tement des images couleur classiques menant a la construction de cette métrique,
en concluant le chapitre par une étude explicite de différentes métriques dérivées
de ce formalisme général.

Le chapitre 4 vise a mettre en ceuvre le tenseur métrique hydrique congu dans le cha-
pitre 4 dans différents traitements. Nous développons un nouveau noyau Gaussien
adapté permettant une nouvelle représentation en espace des échelles (scale-space),
et nous en déduisons 1’opérateur Différence de Gaussiennes adapté. Enfin, I’effi-
cacité de ces nouveaux opérateurs adaptés est validée par plusieurs expériences :
lissage, analyse de la représentation en espace-échelle Gaussien adaptée, détection
des contours et des coins et filtrage par I’opérateur Différence de Gaussiennes.

Le chapitre 5 s’intéresse aux problemes la planification de trajectoire en utilisant la vi-
sion omnidirectionnelle catadioptrique. Notre approche se base sur le calcul de
distances géodésiques a partir du tenseur métrique couleur et la métrique spa-
tiale déduite de la géométrie du miroir de notre systeme catadioptrique. Le calcul
des distances géodésiques se base sur la théorie de propagation des fronts. Pour
cette raison, nous présentons au préalable I’état de I’art concernant les équations
Hamilton-Jacobi Euclidiennes qui modélisent ce probléme de propagation de front,
ensuite leur résolution dans un espace isotropique et anisotropique. Nous achevons
ce chapitre par deux expérimentations mettant en ceuvre la formulation Rieman-
nienne du probleme de propagation. Nous présentons donc une nouvelle approche
métrique couleur pour la détection de I’espace libre, ainsi que la planification de
trajectoire optimale en tenant compte des distorsions introduites par le miroir de la
caméra catadioptrique.

Le chapitre 6 fera office de conclusion générale et tracera des perspectives de ce travail.
Nous suggererons des évolutions possibles et de nombreuses applications envisa-
geables.
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2.1 Introduction

Ce premier chapitre est consacré a introduire, dans un premier lieu, la vision omni-
directionnelle et particulierement de type catadioptrique, qui constitue le cceur de notre
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travail. En second lieu, nous introduisons les outils de la géométrie Riemannienne qui
nous seront indispensables dans la suite.

Nous présentons brievement les différents systemes omnidirectionnels utilisés dans la lit-
térature. Ensuite, nous nous penchons sur la vision catadioptrique en détaillant la théorie
du Point de Vue Unique visant a définir les systémes permettant une projection centrale.
Nous abordons aussi la modélisation de la projection de deux principaux systemes : para-
catadioptrique et hyper-catadioptrique, aussi, le célebre modele sphérique générique de
toute projection centrale. La géométrie Riemannienne constitue le cadre mathématique

de notre travail, pour cette raison, nous donnons au préalable quelques outils et notions
de base, et un bref état de I’art sur son utilisation en vision et traitement d’images conven-
tionnelles et catadioptriques.

2.2 Capteurs omnidirectionnels

2.2.1 Définition

Un systeme de vision omnidirectionnelle fournit une perception de I’environnement
avec un champ de vue treés large qui peut atteindre 360° autour de son axe. Plusieurs
systemes permettent I’obtention d’une image omnidirectionnelle, cette derniere pourrait
étre réduite a une bande donnant ce qu’on appelle une image panoramique.

Parmi les premiers systémes omnidirectionnels, nous trouvons la caméra rotative. Il
s’agit d’'une caméra conventionnelle qui effectue une rotation autour d’un axe vertical a
vitesse angulaire constante. L’ image panoramique est construite par un procédé de "mo-
saicing" apres 1’acquisition de plusieurs images successives couvrant I’environnement
observé. Un systeme polydioptrique permet également une vision omnidirectionnelle,
c’est un regroupement de caméras pointant vers différentes directions (Sec. 2.2.2). Un
autre systeme, largement utilisé ces dernicres années, s’appuie sur 1’utilisation des len-
tilles grand-angle comme la caméra fisheye (Sec. 2.2.3). Dans cette these, nous nous
intéressons au systeme catadioptrique : c’est la combinaison d’une caméra perspective
dirigée vers un miroir de révolution réfléchissant (Sec. 2.2.4).

2.2.2 Caméra polydioptrique

On peut noter les principaux inconvénients de la caméra rotative : le temps d’acqui-
sition assez long et I’inadaptabilité aux scenes dynamiques. Pour cette raison, le systeme
de caméras multiples a été congu. Il repose sur I’assemblage des images acquises avec
plusieurs caméras, chacune orientée vers une direction et recouvrant un champ de vue
restreint. Pour ce type de systemes, nous donnons I’exemple de deux caméras récentes :
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— La caméra Ultra HD Sphericam2 ' Fig. 2.1, destinée a 1’usage public, est capable
de filmer a 360°. Elle est dotée de six lentilles synchronisées, de microphones, d’un
GPS, peut étre munie de cartes microSD, et integre le WiFi. Ces caractéristiques
font d’elle une caméra dotée de performances élevées, mais le prix dans le marché
est assez onéreux (2499$) 2.

(a) (b)

FIGURE 2.1 — (a) Caméra Sphericam 2. (b) Exemple d’image acquise.

— La caméra Gear 360 Samsung > Fig. 2.2 est une petite caméra munie de deux cap-
teurs. Elle permet un mode a 180° et a 360°. Elle propose des caractéristiques
avancées similaires a la Sphéricam 2.

P gl ]
(g o)
\ Pt 4

(a) (b)

FIGURE 2.2 — (a) Caméra Gear 360 Samsung. (b) Exemple d’image acquise.

1. http ://www.sphericam.com/sphericam?2/
2. http ://www.sphericam.com/shop/
3. http ://www.samsung.com/fr/wearables/gear-360-sm-1210
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Pour conclure, une configuration de plusieurs caméras permet I’obtention d’une
image de bonne qualité et a haute résolution. Cependant, la vue omnidirectionnelle construite
a partir de plusieurs images partielles implique une difficulté de fabrication, et par consé-
quent, des colits de réalisation prohibitifs en plus d’une possibilité de présence de dis-
continuités sur I’image omnidirectionnelle résultante.

2.2.3 Cameéra fisheye

Afin d’obtenir un champ de vue plus large qu’une caméra perspective, un objectif
appelé fisheye ((Eil de poisson) a ét€ proposé au début du vingtieme siecle. Sa particu-
larité d’avoir une distance focale tres courte induit un angle de champ tres important de
180° et méme 190°. La Fig. 2.3 présente un exemple de caméra fisheye * récente ainsi
que I’image résultante.

(a) (b)

FIGURE 2.3 — (a) Caméra fisheye AXIS M3007-PV. (b) Exemple d’image acquise.

Un objectif fisheye présente 1’avantage de sa simplicité d’utilisation, puisqu’il s’adapte
comme toute autre optique sur les caméras. Cependant, il introduit de fortes distorsions
radiales. En plus, ce type de capteur ne vérifie pas la contrainte du PVU (Point de Vue
Unique), ce qui rend difficile la modélisation de sa projection, et le champ de vue reste
inférieur aux autres solutions existantes.

Un modele généralisé€ incluant a la fois les caméras fisheye et catadioptriques a été pro-
posé dans [Ying and Hu, 2004], en substituant la sphere dans le modele unifié [Geyer and
Daniilidis, 2000] par une surface quadratique.

2.2.4 Caméra catadioptrique

L’association d’une caméra conventionnelle et d’un miroir de révolution permet la
construction d’un systéme de vision omnidirectionnelle : les rayons lumineux provenant

4. https ://www.axis.com/ch/fr/products/axis-m3007-pv
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du I’environnement 3D sont réfléchis par la surface du miroir et dirigés vers la lentille de
la caméra. Ces dispositifs sont référencés dans la littérature comme des systemes cata-
dioptriques :

— le mot "cata" renvoie a la catoptrique, c’est la partie de 1’optique géométrique qui
s’intéresse aux problemes de réflexion sur des miroirs.

— le mot "dioptrique" renvoie a la réfraction des lentilles.

La figure 2.4 présente une caméra catadioptrique et un exemple d’image acquise par ce
systeme. L’idée originale des caméras catadioptriques a été proposée par [Rees, 1970].

’ g Miroir réfléchissant
A

!

L Support en verre

‘ Caméra
~  conventionnelle

(a) (b)

FIGURE 2.4 — (a) Caméra catadioptrique AXIS M3007-PV. (b) Exemple d’image acquise.

Plus tard, ce concept est devenu populaire et a été étendu par [Yagi and Kawato, 1990;
Yamazawa et al., 1993], et utilisé activement dans plusieurs applications de vidéoconfé-
rence, de surveillance et de vision par ordinateur. Les miroirs de ces systemes sont en
général convexes et de révolution, et prennent habituellement la forme hyperboloide ou
paraboloide.

2.3 Modélisation des capteurs catadioptriques

La modélisation de la projection permet de trouver le lien entre les points 2D sur
I’image et leur correspondants dans le monde 3D. Dans cette section, nous abordons
dans un premier temps la théorie de la contrainte du Point de Vue Unique qui permet
de déduire les formes géométriques des miroirs permettant une projection centrale. Dans
un deuxieme temps, nous décrivons la modélisation géométrique de quelques projections
catadioptriques centrales : hyper-catadioptrique et para-catadioptrique (cette configura-
tion liée a I’équation du miroir). Ensuite, nous présentons le modele sphérique générique
qui englobe tout systeme a projection centrale.



18 CHAPITRE 2. VISION OMNIDIRECTIONNELLE ET OUTILS RIEMANNIENS

2.3.1 Contrainte du PVU

La contrainte du point de vue unique (PVU) implique la convergence des rayons
vers un point unique, appelé le centre optique du capteur. La caméra perspective est un
exemple de systeme cenyral a PVU. Cette propriété est intéressante et souhaitable pour
les systemes catadioptriques parce que chaque pixel dans I’image mesure 1’intensité de
lumiere (I’irradiance) provenant d’une unique direction. Par conséquent, la modélisation
du processus de projection devient plus simple. Ainsi, on a la possibilité d’une construc-
tion, géométriquement correcte, d’une image panoramique ou planaire perspective a par-
tir d’'une image catadioptrique.

[Baker and Nayar, 1999] ont étudié exhaustivement et minutieusement la contrainte du
PVU pour les systemes catadioptriques. Ils ont conclu les formes des miroirs a combiner
avec la caméra conventionnelle permettant d’assurer cette contrainte, qui sont les miroirs
paraboloides, hyperboloides et elliptiques. Les miroirs planaires, sphériques et coniques
permettent aussi 1’obtention d’un PVU, mais le champ de vue ne s’améliore pas avec
le miroir planaire, et la réalisation pratique d’un systeme catadioptrique a PVU avec
miroir sphérique ou conique reste impossible. La figure 2.5 présente la configuration
géométrique de différents miroirs pour assurer une projection centrale. Nous dressons
dans les paragraphes suivants une breve description de chaque forme du miroir :

Miroir planaire Le champ de vision ne peut pas étre augmenté par 1’utilisation d’un mi-
roir planaire. En outre, le capteur construit par la combinaison d’une caméra et de
plusieurs miroirs planaires n’améliore pas le champ de vision tout en satisfaisant la
contrainte du PVU. [Nalwa, 1996] a congu un systeme a PVU par une configuration
pyramidale de 4 miroirs planaires et 4 caméras conventionnelles placées chacune
au-dessus d’une face de la pyramide. Les centres optiques des caméras sont dépla-
cés jusqu’a ce que les quatre points de vue coincident en un seul point. Le résultat
est un capteur de projection centrale omnidirectionnelle d’environ 360° x 50°.

Miroir conique La contrainte du PVU peut étre satisfaite en utilisant un miroir conique
a condition que le centre optique de la caméra soit situé sur le sommet du cone, de
ce fait, la solution est irréalisable pratiquement. Toutefois, cette configuration a été
utilisée plusieurs fois [Yagi and Kawato, 1990; Yagi and Yachida, 1991; Bogner,
1995], en éloignant la caméra du sommet du miroir.

Miroir sphérique Dans ce cas, la contrainte du PVU implique la coincidence du centre
optique de la caméra avec le centre de la sphere. Pareillement au cas conique, le
miroir sphérique ne permet pas dans la pratique 1’obtention d’un champ de vision
large sous la contrainte du PVU. Néanmoins, la caméra catadioptrique avec mi-
roir sphérique a €été utilisée auparavant dans plusieurs expériences [Hong, 1991;
Murphy, 1995; Bogner, 1995], dans lesquelles le centre optique de la caméra a été
déplacé en dehors du miroir sphérique.
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FIGURE 2.5 — Configurations des différents miroirs pour assurer la contrainte du PVU.

Miroir elliptique La contrainte du PVU avec un miroir elliptique est satisfaite lorsque le
centre optique et le point de vue sont situés aux deux foyers de I’ellipsoide. Donc,
ce miroir permet d’améliorer le champ de vision tout en conservant la contrainte

du PVU.

Miroir hyperboloide Ce miroir produit également une solution réalisable a condition
que le centre optique de la caméra perspective et le point de vue se situent aux
deux foyers de I’hyperboloide. La caméra hyper-catadioptrique a été employée ini-
tialement par [Rees, 1970] et plus tard [Yamazawa et al., 1993, 1995] pour des
travaux de navigation autonome.

Miroir paraboloide Ce miroir réalise une projection orthographique. Ainsi, la contrainte
du PVU est supprimée. Pourtant, I’exploitation de ce miroir combiné a une lentille
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télécentrique permet de construire un capteur catadioptrique a PVU situé au foyer
du paraboloide [Nayar, 1997].

2.3.2 Modélisation de la projection catadioptrique

La figure 2.6 illustre la formation des images dans les cas des miroirs hyperboloides
et paraboloides.

— En ce qui concerne un systeme hyper-catadioptrique, un rayon incident d’un point
3D vers le foyer de I’hyperboloide est réfléchi par la surface du miroir et projeté a
travers le centre de projection de la caméra sur le plan image.

— Quant au systeme para-catadioptrique, une lentille orthographique est nécessaire

entre la caméra et le miroir pour faire converger les rayons paralleles réfléchis par
le miroir paraboloide vers le centre de projection.

A Optical axis A Optical axis

Focal point

Focal point

3D point 3D point

, Orthographic lens

’
Camera center +| Camera center
’

’ #
’ ’
[

‘
Image point Image point

(a) (b)

FIGURE 2.6 — (a) Formation d’une image hyper-catadioptrique. (b) Formation d’une
image para-catadioptrique.

2.3.2.1 Projection hyper-catadioptrique
L’équation du miroir hyperboloide dans un repere centré en son foyer est :
d=2Va>+1b?
G +;Z/2)2 - xi;yfn =1 avec¢ a=10.5 (\/m— 219) (2.1)
’ b= \/ pVd:+4h? —2p?
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Le parametre d est li€ a I’excentricité e de la section conique du miroir tel que d = 2e et
4p représente le latus rectum?.

D’une part, la premiére projection du point du monde P(X,Y,Z) sur la surface du
miroir produisant le point Py, (X, Ym,zm) est traduite par I’équation (2.2). D’autre part, la
projection de P, sur le plan image créant le point U(x,y,0) est exprimée par 1’équation
(2.3).

FP, — aFP 2.2) F'U = BF'P, 2.3)
On note que F(0,0,0) et F'(0,0,—d) sont les deux foyers de I’hyperboloide, « et § des
scalaires non nuls. On en conclut les équations suivantes :

X = 0X J
X
Y =0oY 2.4) XY y (2.5)
—aZ Xm Ym Zm+
im =

La valeur de o est déterminée en remplacant les termes (2.4) dans I’équation de I’hyper-
boloide (2.1), on déduit :

b*(0.5dZ +al|P|))
= P||=VX%2+Y2+Z72 2.6
aZ (X2+Y2)_b222 | || + =+ ( )
Par conséquent, les coordonnées sur le plan image :
2pd X 2pd Y
v/ d>+4p? L \ d2+4p? @7

(x7y) - :|: d Y d
AIPIFZ ™ P2

La projection sur le plan image produit deux points (signe ) dont I’'un est physiquement
réel.

ou

2.3.2.2 Projection para-catadioptrique

Le repere est centré au foyer du paraboloide F. Soit P(X,Y,Z) un point 3D de la
sceéne. Le point P se projette sur le miroir en un point By, (X, Vm,zZm) tel que :

( 2pX

X =

" HPZH;Z

ym= L1 ou||P|| = VX2t Y21 22 (2.8)
1P| =2

_ 2pZ

ST

Le parametre 4p est le latus rectum du miroir d’équation :
_ (atym) —4p?
=
4p

5. Lalongueur du segment créé par I’intersection de la ligne passant par le foyer du miroir et sa section
conique.
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La projection du miroir paraboloide est orthographique, ainsi, les coordonnées sur le
plan image sont :

(x,y):<i 2pX 2pY )

5 (2.9)
\Pl[FZ" [IPl|+Z

De la méme manicre que le cas hyperboloide, la projection para-catadioptrique pro-
duit deux points dont I’un est physiquement réel, 1’autre est virtuel.

2.3.3 Modeéle d’équivalence sphérique

Le modele de projection sphérique [Geyer and Daniilidis, 2000] unifie tout type de
caméras conventionnelles ou systemes catadioptriques centraux respectant la contrainte
du PVU [Baker and Nayar, 1999]. Ce modele est illustré sur la Fig. 2.7 et peut étre décrit
en deux étapes :

Y

3D point

FIGURE 2.7 — Modele sphérique unifié.

1. Une projection perspective du point P(X,Y,Z) de la scéne sur la surface de la
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sphere unitaire, centrée sur le PVU, produisant le point Py(xs, s, 2s), tel que :

r X
Xs = v
S
Y N 2 2 2
s = T ot ||P|| = VX2 +Y2+Z (2.10)
Z
s = 7777
7Pl

2. Une projection sur le plan image catadioptrique a partir d’un point appartenant a
I’axe vertical de la sphere, et situé a une distance & du centre de la sphere O;. Le
plan image est situé a une distance ¢ du centre de la sphere, tel que :

E—o

xX=—7——=X

5IEPH—Z 2.11)
y=52 %y
SlIPIl—z

Le modele sphérique unifié a donc deux paramétres & et @ déterminés en fonction
des caractéristiques géométriques de la section conique du miroir. Le tableau 2.1 décrit
ces parametres ou e indique [’excentricité de la section conique du miroir, 4p est le latus
rectum et f la distance focale |Geyer and Daniilidis, 2000].

TABLE 2.1 — Les paramétres & et ¢ selon la forme du miroir.

Miroir é (0]
Parabolique 1 1-2p
. - d d(1—-2p)
Hyperbolique & Elliptique
/d2+4p2 /d2—|—4p2
Planaire 0 f

Afin de regrouper dans un seul modele les caméras fisheye et catadioptriques cen-
trales, une extension du modele sphérique a été proposé dans [Ying and Hu, 2004] en
substituant la sphere par une surface quadratique. Les motivations de la proposition de
ce modele sont basées sur les observations suivantes : dans [Smith et al., 1999], on af-
firme que les lignes du monde 3D sont projetées en sections coniques en utilisant une
caméra fisheye satisfaisant la projection en deux étapes via une surface quadrique. En
plus, dans [Brauer-Burchardt and Voss, 2001], on découvre que pour certaines caméras
fisheye, ces sections coniques sont des cercles. Cette propriété est similaire a la projec-
tion para-catadioptrique [Nene and Nayar, 1998], qui envoie, elle aussi, les lignes de
I’espace en cercles dans I’image. Ensuite, une version modifiée du modele sphérique a
été proposée [Barreto, 2006] dans le but d’inclure les caméras perspectives a distorsion
non-linéaire.
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2.4 Outils de la géométrie Riemannienne

On commence cette section par donner un apercu général sur la géométrie Rieman-
nienne et les outils de base que nous allons utiliser. Nous renvoyons le lecteur a [Lee,
2006; Petersen, 2006] pour de plus amples informations sur la géométrie Riemannienne.

2.4.1 Notions autour de la géométrie Riemannienne

Un peu d’historique : L’objectif de la géométrie Euclidienne est d’étudier les formes
et les propriétés géométriques des objets usuels (droites, segments, longueurs, me-
sures des angles, aires, etc.). Son nom vient d’Euclide ® qui a défini des axiomes
(ou postulats) sur lesquelles repose la géométrie Euclidienne actuelle. Les postulats
les plus célebres :

— Par deux points distincts ne peut passer qu’une seule droite.
— Toute droite finie peut €tre prolongée indéfiniment et continument.
— Par un point, on ne peut faire passer qu’une parallele a une droite donnée.

Ce dernier est connu sous le nom de postulatum d’Euclide ou le postulat des paral-
leles. Depuis Euclide, beaucoup de mathématiciens ont cherché en vain a démon-
trer ce dernier postulat. Ce n’est qu’au XIXe siecle que quatre mathématiciens,
C.F. Gauss (1777 1855), J. Bolyai (1802 ; 1860), N.I. Lobachevsky (1793 ; 1856)
et Riemann (1826 ; 1866), ont montré indépendamment et de facon irréfutable qu’il
est impossible de démontrer le postulat des paralléles, en concevant des géomé-
tries dans lesquelles par un point n’appartenant pas a une droite, on peut tracer soit
plusieurs, soit aucune parallele a cette droite, d’ou la naissance de la géométrie
non-Euclidienne.

Un grand pas dans le monde de la géométrie non-Euclidienne revient a la publi-
cation du célebre mémoire du mathématicien Bernhard Riemann, qui a inspiré la
plupart des travaux récents. La géométrie Riemannienne introduisit le concept fon-
dateur de variété géométrique. Elle étend les méthodes de la géométrie analytique
en utilisant des coordonnées locales pour effectuer 1’étude d’espaces courbes sur
lesquels existent des notions d’angle et de longueur.

Une "variété" (manifold en anglais) est un espace topologique localement Euclidien,
c’est-a-dire, le voisinage de chaque point de cet espace ressemble a R”. Formellement,

6. Euclide est I’'un des mathématiciens les plus célebres de I’ Antiquité. Présumé né a Athenes, il vécut
entre les Ile/IVe siécles av. J.-C. Il est connu pour ses écrits, notamment les Eléments, sur lesquels repose
une grande partie des mathématiques. Du nom d’Euclide, dérive la géométrie Euclidienne appelée aussi la
géométrie plane d’Euclide.
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Définition 1. On dit que M est une variété (manifold) si en chaque point p € M, il existe
un voisinage homéomorphe’ a R".

Pour illustrer intuitivement cette notion, on donne 1I’exemple du "probleme de la Terre",
si elle est "plate ou ronde". En effet, on croit souvent que les hommes ont d’abord affirmé
que la Terre était plate, puis le débat avait été clos par Galilée ou bien d’autres avec les
preuves modernes. La divergence entre la croyance ancienne et la vérité actuelle provient
essentiellement du fait qu’a notre échelle de perception, la Terre a I’air plate. En géné-
ral, une variété de dimension n est tout espace qui s’apparente "plat" a petite échelle.
L’exemple de base est I’espace Euclidien R”, en particulier, la ligne des réels R et le plan
Euclidien R?. Egalement, une courbe unidimensionnelle est une variété de dimension 1.
La sphere, le paraboloide ou bien I’hyperboloide sont des variétés de dimension 2.

Une variété différentielle lisse peut €tre dotée d’une structure locale supplémentaire ap-
pelée "métrique Riemannienne". Formellement,

Définition 2. On appelle métrique Riemannienne g sur une variété lisse (smooth mani-
fold) M la donnée d’un produit scalaire pour tout point p € M sur chaque espace vectoriel
tangent T,M. On note < X,Y >:= g(X,Y) avec X,Y € T,M . Autrement dit, g associe a
un point p € M un produit scalaire de T,M.
— Propriétés :

— g est une forme bilinéaire symétrique, i.e., g(X,Y) = g(¥,X)

— g est définie positive, i.e., g(X,X) >0si X #0.
Définition 3. On appelle variété Riemannienne toute variété munie d’une métrique Rie-
mannienne.

Si la métrique Riemannienne est donnée par le produit scalaire g(X,Y) = X.Y pour
tout X,Y € T,R" et p € R", la variété¢ R" munie de cette métrique est [’espace Euclidien
standard.

Définition 4. Soit M une variété munie d’une métrique gy,y. Le carré de la longueur
infinitésimale d’un petit segment (the squared arc length) ds* est donnée par la métrique
guv de cette variété,

ds* = guydxtdx" (2.12)

On note lutilisation de la convention de sommation d’Einstein®. Par exemple, si L,V =

{1,2} eti, j={1,2,3} et hjj = & donc ds?® = guvdx*dx" = g11dx% +giadxdy+gr dydx+
2

gndy”.

7. En topologie, un homéomorphisme est une application bijective continue, d’un espace topologique
dans un autre, dont la bijection réciproque est continue. Dans ce cas, les deux espaces topologiques sont
dits homéomorphes.

8. La convention de sommation d’Einstein stipule que lorsqu’un indice d’une variable apparait une
fois en position supérieure et une fois en position inférieure, cela signifie qu’on doit sommer sur toutes les
valeurs que peut prendre cet indice.
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En particulier, dans le cas de I’espace Euclidien R? avec le systéme de coordonnées
cartésiennes (xg,x1,x2), 1’élément de longueur (2.12) est défini par la relation :

ds* = Suvdxtdx”
= dx% +dx? +dx3
Définition 5. Un plongement Riemannien (Riemannian embedding) est une application
lisse (smooth map) f: M — N entre deux variétés (M, guy) et (N, h;j) tel que guv = f*hij,
ie. g(X,Y)=h(Df(X),Df(Y)) pour tout vecteur tangent X,Y € T,M et tout p € M.

La métrique gy sur M est induite par h;j sur N, elle est appelée une métrique Pullback
et est définie par la matrice symétrique :

guv = hijou f'ov f/ (2.13)
La convention de sommation d’Einstein est utilisée, ot |1,V = {1,...,dim(M)} eti,j=
{1,...,dim(N)} et oy f' est la dérivée partielle de f'par rapport a la variable L.

Le théoreme de J. Nash [Nash, 1956] révolutionne la géométrie différentielle en af-
firmant la possibilité de plongement isométrique d’une variété Riemannienne quelconque
dans un espace Euclidien de dimension assez grande. Par conséquent, toute variété Rie-
mannienne peut étre considérée comme une sous-variété d’un espace Euclidien. Egale-
ment, le plongement est isométrique, il permet de préserver la longueur des courbes.

2.4.2 Opérateurs différentiels Riemanniens

Soit (M, g) une variété Riemannienne munie d’une métrique Riemannienne induite
gij qui encode les propriét€s géométriques de la variété.

Gradient Riemannien

Soit f: R" — R une fonction telle que f € C*(M) et I"application différentielle
dyf: T;M — R est linéaire pour tout x € M. Donc, il existe un champ de vecteurs sur 7M
appelé€ gradient de f et noté V, f tel que,

< Vof, X >,0=duf(X) pourtout X € T.M (2.14)

Dans un systeme de coordonnées locales (xi,...,x,), 'expression du gradient Rieman-
nien est : af a

Vof = g7 == =—. 2.15

gf g 8x,~ 8xj ( )

o g'/ est I’inverse de la métrique g; j- La démonstration est détaillée dans 1’annexe B.1.
En notant G~! = g/, I’expression suivante est adoptée en général :

Vof =G 'Vf (2.16)

Lorsque g;; = &;; est la matrice identité, le gradient Riemannien V, f définit le gradient
Euclidien V.
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Divergence Riemannienne

Pour chaque fonction f, avec un support compact et un champ vectoriel X = X'9;, la
divergence est I’opérateur adjoint au gradient et donné par I’expression :

1 .
divX = ——0;(X"'+/det 2.17
v NGET ( etg) ( )

ou det g est le déterminant de la métrique g;;. La démonstration est donnée dans 1’annexe
B.2.

Opérateur Laplace-Beltrami

On peut ainsi définir I’opérateur différentiel du second ordre A, = div oV, appelé
I’opérateur Laplace-Beltrami

1 N
= (ot .
Ag maj (8"+/detgaif) (2.18)

En considérant gr» la métrique Euclidienne sur R”, la métrique est définie dans ce
cas par la matrice identité g;; = &;; pour tout x € R" et i, j = 1...n. Pour cela, (2.18)
devient le Laplacien sur R”,

Aggn = Z ENE (2.19)

2.5 Géométrie Riemannienne et vision

Le principe clé de I’utilisation des outils de la géométrie Riemannienne en vision est
lié a la non linéarité de I’espace d’intérét. De nombreux probleémes en vision et traite-
ments d’images se trouvent ainsi concernés. La géométrie Riemannienne a été particu-
lierement utilisée dans le contexte de la segmentation par des modeles déformables. Ces
derniers, introduits initialement par [Kass et al., 1988], sont initialisés en général sous
forme d’une courbe dans le cas d’une image 2D ou une surface dans le cas 3D.

2.5.1 Modéles Riemanniens déformables

Contours actifs geodésiques
L’une des premieres approches a proposé une formulation des contours actifs classiques
en contours ou surfaces actives géodésiques [Caselles et al., 1997a,b] :

— Pour les contours actifs paramétriques, 1’équation d’évolution d’une courbe para-
métrée C(p) = (x(p),y(p)) dans un domaine Q avec p € [0, 1], est donnée par la
minimisation de 1’énergie :

B(C)= [ E(Clp) + EuulC(p)dp 220)
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— [Caselles et al., 1997a,b] ont montré que le probléeme de minimisation de E(C)
(2.20) est en fait une géodésique dans un espace Riemannien dont la métrique est

donnée dans ’espace image I par : g;; = f(|VI|)§;;, telle que,
- ' JaiCiClap (2.21)
- / \/ F2(IVI))8;C/Cldp (2.22)
= [ s4vicmnhic wlap 223

Le probleme s’interprete alors comme la minimisation de la longueur du contour
ou de la surface dans un espace muni d’une structure métrique prenant en compte
les caractéristiques de 1’image.

Modeéles hautement déformables

D’autres approches utilisent une métrique Riemannienne judicieusement choisie dans
le but d’améliorer la qualité et la robustesse de la segmentation, tout en minimisant
la complexité en temps de 1’algorithme. Ces approches produisent ainsi des modeles
Riemanniens hautement déformables et a densité adaptative [Lachaud and Taton, 2004,
2005]. L’idée directrice consiste a déformer 1’espace a 1’aide d’une métrique Rieman-
nienne afin de :

— Concentrer I’effort de calcul au voisinage des zones d’intérét, par exemple les par-
ties de I’image contenant des contours significatifs.

— Adapter la densité des variables selon la position dans I’image.

La figure 2.8 illustre I’approche du modele Riemannien hautement déformable pour ré-
duire la complexité de I’algorithme de reconstruction d’un cube [Lachaud, 2006].

2.5.2 Modéles Riemanniens déformables et vision omnidirectionnelle

Le modele des contours actifs géodésiques standard utilise dans sa formulation la
métrique Euclidienne §;; (2.22). Dans le cadre des images catadioptriques omnidirection-
nelles, [Bogdanova et al., 2007] ont développé un modele pour les images sphériques,
paraboloides et hyperboloides en utilisant des métriques Riemanniennes g;; conformes
et équivalentes aux métriques Euclidiennes, calculées a travers la projection stéréogra-
phique. Ainsi I’énergie du modele standard (2.22) devient dans le cas catadioptrique :

/ \/f2 VI|)gi;CiCldp (2.24)

— /0 FUVIC(p)))g"/4IC (p)ldp (2.25)
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(a) (b)

FIGURE 2.8 — Illustration de I’approche du modele Riemannien hautement déformable
pour réduire la complexité de I’algorithme de segmentation. Reconstruction d’un méme
cube avec : (a) une métrique Euclidienne et une résolution grossiere (171 sommets),
(b) une métrique Euclidienne et une résolution fine (12 576 sommets), (c) une métrique
Riemannienne et une résolution adaptative (472 sommets) [Lachaud, 2006].

avec g le déterminant de la métrique Riemannienne g;; et vaut dans le cas des images
sphériques et paraboloides :

;2 0
1 2 2
gi=| “0” ) A (2.26)
(142242)*

et dans le cas des images hyperboloides :

% 0
(3242
gi=| 0 (0” ) A (2.27)

(1-(20?)

La figure 2.9 illustre la comparaison entre 1’influence de la métrique Riemannienne hy-
perbolique ci-dessus et la métrique Euclidienne dans une expérience de segmentation
d’un objet d’intérét. On remarque une transition lisse sur la variété hyperbolique tandis
qu’elle apparait sous forme d’une transition rapide sur I’image hyperbolique plane.

Les résultats montrent que la méthode basée sur la métrique Euclidienne ne parvient pas
a segmenter la totalité de I’objet d’intérét. Ceci est dii au faux contour correspondant a
la transition rapide sur I’image hyperboloide, alors que la méthode basée sur la métrique
Riemannienne réussit la segmentation de 1’objet d’intérét parce que la fonction 1’indica-

teur des contours f(|VI(C(p))|) dans (2.25) est pondérée par le facteur g'/4 = @
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(a) Contour actif  (b) Contour actif (c¢) Zoom de (b) (d) Contour actif (e) Zoom de (d)

initial Euclidien final hyperbolique

final

-
4

FIGURE 2.9 — Segmentation d’un objet d’intérét dans une image catadioptrique hyper-
boloide de synthese en utilisant la méthode des contours actifs Euclidiens classiques (b)
et (c), en utilisant la métrique Riemannienne induite de la géométrie du miroir (d) et (e)
(Source : [Bogdanova et al., 2007]).

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit la vision omnidirectionnelle et catadiop-
trique en présentant les systemes et les modeles de projection. Nous avons également in-
troduit les notions fondamentales et quelques opérateurs de la géométrie Riemannienne.
Etant le cadre de notre travail, nous avons ensuite présenté un apercu de I’ utilisation de la
géométrie Riemannienne dans le domaine de la vision, en particulier la segmentation par
modeles déformables, et les traitements des images conventionnelles et catadioptriques.

Dans le prochain chapitre, nous présentons un nouveau formalisme de construction d’une
métrique Riemannienne générique pour les images catadioptriques couleur.
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3.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre un nouveau formalise unifié pour la construction
d’une métrique générique pour les images catadioptriques couleur. Avant de commen-
cer le calcul de notre métrique, nous présentons le tenseur de structure classique utilisé
pour le traitement des images couleur. Ensuite, dans un cadre Riemannien, nous construi-
sons un plongement de I'image catadioptrique couleur dans un espace de plus grande
dimension et en déduisons une métrique générique. Afin de montrer la généricité de
ce formalisme, nous allons expliciter différentes métriques. Ceci est équivalent a faire
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des projections sélectives ; géométrique incorporant les coordonnées spatiales de I’image
uniquement, ou bien photométrique menant a des métriques manipulant les composantes
couleurs.

3.2 Tenseur de structure classique

Le tenseur de structure est un outil important pour les images multi-spectrales. 1l
était introduit initialement par Di-Zenzo dans [Di Zenzo, 1986] et utilisé par la suite dans
I’analyse et la description de la géométrie locale dans une image.

Considérons I' une fonction représentant une image de m canaux, avec i = {1,...,m}.
Le tenseur de structure est construit en calculant localement la direction et 1’amplitude
d’une variation de chaque composante I'. Soit F le carré de la variation multi-spectrale
entre deux points voisins de coordonnées (x,y) et (x+ dx,y+dy),

F=Y", (F(x,y) = (x+dx,y+dy))° 3.1)

En utilisant I’expansion de Taylor au premier ordre, la derniere expression prend la forme,

~N 2 . , N 2
F=Y", %l dxz—i—Z%lg—;ldxdy—k g—;l dy* (3.2)
Réécrivant (3.2) sous forme matricielle,
( ﬂi) EEL
F=(dx dy)Yyr, ;;ﬂi 5;‘?;2 (dx dy)" (3.3)
dx dy Jy

On déduit I’expression du tenseur de structure classique donnée par la matrice symétrique
(3.4). On mentionne qu’en général, I’'image est régularisée par une convolution avec un
noyau Gaussien d’écart type o : I§; = I' * G, ce qui conduit a :

(81{, ) > oIl oI

m dx dx dy
T=). . . 34
Lici OILAIL (i’ G4
dx dy dy

Les vecteurs propres de ce tenseur indiquent la direction des variations maximales et
minimales de I’information image. Les valeurs propres correspondantes (A, ,A_) repré-
sentent I’amplitude de ces variations. Si on désigne par gy, avec i,V = {x,y} les coef-
ficients du tenseur 7', on a,

8xx 1+ 8yy + \/(gxx _gyy)2 +4g)2cy
- 2

Y (3.5)
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(a) L'image (b) La valeur propre A+ (c) La coherence ¢ (d) Lorientation 6,

FIGURE 3.1 — Analyse par tenseur de structure d’une image (Source [Soulard, 2012])

La valeur propre la plus grande, A, correspond a la valeur maximale de la variation
locale, et est atteinte dans la direction 6 du vecteur propre associé :

1 .
0, = E arg{gxx — &yt ]ngy} (3.6)

Le second vecteur propre est orthogonal au premier, son amplitude mesure la variation
minimale A_.

D’autres mesures intéressantes sont présentées d’une maniere exhaustive dans [Jihne,
2005; Granlund, 1978; Bigiin and Granlund, 1987]. On donne, a titre d’exemple, la for-
mule de la cohérence notée c,

Ay —A_
c=+t = (3.7)
Ar+A_
et le vecteur d’orientation noté o,
_ 8xx — gyy
0= 3.8
( 285y ) :8)

La mesure de la cohérence varie entre O et 1. Une valeur ¢ = 1 signifie que I’orientation
locale est idéale, c-a-d, la structure locale correspond effectivement a un bord rectiligne
(A+ > 0,A_ =0). Si ¢ =0, il s’agit d’une variation isotropique dans la structure (A =
A— > 0). La figure 3.1 illustre la plus grande valeur propre 4., la mesure de cohérence
¢, et la direction 6, du vecteur propre associé a A,. Avec ces mesures, le tenseur de
structure offre ainsi une analyse bien établie de la structure locale.

Cette méthode du tenseur de structure est associée aux dérivées partielles d’ordre 1.
D’autres méthodes alternatives se basant sur des filtres en quadrature [Knutsson, 1982;
Granlund and Knutsson, 2013] existent. Une étude étendue autour de ces méthodes pourra
étre trouvée dans la theése de [Soulard, 2012].



CHAPITRE 3. TENSEUR HYBRIDE GENERIQUE POUR LES IMAGES
34 CATADIOPTRIQUES

3.3 Construction de la métrique

Cette section présente une contribution majeure de la these. Elle définit le forma-
lisme générique pour la construction de métriques adaptées aux images catadioptriques
couleur. Dans la suite, nous proposons dans un cadre unifié la construction d’une mé-
trique générique et de nature hybride pour les images catadioptriques couleur :

— La métrique est générique puisqu’elle integre le modele d’équivalence sphérique
qui englobe la modélisation de tout systeme de projection centrale : les caméras
perspectives et catadioptriques centrales.

— La métrique est de nature hybride car elle permet d’intégrer dans le méme modele,
la métrique géométrique en fonction de la forme du miroir utilisé dans le capteur,
et la métrique couleur en fonction des composantes multi-spectrales de 1’image.

Nous montrerons dans le chapitre suivant plusieurs améliorations et traitements adaptatifs
qui en résultent pour la vision catadioptrique couleur.

3.3.1 Formalisme général

Etant donné que la formation des images catadioptriques passe par des miroirs cour-
bés, les outils Euclidiens classiques sont inefficaces et non adaptés a I’analyse de ce type
d’images. Pour cette raison, certains travaux (ex. [Bogdanova et al., 2007]) ont proposé
de considérer ces images comme des variétés non-Euclidiennes.

Dans notre approche, nous proposons un plongement isométrique des images ca-
tadioptriques dans des variétés Riemanniennes. Le plongement dans un espace de plus
grande dimension a été€ étudié€ pour les images conventionnelles [Sochen and Zeevi, 1998;
Kimmel et al., 1998]. Dans ces travaux, une image d’intensité est considérée comme une
surface dans un espace de 3 dimensions (x,y,/) comme illustré sur la figure 3.2. Une
image couleur RGB peut donc étre considérée une surface plongée dans un espace de 5
dimensions (x,y,R,G,B).

I(x.y)
) /-\

ul y

FIGURE 3.2 — Plongement d’une image 2D comme une surface dans un espace de 3
dimensions.
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Cette représentation est pertinente du fait qu’elle permet I’utilisation de nouveaux outils
de la géométrie Riemannienne dans I’analyse des images, comme 1’opérateur différen-
tiel Laplace-Beltrami qui est une généralisation du Laplacien Euclidien [Wetzler et al.,
2013]. En outre, cette représentation mene a des méthodes efficaces, a titre d’exemple,
I’amélioration et le débruitage anisotropique des images [Spira et al., 2005, 2007].

Le formalisme de la métrique du plan catadioptrique que nous proposons de construire
est basé€ sur la construction du plongement et le calcul de la métrique Pullback. Considé-
rons le plongement Riemannien suivant :

f: R? — R3*m (3.9)

(xy) = (o 2 o B B
Ce mapping fait correspondre a chaque position (x,y) dans le plan image, un point défini
par ses coordonnées spatiales sur la surface de la sphere (xs,ys,zs) et également ses m

coordonnées photométriques (I',...,I") représentant les canaux de I’image couleur. y ~!
représente la projection inverse sur la sphere et est définie par :

X 0y) = (s zs) = (0 () 2 (), (1) (3.10)

Cette projection correspond au point Py = (x;,ys,zs) comme illustré sur la Fig. 3.3.

u .
o >
= & : \‘\\. The projection
5 // @ N % xB)=U
/ € \
/ \
; v ¥ . II
\ IP\
\ f
\ / « 3D point
/
X d
\\\\\ /.//

FIGURE 3.3 — Illustration de la projection inverse y ~'. Le point image U est défini par
U = x(Ps) avec P la projection du point 3D sur la sphére.

Le paramétre 3 est un facteur d’échelle relatif 4 I’espace hybride spatial-couleur (R3+).
D’une maniere similaire a [Sochen et al., 1998; Spira et al., 2005], on introduit ce para-
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metre car les coordonnées spatiales et les composantes couleur n’induisent pas physique-
ment la méme mesure.

Par la construction du plongement Riemannien (3.9), nous supposons que 1’espace hy-
bride spatial-couleur R”*3 est muni d’une métrique Euclidienne, notée /; ;. Cependant, le
plan catadioptrique R? est non-Euclidien et est muni d’une métrique Riemannienne notée
guv- Grace a ce plongement, g,y est une métrique Pullback définie au chapitre précédent
(2.13).

Pour des raisons de clarté, nous considérons dans un premier temps 1’aspect géométrique
seulement ou on calcule la métrique générique spatiale. Ensuite, on élabore la formula-
tion générale hybride ou la métrique integre les coordonnées spatiales qui traduisent le
processus de formation du point image apres déformation des rayons par le miroir ainsi
que les coordonnées couleur de I’image.

3.3.2 Meétrique spatiale générique
Considérons I’application f entre les deux variétés suivantes :
— le plan image R? muni de la métrique Riemannienne guvs

— et lasphere S* C (R, &;;) munie de la métrique Euclidienne locale 7; :

f: R*5S*’cR? (3.11)

(xy) = (=20 (60)oys = 2 ()2 = 257 (%))
ot I’application y ! est Iinverse de y: S* — {N} — R? qui associe a chaque point P,
situé sur la surface de la sphere, un point U sur le plan catadioptrique par projection a
partir d’un point N sur I’axe vertical de la sphere comme illustré sur la figure 3.3. Donc,

la droite passant par N et P intersecte 1’hyperplan z = ¢ en ce point U. Pour un certain
o non nul, U est caractérisé par la relation :

NP = o NU (3.12)

avec les coordonnées : N = (0,0,&), Ps = (x5,y5,25), U = (x,y,¢). La projection sur le
plan image conduit aux équations suivantes :

Xy = Ox
Vg = QLY (3.13)
z=a(p—8)+E&

Etant situé sur la surface de la sphére de rayon r = 1, le point P, € S? satisfait I’équation :

Nty =1 (3.14)
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En remplacant (3.13) dans (3.14), on obtient :

_EE-—)EV(E -9+ (P +y?)(1-8?)
(E—9)+x>+y?

On insere o dans le systeme (3.13), on obtient ainsi les coordonnées d’un point appar-

tenant a la surface de la sphere. Autrement dit, on obtient la formule de la projection
inverse y ~! en fonction des coordonnées spatiales (x,y) et des paramétres du miroir & et

Q.

ot (3.15)

La surface de la sphere est une variété Riemannienne qui ressemble localement a un
espace topologique Euclidien. Elle est munie localement de la métrique Euclidienne 4;;.
Cette configuration va nous permettre de déduire 1’expression de la métrique Rieman-
nienne gy sur le plan catadioptrique en utilisant la définition de la métrique Pullback
(2.13) avec u,v = {1,2}, et i, j = {1,2,3} et dy f" est la dérivée partielle de f' par rap-
port a la variable p. Apres calculs, la métrique Pullback g, est définie par la matrice
symétrique suivante :

(E— @)+ (1-82)y? (1—&%)xy
guv=12¢ (3.16)

(1=&%)xy (E—@)?+(1-8)x

ou,

o (se-prvE=eren @)
C(E— @2+ (1-E2)(@+)2)) (& — )2 +22+)2)
Le déterminant de gy, s’€crit :
det(guy) = §3(E = 90)* [(1-EX)(X® +¥°) + (& — 9)?] (3.18)

On vérifie que est inversible, d’inverse :
guv

(3.17)

(E—@P+(1-6)x  —(1-8)xy
g =n (3.19)

—(1-8%)xy E—@)+(1-8%)y
ou, ,
(E—@)+x>+y’
n= ( ) 3 (3.20)
E-9) (ECE-9)+VE—@P+(T-E) 1))
Notons que cette métrique exprimée directement sur le plan catadioptrique, dépend des
parametres du miroir (£ et @) et de la position (x,y) du pixel dans I’image.
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3.3.3 Maétrique spatiale-couleur générique

Nous considérons maintenant un plongement hybride générique qui incorpore a la
fois les coordonnées spatiales, la position des points dans le plan image, et I’information
couleur. Le tout exprimé dans un seul plongement général (3.9). La métrique Pullback
résultante est hybride et générique. Le développement des calculs nous mene a la forme
suivante :

C((E—)+(1-82) +B>L,(1)? C(1—=&Xxy+ B> L}
(guv)hybride =
C(1 =&y +B>L L} C((E—9)P+ (18222 +B> X, (L)?
(3.21)
avec ¢ donné dans (3.17).

La métrique générique hybride possede trois parametres, deux liés au miroir (& et @), et
le troisieme f 1ié aux composantes couleur. La variation des parametres (&, @, ) permet
d’obtenir différentes métriques. Par exemple, si on traite uniquement 1’aspect spatial (f =
0), on obtient la métrique (3.16). Ainsi, la géométrie Riemannienne et particulierement le
plongement, nous permet de considérer, dans un cadre unifié, d’'une maniere simultanée
ou séparée, la distorsion spatiale catadioptrique et/ou I’'information couleur qui reflete la
nature multidimensionnelle de I’image.

Le parametre 3 induit ainsi un effet d’échelle dans la métrique (3.21) entre I’influence des
caractéristiques image et /ou couleur. Le choix de ce parametre peut €tre défini en fonc-
tion de I’application. En particulier, nous avons cherché a optimiser cette valeur dans
I’expérience de débruitage. Pour cela, on utilise les indicateurs de PSNR (rapport si-
gnal/bruit de créte) et SSIM (indice de similarité structurelle [Wang et al., 2004]). La
figure 3.4 représente la variation de ces mesures en fonction de différentes valeurs f3.
A partir de ces courbes, on déduit que B = 0.04 est la valeur qui donne les meilleures
mesures PSNR et SSIM.

Dans ce qui suit, la valeur empirique 8 = 0.04 sera utilisée.

3.4 Etude de cas

Nous explicitons dans ce qui suit différents cas usuels pour la formalisation de la
métrique hybride. Ces métriques peuvent correspondre a des métriques spatiales définies
par la projection géométrique catadioptrique ou des métriques couleur définies par la
projection colorimétrique.
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FIGURE 3.4 — La variation des mesures SSIM (a gauche) et PSNR (a droite) en fonction
du parametre f3.

3.4.1 Projection géométrique

La projection géométrique centrale catadioptrique dépend de la forme du miroir du
capteur. Ce dernier pourrait étre, dans le cas de la projection centrale, de géométrie para-
boloide, hyperboloide et perspective.

3.4.1.1 Projection paraboloide

Selon le modele d’équivalence sphérique, lorsque & = 1 et @ = 0, la projection cor-
respond a un miroir paraboloide. Elle est équivalente a une premiere projection centrale
sur la sphere, suivie d’une deuxieme projection stéréographique a partir du pole Nord de
la sphere. Les résultats suivants en découlent :

— La métrique obtenue sur le plan catadioptrique est diagonale et prend la forme

suivante,
% 0
2 2 1
(guv)para = | © ”O+) A . (3.22)
(24y2+1)°

Elle est conforme a la métrique Euclidienne. La propriété de la conformité permet
de conserver localement les angles.

— Les lignes du monde 3D sont des cercles sur le plan image. En effet, la projection
d’une ligne 3D est un grand-cercle sur la sphere. La projection stéréogra-
phique renvoie ensuite le grand-cercle a un cercle sur le plan image.

La figure 3.5 montre la représentation graphique de 1’élément g1=g2, de la métrique
(3.22) comme une fonction sur le plan image. On constate que 1’amplitude de g (aussi
g22) prend la valeur maximale au niveau du centre de I’'image. Elle diminue progressive-
ment suivant la direction radiale vers la périphérie de I’'image. Donc, la variation a partir
du centre de I’image est isotropique.
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Notons que la métrique paraboloide (3.22) que nous obtenons par le plongement
Riemannien, dans le cas particulier du capteur paracatadioptrique, est similaire a celle
exprimée par [Bogdanova et al., 2007; Aziz et al., 2016].

Miroir paraboloide avec & = 1et @ =0 “

4 g w
et $11 T 82T a2
g12=g21=0 .

4
50 60
u (pixels)

g11 = g22 paraboloide

FIGURE 3.5 — Représentation graphique de la métrique Riemannienne (guv)para de
I’image para-catadioptrique (ici g1 = g22 et g12 = g21 = 0).

3.4.1.2 Projection hyperboloide

La projection hyperboloide dans le modele d’équivalence sphérique est caractérisée
par la variable & dans Iintervalle 0 < & < 1. A la différence du miroir paraboloide,
la métrique Riemannienne correspondante n’est pas diagonale et la projection est non-
conforme. Si on prend a titre d’exemple & = 0.93 et ¢ = 0, nous obtenons la métrique
suivante,

2
() o (093241/093570130707)) " [0.932 40.13y> 0.13xy
B hyper = (0,032 101302 12)) (093 12 112) 0.13xy 0.93% +0.13x*

(3.23)

La figure 3.6 illustre les coefficients de la métrique ci-dessus. Nous constatons que les
éléments du tenseur métrique dépendent de la position du pixel dans I’image ; ce qui veut
dire que ce champ tensoriel est anisotropique.

3.4.1.3 Projection perspective

Le cas & =0et @ = 1 correspond & un systeme catadioptrique avec miroir planaire.
La projection dans ce cas, est appelée perspective et correspond a la métrique suivante,
1 1+y*  —xy
(8uv)pers = m { —xy 142 | (3.24)

La figure 3.7 illustre les coefficients du tenseur métrique sur le plan image dans le cas
d’un miroir planaire.
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FIGURE 3.6 — Représentation graphique des coefficients du tenseur métrique Riemannien
pour I’image hyper-catadioptrique avec & = 0.93 et ¢ = 0.
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FIGURE 3.7 — Représentation graphique des coefficients du tenseur métrique Riemannien
dans le cas d’un miroir planaire & =0 et ¢ = 1.

En observant la figure 3.7, I’allure des coefficients de la métrique ressemble au cas
hyperboloide. En revanche, les amplitudes sont inférieures. On note également que cette
métrique n’est ni conforme, ni Euclidienne comme prévu. Cela revient au fait qu’on
considere pour le calcul de la métrique générique uniquement la deuxieéme projection du
modele sphérique unifié.

Nous démontrons ci-dessous que, lorsqu’on considere la premiere et la deuxieme
projection du modele sphérique unifié, ce qui se traduit par un plongement global (du
plan image R? dans le monde 3D R?3), on retrouve une métrique Pullback conforme et
proportionnelle a la métrique Euclidienne.

En effet, considérons le modele de projection perspective des caméras conventionnelles
(appelé modele sténopé ou pinhole). Un point M (X,Y,Z) du monde 3D est projeté sur le
plan image U (x,y, @) le long du rayon qui le lie avec le centre de projection (centre de la
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caméra).
Le plongement global est décrit par 1’application :
f: R?—RS (3.25)
(,y) = (X,Y,2)

Le centre de projection O(0,0,0), le point sur la sphere Ps(x;, ys,zs), le point M(X,Y,Z)
et le point image U (x,y, @) sont liés par les relations suivantes :

Xy = Ox xg=AX
ys = ay (3.26) et ys =AY (3.27) avec
ZS:a(p ZSZAZ

a et A des valeurs réelles non nulles. A partir de ces équations, on déduit la relation entre
les coordonnées (X,Y,Z) et (x,y) :

Z Z
X=—x e Y=—y (3.28)
¢ ¢

Nous allons maintenant retrouver a partir de notre plongement générique, la mé-
trique conforme a la métrique Euclidienne traduisant la projection perspective. On sup-
pose que la variété représentant le monde 3D est munie de la métrique Euclidienne §;;.
Par conséquent, on pourrait déduire la métrique du plan image g, comme €tant la mé-

. . Z Z
trique Pullback g,y = dy f'dy f/ avec f = (X = —x,Y = ax,Z). Mais, bien évidemment,

on ne peut pas extraire ’altitude Z a partir d’une seule image 2D, ce qui nous oblige a
faire des hypotheses sur cette 3eme dimension. On suppose donc que Z est constant, ce
qui revient a chercher la métrique pour les points qui appartiennent a une hauteur fixe;
les points du sol par exemple,

ox\?> [oY\? [9z\?
g11 = (a) + (a) + (a) (3.29)

dXdX JdYJY 9ZJZ

812=g12=§8—y+$ay+§8y (3.30)
IxX\% [avr\?* [9z\?
82 = <8_y) + (8_y) + (8_y> (3.31)
Donc, )
Z 1 0
Suv = (5) [ 0 1 ] . (3.32)

Ainsi, on retrouve bien une métrique proportionnelle a la métrique Euclidienne.
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3.4.2 Projection colorimétrique

Dans le cas particulier ou I’on considere le plongement dans 1’espace colorimétrique
sans prise en compte de la déformation du miroir, on définit,

f: R?>—>R™ (3.33)
(x7y) H (Il(x7y)7'7lm<x7y))

Si m = 3 et si on équipe I’espace d’arrivée R> par un tenseur métrique de la forme,

hij:

(e
o = O

0
0 (3.34)
1

On retrouve le tenseur de structure classique de 1’approche de Di Zenzo [Di Zenzo, 1986],

37 (Ii)2 23,111.11.
guv=| """ = (3.35)

YL X ()

Ce tenseur de structure d’ordre 2 est défini en chaque point de I’image et peut étre vu,
grace au formalisme Riemannien, comme une métrique Pullback.

Pour montrer la pertinence et la généralité de ce formalisme dans le traitement des
images multi-dimensionnelles, nous proposons de I’exploiter dans une application de
détection des contours sélective. L’'idée originale de la détection sélective a été proposée
dans [Rousseau et al., 2010] et s’appuie sur le changement de la métrique 4;; de I’espace
plongeant R?>*”. En fonction du choix de cette métrique, on peut faire une détection des
contours adaptative invariante a une (ou plusieurs) composante couleur précise. Alors, la
conception de la métrique h;; repose sur une forme quadrature Q calculée a partir de la
signature spectrale s de cette couleur.

On considere une image synthétique couleur dans I’espace RGB (Fig. 3.8a) et on suppose
vouloir détecter ses contours avec la particularité de confondre deux couleurs. Donc la
forme quadratique Q est celle qui projette sur I’orthogonale de 1’espace engendré par
les signatures spectrales de ces couleurs. Soit (#,v) une base orthonormale de I’espace
engendrée par les deux signatures, /;; prend la forme,

hij = {(1) ﬂ ®0 avec Q=208;—u —w (3.36)

ou 0;; = Ids, tel que i, j = {1,2,3} est la métrique Euclidienne.
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Lorsque nous choisissons une détection par métrique Euclidienne /;; = 6;; de I’espace
plongeant, tous les contours apparaissent comme illustré sur la figure 3.8b. En considérant
la métrique de projection (3.36) en fonction de deux signatures différentes, nous obtenons
une détection des contours qui ne différencie plus la zone rouge de la zone verte quand
u=(1,0,0) et v=(0,1,0) comme illustré sur la figure 3.8c. Pareillement sur la figure
3.8d, la frontiere entre la zone rouge et celle bleue n’est pas détectée quand u = (1,0,0)

etv=(0,0,1).
(a)
(c)

FIGURE 3.8 — Détection des contours sélective dans une image couleur. (a) L'image ori-
ginale, (b) Détection avec métrique d’espace plongeant Euclidienne. (c) et (d) Détection
avec métrique d’espace plongeant construite par projection sur un sous-espace et inva-
riante au changement entre les zones rouge et verte dans (c) et les zones rouge et bleue
dans (d).

(b)
(d)

3.4.3 Projection hybride spatio-colorimétrgiue

3.4.3.1 Cas du Miroir Paraboloide

La projection induite par un miroir paraboloide sur le plan image est une projection or-
thographique. Comme le montrent Geyer et Daniilidis dans [Geyer and Daniilidis, 2000],
grace au modele de caméra sphérique, la projection parabolique est équivalente a la pro-
jection a partir du pole Nord de la sphere sur le plan. Ainsi, les images des miroirs para-
boloides peuvent étre représentées sur la sphere par la projection stéréographique inverse.
A noter que la projection stéréographique est une projection conforme. En revanche, la



3.4. ETUDE DE CAS 45

projection orthographique donne au plan image une métrique non conforme (matrice non
diagonale), ce qui complique davantage les calculs.

Considérons donc le plongement de I’image paraboloide multidimensionnelle de m com-
posantes sur la surface de la sphere. Nous considérons ainsi deux variétés Riemanniennes :
une sphére unitaire S* (de rayon r = 1) C R3* et R?, et nous effectuons ensuite la pro-
jection stéréographique a partir du podle Nord, noté N, de la sphere :

Foarab: S? —{N} - R? (3.37)

La projection fjuqp renvoie un point P € S? — {N} en un point image U ou la ligne
passant par N et P intersecte I’hyperplan z = 0 comme illustré sur la Fig. 3.9.

Z

X
FIGURE 3.9 — Projection stéréographique sphérique.
Pour un scalaire non nul A, le point image U est caractérisé par,
NP = ANU (3.38)

Nous rappelons les coordonnées, N = (0,0,1), P = (xp,yp,2p), U = (x,y,2=0), cela
conduit au systeme d’équations

Xp=Ax  yp,=Ay z,=1-4 (3.39)

En remplagant la valeur de A de la troisieme équation dans la premiere et la deuxieme,
on obtient la formule de la projection stéréographique,

Foaran(P) = (x,) = (x—” y—”) (3.40)

l—zp’ -2z,
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Le point P = (xp,yp,2p) = fp_almb(U) défini par ses coordonnées (3.39), se trouve sur la

surface de la sphere et satisfait donc I’équation :
oyt =1 (3.41)
On remplace (3.39) dans (3.41), et on déduit :

2

= 3.42
x2+y2_|_1 ( )

En insérant A dans (3.39), nous obtenons la formule de la projection stéréographique

inverse
_ 2x 2y x> 4y?—1
I
U) = 343

paran (V) (ﬂ+ﬁ+ﬁﬂ+ﬁ+rﬂ+ﬁ+1 G4

Nous utilisons I'inverse de la projection stéréographique (3.43) pour le calcul de la mé-
trique Pullback qui correspond au cas du miroir paraboloide. Soit /;; et g,y les métriques
sur la surface de la sphere S — {N} C R>*™ et la variété R? respectivement. Considérons

I;l]mb,ﬁll b ,BI’"), la métrique Pullback g,y sur R? in-
duite par la métrique Euclidienne 4;; est définie par I’équation (2.13). Lorsque 4 = v =x,
on a,

le plongement f: (x,y) —

. . 4 ,
e = X0 hij O Ouf’ = 212 +BE (1) (3.44)
On calcule de la méme facon les éléments de gy,v. On déduit ainsi sa forme matricielle,
4 . .
—_‘_ﬁZZ(rL (11)2 Bzzni I
1 2 2)2 i=1\"x i=1"x"y
(guv)p = | (1 HE ) A (3.45)

ﬁzﬂ-":lI};I; 3 +B* ?1:1(15)2

(14+x2+y?)
A ce stade, on est capable de définir, a chaque point de I’image catadioptrique, un tenseur
métrique hybride. Ce dernier traduit la quantité de distorsion introduite par le miroir en
méme temps que la variation colorimétrique locale.

3.4.3.2 Cas du Miroir Hyperboloide

Dans le cas du miroir hyperboloide, la variété Riemannienne est 1’espace hyperbo-
lique H%e de dimension 2 et de rayon R > 0. ]HI%e est la nappe supérieure de I’hyperboloide
a deux nappes défini dans un repére de coordonnées (x, y, z) par 1’équation Z—x>—y*=1
et h sa métrique telle que,

h=1xm

1 ]I-]IIZe — R3 est une inclusion, et /7 est la métrique Minkowski définie par m = (dx)? +
(dy)* = (dz)*.
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Nous commencons par construire un difféomorphisme a partir de 1I’hyperboloide lee au
disque B> C R? de rayon R = 1. C’est une projection stéréographique hyperbolique,

0: H% — B> (3.46)

Soit § = (0,0,—1) € R?, pour chaque P = (x,,y,,2), on a $(P) = U € B? avec U =
(x,y,0) désigne le point d’intersection de la ligne (SP) avec I’hyperplan z = 0 (Fig. 3.10).

Z

[

--------------------

FIGURE 3.10 — Projection stéréographique hyperbolique.

Pour un certain scalaire A non nul, U est caractérisé par,
SU = ASP (3.47)
Nous obtenons donc,
x=Axp y=Ayp, 1=A(zp+1) (3.48)

Ces équations peuvent étre résolues de la méme maniere que dans le cas paraboloide. La
projection stéréographique hyperbolique et son inverse sont ainsi écrites sous la forme,

_ Y
¢U§—K%y%—<1+5l+%) (3.49)
et

(3.50)

2x 2y 1+x%+y?
e L R S Al R S

9-'(U) = (1

Pour une image hyper-catadioptrique couleur, nous pouvons maintenant extraire le ten-
seur de structure hybride (g,v)n. Pour les calculs, nous procédons comme dans le cas
parabolique et nous déduisons sa forme matricielle :

4 ) -
5+ B (1) BLiL L

(1-x*=y?)
BY L, —2—yp +BAX (1)?

(guv)u = (3.51)



CHAPITRE 3. TENSEUR HYBRIDE GENERIQUE POUR LES IMAGES
48 CATADIOPTRIQUES

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exploité la géométrie différentielle Riemannienne pour
réaliser des plongements de 1’image catadioptrique couleur dans un espace Riemannien
de plus grande dimension :

— Le plongement constitue un cadre général pour le calcul d’une métrique spatiale-
couleur adaptée pour les images acquises par les systemes catadioptriques cen-
traux.

— La métrique construite est considérée comme un tenseur de structure hybride pour
les images catadioptriques couleur.

— La formulation proposée permet de traiter deux problemes simultanément :

— la déformation non linéaire due au miroir pourrait étre considérée directement
lors du traitement sur le plan image catadioptrique ;

— également, I’information couleur pourrait étre prise en compte au moyen de
la représentation vectorielle de I’'image.

Dans le chapitre suivant, nous introduirons un nouveau noyau Gaussien pour toute
image non-Euclidienne équipée d’une métrique Riemannienne. Ce noyau est défini comme
solution de 1’équation de diffusion de la chaleur écrite en termes de 1’opérateur Laplace-
Beltrami. Nous démontrerons notamment une amélioration globale en considérant la mé-
trique hybride adaptée a travers des expériences utilisant des images couleur catadiop-
triques de synthese et réelles.
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4.1 Introduction

En utilisant les outils de la géométrie Riemannienne, nous avons introduit dans
le chapitre précédent un cadre unifié pour la construction d’une métrique adaptée aux
images catadioptriques. Dans ce chapitre, nous utiliserons également ces outils pour in-
troduire la deuxieme contribution de cette thése, ou nous proposerons une nouvelle for-
mulation pour le noyau Gaussien adapté aux images omnidirectionnelles catadioptriques.
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Pour le mettre en ceuvre et montrer son apport relativement au noyau Gaussien Euclidien,
nous I’exploitons dans des applications de lissage adaptatif, de filtrage par Différence de
Gaussiennes, d’analyse espace-échelle, et finalement de détection de contours et de points
d’intérét.

4.2 Noyau Gaussien adapté pour les images catadioptriques

Dans cette section, nous abordons la fonction Gaussienne et sa relation avec I’équa-
tion de diffusion de la chaleur, puis nous présentons les solutions apportées pour adapter
cette fonction aux images catadioptriques. Ensuite, en utilisant la métrique hybride déve-
loppée précédemment Eq. (3.21), nous dérivons I’expression du noyau Gaussien adapté
aux images catadioptriques considérées comme des variétés non-Euclidiennes.

4.2.1 Noyau Gaussien et équation de diffusion

La fonction Gaussienne joue un rdle important dans de nombreux domaines tels
que la vision par ordinateur, la théorie de I’information et la physique. En particulier, le
filtrage par un noyau Gaussien a été largement utilisé en traitement du signal et de ’image
pour des applications du dé-bruitage d’images et de détection des contours. Cette fonction
a également été utilisée dans la théorie de I’espace-échelle (Scale-Space) introduite par
[Witkin, 1984] pour générer des images multi-résolutions.

Définition 6. Le Noyau Gaussien, connu aussi sous le nom de la fonction de Green,
est la solution de ’équation de diffusion de la chaleur a une dimension [Babaud et al.,
1986]. Soit une fonction réelle a deux variables (espace, temps) f(x,t), et fo(x,t =0) sa
valeur initiale. Si f(x,t) satisfait I’équation de diffusion de la chaleur suivante :

af  9*f
—_— == 4.1
o~ o D
alors f(x,t) est donnée par la convolution de fy avec le noyau Gaussien G, tel que,
1 x?
G(x,1/V2t) = exp(—=—) (4.2)

Vam P

Remarque 1. Le parametre d’échelle t est lié a la déviation standard ¢ = /2t. En 1D
et 2D, on a respectivement,

1 X2
G(x) = N7 exp(— 262) 4.3)
et 5 5
1 X“+y
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La figure 4.1 illustre une représentation graphique du noyau Gaussien Euclidien dans
le cas 2D-dimensionnel.

x
=]
o

v (pixels)

do =+ M @ & a0 o

5 10 15 20 25 30
u (pixels)

(a) (b)

FIGURE 4.1 — Noyau Gaussien. (a) Représentation planaire 2D. (b) Représentation 3D
sous forme d’une surface.

Remarque 2. La fonction Gaussienne est tres utilisée dans de nombreux domaines scien-
tifiques. En effet, un grand nombre de phénomenes physiques suivent une distribution de
type Gaussienne. L’intérét est dii également a certaines de ses propriétés mathématiques
remarquables :

— La convolution de deux Gaussiennes est une Gaussienne :

G(01)*G(02) =G (\ [o?+ 622>

— La fonction Gaussienne Euclidienne 2D est séparable :

G(x,y) = G(x) x G(y) (4.5)

2
).

L exp(— 2oy — L exp(o
V2no? P 7202 V2rno? P62

Ce qui implique que la convolution du noyau Gaussien 2D avec une autre fonction
peut étre effectuée par deux convolutions successives avec les noyaux Gaussiens
1D dans les directions x et y. L’avantage majeur de la propriété de séparabilité
est le gain en nombre d’opérations, et par conséquent la réduction du temps des
calculs.

— La fonction Gaussienne a la méme forme (courbe en cloche) dans le domaine spa-
tial et fréquentiel.
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Les propriétés de la distribution Gaussienne et de sa relation avec 1’équation de la chaleur
ont été explorées exhaustivement dans [Chirikjian, 2009].

Sur la figure 4.2, on illustre un exemple d’utilisation du noyau Gaussien dans le proces-
sus de lissage d’une image omnidirectionnelle. L’ inconvénient de cette technique est que
le flou Gaussien est uniforme et ne préserve pas les contours des objets. Des approches
bien connues [Perona and Malik, 1990; Sapiro and Ringach, 1996] fondées sur I’utili-
sation des Equations aux Dérivées Partielles (EDP) et plus particulirement la diffusion
anisotropique ont permis d’éviter le floutage des bords des objets.

100 200 300 400 500 600 100 200 300 400 500 600
u (pixels) u (pixels)

(a) (b)

100 200 300 400 500 600 100 200 300 400 500 600
u (pixels) u (pixels)

(c) (d)

FIGURE 4.2 — Lissage Gaussien. (a) Image originale. (b-d) Lissage avec un noyau Gaus-
sien conventionnel G Eq. (4.4) : (b) o =35, (¢c) 6 =10, (d) o = 15.
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4.2.2 Noyau Gaussien en imagerie catadioptrique

Nous détaillons ici les approches les plus probantes pour la définition des noyaux
Gaussiens adaptés aux images catadioptriques.

4.2.2.1 Gaussienne sphérique

Grace au modele d’équivalence sphérique, une image omnidirectionnelle peut étre
équivalente a une image sphérique 1(0, ¢ ). L’image est alors projetée sur la sphére d’équi-
valence. Par conséquent, plusieurs outils sur la sphere ont ét€ empruntés pour le traite-
ment des images catadioptriques, parmi eux on trouve le noyau Gaussien sphérique.

Définition 7. Le Noyau Gaussien sphérique G a été introduit par [ Biilow, 2001, 2004 ]
comme solution de I’équation de diffusion sphérique

d
af; =Apf (4.6)
et donné par :
21 + Iy I(1+1)0?
Gy (6 =) 0(6,¢)exp (—%) 4.7
leN

N

ou YZO(G, ®) sont les harmoniques sphériques définies par les polynomes de Legendre.

La Gaussienne sphérique a été récemment exploitée par [Cruz-Mota et al., 2012] pour
proposer un algorithme SIFT sphérique (Scale Invariant Feature Transform) pour les
images catadioptriques. La méthode se base sur la représentation espace-échelle sphé-
rique et la convolution des images sphériques /(6,¢) avec le noyau Gaussien sphérique
4.7):

Lg(0,9,0)=1(0,9)xGy(60,0,0) (4.8)

La figure 4.3 illustre 1’utilisation de la Gaussienne sphérique pour une expérience du
SIFT, proposée dans [Cruz-Mota et al., 2012]. L’objectif de cette ’expérience, est de
montrer la perte des points caractéristiques en utilisant le SIFT classique sur des images
omnidirectionnelles. On conclut de cette expérience que le SIFT sphérique, sur une sé-
quence de trois images, extrait les mémes points caractéristiques indépendamment de la
position de I’objet sur I’image omnidirectionnelle. Tandis que le SIFT classique, n’arrive
pas a détecter des caractéristiques similaires pour le méme objet.

L’inconvénient majeur de I’utilisation de la Gaussienne sphérique est sa complexité,
puisque sa formulation repose sur le développement en harmoniques sphériques et le
domaine fréquentiel de Fourier.
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(a) SIFT standard : Localisation des
points extraits par la méthode du
SIFT standard appliquée sur une sé-
quence de trois images omnidirec-
tionnelles. Du bas vers le haut : 808
points, 846 points, 855 points.

(b) SIFT sur la sphere : Localisa-
tion des points extraits par la mé-
thode proposée du SIFT sur la sphere
appliquée sur une séquence de trois
images omnidirectionnelles. Du bas
vers le haut : 1373 points, 1413
points, 1489 points.

FIGURE 4.3 — Comparaison entre les points extraits par I’implémentation du SIFT stan-
dard et ceux extraits par le SIFT Sphérique proposé dans [Cruz-Mota et al., 2012]. La
fleche noire pointe vers 1I’objet "rouge" qui se déplace le long de la séquence. (Source
[Cruz-Mota et al., 2012]).
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4.2.2.2 Gaussienne par projection stéréographique inverse

Dans le cadre de la théorie des ondelettes sur la sphere, un autre moyen a été proposé
par [Antoine and Vandergheynst, 1999] pour construire une "Gaussienne sphérique" :

G = exp (—tan2 (g)) 6 c[-x, (4.9)

Cette fonction est obtenue par la projection stéréographique inverse d’une fonction Gaus-
sienne placée sur le plan tangent au pole Sud de la sphere. Plus tard, la théorie des onde-
lettes sur les variétés non Euclidiennes a été étudiée dans la these de [Bogdanova, 2006],
ou il a été proposé un opérateur Différence de Gaussiennes basé sur la fonction Gaus-
sienne (4.9). Un exemple d’application est montré en figure 4.4.

Dogsph spherical wavelet for (a8)=(0.03,0) Dogsph spherical wavelet for (a,8)=(0.08,0)
and alpha=1.25, isl1=0 and alpha=1.25, isl1=0

1 1
0s | o8|
~ ~N
0. 04
08 08
1 1
1 1
08 d 0s "
5 05 5 a8
0 o

0s 08 0s 08
L [ | ¥a
X v X

FIGURE 4.4 — Un exemple d’ondelettes de type "Différence de Gaussiennes" sur la sphere
construites en se basant sur la "Gaussienne sphérique" Eq.; (4.9). (Source Bogdanova
[2006]).

4.2.2.3 Gaussienne et distance géodésique sphérique

Une autre approche [Demonceaux et al., 2011] fournit une adaptation simple basée
sur la distance géodésique sur la sphere. Par conséquent, le noyau Gaussien classique
peut étre remplacé par,

Gy (35, 0) = P (—M) Wy, ys € S (4.10)

ex
202 2072

Afin de valider les performances de la fonction Gaussienne adapté, les auteurs [Demon-
ceaux et al., 2011] I’ont utilisé comme opérateur de convolution pour 1’adaptation de la
méthode de Harris [Harris and Stephens, 1988] de détection de points d’intérét de type
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coins. La méthode de ZNCC (Zero mean Normalized Cross-Correlation) a été utilisée
pour la mise en correspondance.

La figure 4.5 présente les résultats obtenus.

FIGURE 4.5 — Mise en correspondance de points d’intérét par ZNCC (Zero mean Nor-
malized Cross-Correlation). (a) Méthode classique Euclidienne : 65 correspondances au
total, 53 correspondances correctes. (b) Méthode géodésique : 71 correspondances au
total, 63 correspondances correctes.

L’inconvénient de ce type d’approches est la nécessité de la phase d’interpolation afin
d’approximer le voisinage géodésique sur la sphere.

4.2.3 Nouveau formalisme d’une Gaussienne adaptée

Nous proposons dans la suite la définition d’un noyau Gaussien adapté aux images
catadioptriques considérées comme variét€s Riemanniennes munies de la métrique gy
prédéfinie précédemment. La méthode est basée sur la résolution de I’équation de diffu-
sion de la chaleur exprimée en terme de 1’opérateur Laplace-Beltrami sur les variétés non
Euclidiennes.

Définition 8. Le Laplace-Beltrami, noté A, est un opérateur différentiel de second ordre
qui généralise le Laplacien Euclidien aux variétés Riemanniennes. Etant donné une va-



4.2. NOYAU GAUSSIEN ADAPTE POUR LES IMAGES CATADIOPTRIQUES 57

riété (M,guv), Ay est défini comme suit [Rosenberg, 1997],

1
Ay = ——0y (8"V\/]g]0
Vel “( ”>

= g"Y9udy — g""T},, 0, (4.11)

on |g| =det(gyv) et Fﬁw = %glk (Ougku + Ov&kv — dkguv) sont les symboles de Christof-

fel.

Définition 9. L’équation de diffusion décrit I’évolution d’une distribution p(x,t) a la
position X et le temps t. Elle est étroitement liée a [’opérateur Laplace-Beltrami sur une
variété Riemannienne (M, gy ),

Ip(x,t)
o NP
v, 2Pp(xt) NS 9p(x0)
_i;lD,j S, —l;d, o (4.12)

On note que X est un vecteur colonne n-dimensionnel (x € R"), la matrice D est équi-
valente a 'inverse de la métrique Riemannienne g"V, qu’on trouve dans 1’équation de
Laplace-Beltrami (4.11), etd = g“"l"ilv est un vecteur ligne n-dimensionnel.

Proposition 1. Pour une image catadioptrique, considérée comme une variété Rieman-
nienne (M,g,v), le noyau Gaussien adapté est,

1 1
Gg(X,G) = WCXP <—2T._2X g“vX) (413)
avec |g| = det(guv) est le déterminant de la métrique gy, et X est la position d’un pixel
dans le plan image catadioptrique.

La démonstration est faite par la construction d’une solution de 1’équation de diffu-
sion écrite en fonction de I’opérateur Laplace-Beltrami.

Démonstration. Considérons p(x,t) une fonction de distribution qui satisfait pour chaque
instant 7 € R™ et chaque position x € R” :

p(x,1) >0 @.14)
JrnP(x,1)dx =1 .

D’un point de vue statistique, ces considérations font de p(x,t) une fonction de densité
de probabilité. Pour 1’équation de diffusion (4.12), essayons une solution de la forme :

p(x,t) = c(t)exp (—%XTZ_I (t)x) (4.15)
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Tout d’abord, déterminons le coefficient dépendant du temps ¢(7). On a,

1
/ exp (—EXTZ_l(t)X) dx = +/det(27X(t)) (4.16)
Puisque [g. p(X,¢)dx = 1, on déduit que :
1
c(t) = s (4.17)
det(27X(r))

Ensuite, déterminons la matrice dépendante du temps X(z). Aprés avoir remplacé (4.15)
dans I’équation de diffusion (4.12), on calcule les deux termes a gauche et a droite de
I’équation, c’est-a-dire, les dérivées temporelle et spatiale de p(x,t). Pour le terme a

gauche,
dp(x,t o (detX) 1
pgt ) _ (-% — ExTa,z x) p(x,1) (4.18)
avec oYX l=-yloxry!
donc,

Ip(x,t) [ 0 (det})
or 2detY

Pour le terme a droite, on a,

1
+x/'z! Ea,zzlx> p(x,1) (4.19)

Z D,J %!) = (—trace(DL ™) +x" T 'DE'x) p(x,1)
lJ | axlé?x j 4.20)
ap(x,t) ’
d———=—-dX t
Z “ox X p(x,1)
On déduit que,
- at (detZ)

1
S ders —|—XTZ_1§8,ZZ_IXZ—trace(DZ_l)—|—XTZ_1DZ_1x+de (4.21)
€

En comparant les deux c6tés de la derniere équation, nous tirons les conclusions sui-
vantes :

(9; (det Z)

1
~9L=D:;
27! © 2detX

= trace(DL); d= (4.22)

Les conditions dans (4.22) sont satisfaites si,

X(t) =2tD = (1) =2tg" (4.23)
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Enfin, on conclut qu’une solution de I’équation de diffusion sur une variété Riemannienne
(M, guv) de dimension n est sous la forme :

_ ! w
0= G () 2

]

On note que ¢ est connu comme parametre d’échelle du noyau Gaussien dans la re-
présentation multi-échelle d’images [Witkin, 1984; Lindeberg, 1994]. Il joue un role im-
portant, de maniere a ce que lors du lissage par convolution avec un noyau Gaussien, des
structures de 1’image de taille spatiale inférieure 2 ¢ = v/2¢ sont supprimées de ’image
a I’échelle t. En outre, o détermine la largeur du noyau Gaussien. Dans le domaine des
statistiques, lorsqu’on considere une fonction de densité de probabilité Gaussienne, le
parametre o est |’écart-type.

Exemple 1. Si on considere ’espace (Rz,guv) avec une métrique Euclidienne g,y =
Ouv, L’équation (4.13) est réduite au noyau Gaussien Euclidien standard :

1 X% +y?
GEMC(X7 G) = WCXP (—sz) (425)

Pour évaluer I’effet de la métrique sur le processus de lissage, nous I’opérons suivant
deux modes : par convolution avec le noyau Gaussien adapté et par la méthode itérative
basée sur I’opérateur Laplace-Beltrami. Ensuite, nous effectuons des méthodes adaptées
de filtrage par Différence de Gaussiennes Riemannienne DoGyg, puis ’analyse multi-
échelle, suivi de la détection des caractéristiques pertinentes dans une image : les contours
et les points d’intérét.

4.3 Lissage adapté

Le lissage est une opération fondamentale en traitement d’images, elle vise a atténuer
un bruit ou supprimer les aspérités et petits détails dans une image. Nous présentons ici
deux approches différentes pour appliquer un lissage adapté aux images catadioptriques.
D’abord en incorporant la métrique Pullback dans I’opérateur Laplace-Beltrami. Ensuite,
en utilisant le formalisme de la Gaussienne adaptée.

4.3.1 Lissage par Laplace-Beltrami

Le formalisme de Laplace-Beltrami a été introduit par R. Kimmel [Kimmel et al.,
1998, 1997] en traitement et analyse d’images considérées comme des variétés Rieman-
niennes. I a été ensuite utilisé pour le filtrage non linéaire basé sur I’équation de diffusion
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de la chaleur [Spira et al., 2005] :

oI(x,1)
ot

= Al (4.26)

1
——u(8"¥/]g[1) (4.27)

Vel

avec |g| = det(guv) le déterminant de la métrique g,y de la variété, et g*¥ son inverse.
Six = (x,y), I’équation (4.27) peut étre réécrite sous forme de,

Meyi) 1 (9A B
N dx  dy

ot \/@

.
|g| = 8xx8yy — g)zcy
1 2l | 2l |

avee 4% Tl (gm—gxya—y>
P B R
U VR %

Les développements mathématiques détaillés de ces expressions se trouve dans 1’annexe
C.

(4.28)

Ce cadre a I'avantage d’intégrer la métrique Riemannienne g,y dans le processus
de lissage personnalisé et adapté au type d’images considéré. Dans notre cadre de lis-
sage d’images catadioptriques, on va étendre le flot géométrique non-linéaire de Laplace-
Beltrami au cas d’un espace hybride formé par les coordonnées spatiales tirés de la géo-
métrie du miroir du systeme catadioptrique, et les coordonnées colorimétriques qui sont
les composantes de I’image multi-dimensionnelle. L’ image test dans cette section est une
image de syntheése acquise par un capteur para-catadioptrique.

Avant de commencer I’expérience de lissage, soulignons la puissance et la généralité
de ce formalisme Riemannien. En effet, selon le choix de la métrique g,v, on peut séparer
plusieurs traitements.

(a) Tout d’abord, prenons le cas de la métrique Euclidienne, cela conduit a I’équation
de diffusion classique exprimée en fonction du Laplacien Euclidien :

2l |
guv — 6“\/ = E — axxl+ ayyl — ARZI (4.29)

(b) Deuxiemement, considérons uniquement 1’aspect vectoriel colorimétrique, le plon-
gement correspondant dans ce cas est :

fi R*— (R,§;))
(x,y) = (x,y.BI', BI*,BI°)
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La métrique induite et le flot correspondant sont :
guv =08u + BT} I, =  Iéquation (4.28) (4.30)

(c) Troisiemement, en tenant compte uniquement de la géométrie du miroir, on peut
considérer le plongement :

fl ]Rz—)SzC(R?’,&'j)
(e,y) = (e ) () s ()

avec y ! 1a fonction qui associe & chaque point (x,y) sur le plan catadioptrique, un
point sur la surface de la sphere ¥ ~!(x,y) = (x;,s,25). Dans le cas de ce plonge-
ment géométrique, on obtient une métrique conforme a la métrique Euclidienne et
un flot de chaleur égal a un facteur d’échelle multiplié par le Laplacien Euclidien

dans R? :
4 ol (1+x2+y%)?
g =ty = O (I dy)”
B (a2 y2)2 W 5 1 Ap2l (4.31)
(d) Enfin, on combine les aspects géométrique et couleur, ce qui revient a considérer
le plongement hybride :

fio R (R% &)
(o) = (0 y), s (y), 25 (), BIY, BIZ, BPP)

Ainsi, on trouve la métrique spatiale-couleur et le flot de chaleur suivant :

4 - S
g“v:(l_i_)cz—+)}2)25uv+[322?’jzllill\], = Déquation (4.28) (4.32)

On suit I’algorithme 4.1 ol I'(x,y) est ’image a lisser, ¢ est le niveau du lissage, dt
est 'intervalle de temps et I: = (x,y,t) est I'image lissée. En comparant les Figs. 4.6a et
b avec les Figs. 4.6c et d, on remarque une différence dans le comportement du flot du
lissage, particulierement visible proche du centre de ’image. Lorsqu’on utilise 1’infor-
mation géométrique dérivée du miroir, on observe que le processus du lissage n’est pas
uniforme. Au niveau de la périphérie de I’'image, la métrique accélere la vitesse du flot.
En se déplacgant vers le centre, la métrique le ralentit. Ce lissage non linéaire est approprié
a la nature des images para-catadioptriques ou la résolution n’est pas uniforme [Nayar,
1997]. Donc, la métrique dérivée de la géométrie du miroir vient corriger ce probleéme.
Examinons maintenant de plus pres les Figs. 4.6b et d, nous détectons la propriété de
préservation des contours de Laplace-Beltrami avec la métrique couleur comparé au La-
placien Euclidien. En effet, |g| = det(gyv) peut étre considéré comme un indicateur des
contours, donc ce flot est un mécanisme sélectif.
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(a) Métrique Euclidienne (4.29) sur (b) Meétrique couleur (4.30) sur
image test en niveaux de gris. image test couleur.

(c) Métrique spatiale (4.31) sur (d) Métrique spatiale-couleur (4.32)
image test en niveaux de gris. sur image test couleur.

FIGURE 4.6 — Résultats comparatifs de 1’influence de la métrique dans le lissage d’une
image para-catadioptrique. Le lissage est effectué avec 1’équation de diffusion de la cha-
leur Riemannienne, le parametre d’échelle est t = 10.
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Algorithme 4.1 Lissage non-linéaire avec le flot du Laplace-Beltrami adapté aux images
catadioptriques couleur
Input: '(x,y), t, dt
Output: [i(x,y,t)
Initialisation : I'(x,y,0) = I'(x,), Nierations = t/dt

Repeat

1: Calculer les dérivées spatiales de I' avec i = {R,G,B}

2: Calculer la métrique induite g,y

3: Calculer I’opérateur Laplace-Beltrami A/’

4: Mettre & jour I'(x,y,1) = Ii(x,y,1) +dt * Agl'
Until Nierarions €st atteint.

4.3.2 Lissage par Gaussienne adaptée

On considere des images de synthese obtenues par un capteur para-catadioptrique.
Nous examinons quatre cas :

(a) On ne prend pas en considération ni la déformation du miroir, ni la projection vec-
torielle colorimétrique de 1I’image, ¢’est-a-dire, on utilise la métrique Euclidienne,

guv = Oy (4.33)

(b) On tient compte uniquement de la déformation induite par le miroir paraboloide,

4
guv = ( (4.34)

—————5590,
1 +x24y2)2 1Y

(c) On considere cette fois seulement les composantes de la couleur qui encodent I’in-
formation multidimensionnelle,

guv = Suy + B7L} i ILE (4.35)

(d) On examine enfin I’effet de la combinaison de la correction spatiale et couleur dans
le tenseur hybride,

4 2v3 i 1)

On suit I’algorithme 4.2 pour effectuer le lissage des images catadioptriques couleur.
On note I'(x,y) I'image couleur d’entrée, ¢ détermine le niveau du lissage et I}(x,y) est
I’image lissée de sortie. Les parametres prennent les valeurs suivantes : 6 =3 et § = 0.04.
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Algorithme 4.2 Lissage Gaussien adapté aux images catadioptriques couleur
Input: 7'(x,y), o, B

Output: [i(x,y)

. Calculer les dérivées spatiales de I' avec i = {R,G,B}

: Calculer la métrique induite g,y

: Calculer le noyau Gaussien adapté G,(0)

: Convoluer I' avec Gy : I(x,y) = I'(x,y) * G4(0)

AW o =

Analyse qualitative du lissage

Les résultats du lissage sont présentés sur la Fig. 4.7. On constate que le changement
de la métrique dans le processus du lissage influence les résultats et par conséquent, le
choix de la métrique est crucial. Lorsqu’on utilise une métrique Euclidienne (4.33), cela
revient a appliquer le noyau Gaussien d’une maniere uniforme, et donc la méme quan-
tité¢ de flou sur I'image entiere Fig. 4.7a. Lorsqu’on introduit la métrique Riemannienne
spatiale pour I’'image para-catadioptrique (4.34), la largeur et I’amplitude du noyau Gaus-
sien dépend de la position du point dans I’image. Des lors, on obtient un lissage adap-
tatif Fig. 4.7b, qui s’affine d’une maniere significative pres du centre de I’image. Sur la
Fig. 4.7c, on constate que contrairement aux cas précédents, les contours sont préservés.
En effet, la partie incorporant la couleur dans la métrique (4.35) agit comme un indica-
teur de contour, et la fonction Gaussienne est anisotrope dans ce cas. Enfin, on obtient
les meilleurs résultats Fig. 4.7d lorsqu’on combine les coordonnées spatiales et couleur
dans la construction de la métrique (4.36). Effectivement, grace a la partie spatiale, la
métrique permet une meilleure gestion du lissage de telle sorte a effectuer un lissage
non-uniforme et progressivement affiné, partant de la périphérie vers le centre. D’autre
part, les contours sont préservés grace a la partie couleur de la métrique.

Analyse quantitative du lissage

Dans la suite, a ’aide d’une expérience de débruitage d’images, on va montrer I’in-
fluence de la métrique. Les images tests sont extraites d’une base de données d’images ca-
tadioptriques !. Les images contiennent 2 la fois des régions homogenes et des contours,
et sont corrompues par un bruit Gaussien additif d’écart-type 0.1. L’algorithme de débrui-
tage est basé sur la convolution de I’image avec le noyau Gaussien adapté en utilisant les
différentes métriques : Euclidienne (4.33), Riemannienne spatiale (4.34), couleur (4.35)
et enfin la métrique hybride spatiale-couleur (4.36). En comparant les images produites
Fig. 4.8, on confirme que la métrique hybride spatiale-couleur offre le meilleur résultat
Fig. 4.8d pour I’expérience du débruitage.

1. http://rpg.ifi.uzh.ch/fov.html ethttp://cvrg.iyte.edu.tr/datasets.htm.
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(d) Métrique spatiale-couleur

FIGURE 4.7 — Lissage Gaussien adapté en opérant différentes métriques. A droite de
chaque image lissée, une vue agrandie de la zone centrale.

Afin d’évaluer numériquement les performances du débruitage, on utilise deux mesures
de qualité différentes, le rapport signal/bruit de créte (PSNR) et I’indice de similarité
structurelle (SSIM) [Wang et al., 2004].

TABLE 4.1 — La moyenne du PSNR pour différentes métriques et niveaux de débruitage

o testé sur des images catadioptriq

ues couleur

c=1|0=2|0=3|06=4|0=5

Métrique Euclidienne 26,056 | 24,880 | 24,461 | 24,310 | 24,259
Meétrique spatiale 25,481 | 25,206 | 24,673 | 24,444 | 24,348
Métrique couleur 21,535 | 27,021 | 26,445 | 25,932 | 25,428
Métrique spatiale-couleur | 21,289 | 26,024 | 26,564 | 26,024 | 25,494
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Les images initiales :

Les images initiales
corrompues par un
bruit additif Gaus-
sien d’écart type 0.1 :

dienne :

tiale :

sur la métrique cou-
leur :

FIGURE 4.8 — Comparaison de I’effet de la métrique dans le processus du débruitage par
convolution avec le noyau Gaussien adapté (1’échelle de débruitage est o = 3).
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TABLE 4.2 — La moyenne de I'indice de similarité structurelle SSIM pour différentes
métriques et niveaux de débruitage o testé sur des images catadioptriques couleur.
oc=1|0=2|0=3|0=4|0=5
Métrique Euclidienne 0,689 | 0,727 | 0,719 | 0,714 | 0,711
Métrique spatiale 0,630 | 0,722 | 0,723 | 0,719 | 0,715
Meétrique couleur 0,384 | 0,737 | 0,739 | 0,740 | 0,735
Métrique spatiale-couleur | 0,283 | 0,718 | 0,740 | 0,742 | 0,737

Les résultats sont donnés dans les tableaux 4.1 et 4.2. On peut noter une augmentation
des mesures PSNR et SSIM en s’appuyant sur la méthode hybride qui utilise la métrique
spatiale-couleur. Ces résultats sont particulierement valides lorsqu’on augmente la lar-
geur de la Gaussienne.

Notons enfin que ces résultats du lissage par convolution avec la Gaussienne adap-
tée aux images catadioptriques 7:(x,y) = I'(x,y) * G,(0) sont similaires & ceux produit
au moyen du flot de diffusion non-linéaire % = Agli développés précédemment (voir
Sec. 4.3.1). On confirme par cette expérience I’équivalence entre le filtrage Gaussien sur
les variétés Riemanniennes par convolution avec le noyau Gaussien adapté (4.13), et le
lissage itératif avec 1’équation de diffusion de la chaleur exprimée en fonction de 1’opé-

rateur Laplace-Beltrami.

4.4 Filtrage par Différence de Gaussiennes adaptée

La Différence de Gaussiennes, notée DoG (Difference of Gaussians), est utilisée pra-
tiquement pour approcher le LoG (Laplacian of Gaussians). Cette approximation est tres
utile dans le cadre de la théorie de la représentation multi-échelle (Scale-Space) [Lin-
deberg, 1994], ou les points d’intérét stables sont efficacement détectés comme extréma
locaux dans I’espace et I’échelle de I’'image convoluée avec la DoG [Lowe, 1999]. En
outre, I’opérateur DoG est utilisé dans les applications d’amélioration de la netteté des
contours (sharpening) en affinant la visibilité des détails a haute fréquence.

En se servant de la proposition (1), on va déduire la définition de I’opérateur DoG adapté
aux images catadioptriques.

Proposition 2. L’opérateur de Différence de Gaussiennes (DoG) adapté aux images ca-
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tadioptriques (M,8uv), noté DoG,, est la différence de deux noyaux Gaussiens adaptés,

DOGg(X, o1, 62) = Gg(X, G]) — Gg(X, 62)

1 1 . 1 Tox
= —exp| —=——
2n(det(gu) 2 07T\ 207 S

1 1 7
——e ———X X 4.37
(722 Xp ( 2622 guv ):| ( )

ou G| > 0 et généralement o1 = V205.

Dans le cadre d’application de la proposition précédente, nous effectuons le filtrage
d’images de synthese para-catadioptriques et réelles hyper-catadioptriques. Ces images
sont convoluées, d’une part, avec le DoG classique, en utilisant le noyau Gaussien Eucli-
dien standard, et d’autre part, avec le DoG, adapté€, bas€ sur le noyau Gaussien adapte.

Comme le montre la Fig. 4.9, les contours sont clairement visibles sur la périphé-
rie de I’'image pour les deux approches considérées : Euclidiennes et Riemanniennes
(Fig. 4.9a et Fig. 4.9b respectivement). Alors que, pres du centre, ils sont flous et moins
bien détectés dans le cas de la métrique Euclidienne Fig. 4.9c. Si on examine du plus
pres la région centrale de la Fig. 4.9d, on constate que la DoG, adaptée permet d’extraire
des contours plus précis et d’une épaisseur plus réguliere. Cette amélioration est due a la
métrique Riemannienne qui compense la distorsion du miroir du capteur, et qui opere en
tenant compte de la position des points dans 1’'image.

Sur la figure 4.10, nous examinons 1’influence des quatre métriques (Euclidienne,
spatiale, couleur et spatiale-couleur) sur le filtrage par Différence de Gaussiennes. On
constate que sur Fig. 4.10c et d, les contours des objets sont plus nets et apparents par
rapport a Fig.4.10a et b. Ceci revient a la contribution de la partie couleur dans la métrique
qui n’est pas négligeable. Donc, la combinaison de la couleur et de la géométrie dans la
métrique est la meilleure option.
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Les images initiales :

(a) Approche classique
DoG Euclidien :

(b) Approche Riemannienne
basée sur la métrique Rie-
mannienne.

(¢c) Vue agrandie pres de la
région centrale de (a) :

(d) Vue agrandie pres de la
région centrale de (b) :

FIGURE 4.9 — Filtrage adapté par Différence de Gaussiennes (DoG).
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(a) Métrique Euclidienne

(d) Métrique spatiale-couleur

FIGURE 4.10 — Filtrage adapté par Différence de Gaussiennes (DoG,) en utilisant diffé-
rentes métriques.
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4.5 Analyse multi-échelle

La représentation multi-échelle Gaussienne est une famille d’images lissées en ap-
pliquant des noyaux Gaussiens G(o) avec un écart-type ¢ croissant. Ce processus de
lissage permet de manipuler les structures de I’'image a différentes échelles. Il entraine
la disparition progressive des régions plus petites, par conséquent, il simule la perte de
détails produite quand une sceéne est capturée de plus en plus loin. Cette représentation
est incontournable pour plusieurs algorithmes de détection de caractéristiques invariantes
a I’échelle, tel que 1’algorithme SIFT (Scale Invariant Feature Transform) [Lowe, 1999].

Dans le cadre des images catadioptriques, 1’analyse multi-échelle et la détection des
caractéristiques doivent prendre en considération la géométrie non Euclidienne de ces
images, afin de corriger la distorsion particuliere introduite par le miroir. L’ objectif dans
la suite de cette section est 1’évaluation de 1’opérateur Gaussien adapté dans la repré-
sentation en espace-échelle par rapport au noyau Gaussien classique. Soient I(x,y) et
Gg(x,y;0) une image catadioptrique et un noyau Gaussien adapté respectivement. Les
étapes utilisées pour I’analyse espace-échelle adaptée sont :

— Nous calculons la séquence multi-échelle par convolution de I’image avec le noyau
Gaussien adapté d’écart-type o croissant :

L(x,y,0) = Gg(x,y,0) *I(x,y) (4.38)

— De méme que la méthode originale [Lindeberg, 1994], nous approximons le Lapla-
cien de Gaussienne normalisé GZAGg par I’opérateur Différence de Gaussiennes
Riemannien DoGy. 11 est défini par la différence entre deux images filtrées, ayant
des écarts-types qui se distinguent par un facteur multiplicatif constant k :

DoGy(x,y;k0) = Gg(x,y;k0) — G,(x,y;6) = (k— 1)0°AG, (4.39)

Cette approximation a été utilisée dans la méthode SIFT [Lowe, 2004].

Pour I’évaluation expérimentale, nous capturons une scéne plane avec une caméra conven-
tionnelle perspective. La scéne contient des carrés blancs de dimensions similaires, a 1I’ex-
ception de quelques carrés coupés sur les cotés (Fig. 4.11(a)). Ensuite, nous capturons la
méme scene avec une caméra catadioptrique ce qui produit des carrés déformés de diffé-
rentes dimensions, comme le montre la Fig. 4.11(b). Pour I’évaluation expérimentale, la
méthode adoptée consiste a effectuer la représentation multi-échelle lorsque :

— L’image test est perspective Fig. 4.11(a), et la représentation multi-échelle est cal-
culée en utilisant le noyau Gaussien Euclidien.

— L’image test est une image catadioptrique Fig. 4.11(b), et la représentation multi-
échelle est calculée en utilisant le noyau Gaussien Euclidien.
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(a) Image perspective (b) Image catadioptrique

FIGURE 4.11 — (a) Image perspective contenant majoritairement des formes carrées. (b)
La vue catadioptrique correspondante.

— D’image test est une image catadioptrique Fig. 4.11(b), et la représentation multi-
échelle est calculée en utilisant le noyau Gaussien adapté proposé précédemment.

La figure 4.12 illustre 1’opérateur LoG normalisé avec les valeurs d’échelle croissantes
suivantes : {2.06,8.73,12.50,15.37}. Considérons la figure 4.12(a) qui montre les ré-
sultats lorsque 1’image d’entrée est perspective et la métrique du noyau Gaussien est
Euclidienne. Au niveau des motifs carrés de I’image, nous constatons la méme réponse
du LoG, ce qui est cohérent puisqu’ils ont géométriquement la méme taille et la méme
forme.

Les résultats basés sur la métrique Euclidienne pour une image catadioptrique sont pré-
sentés sur la Fig. 4.12(b). Nous observons que les motifs déformés proches du centre de
I’image ont une faible réponse du LoG par rapport aux "grands" motifs sur la périphérie.
Par conséquent, ils ont tendance a disparaitre tout en augmentant 1’échelle o. Passons
maintenant a la Fig. 4.12(c) qui représente les résultats pour 1’image catadioptrique, et
la séquence multi-échelle calculée en utilisant la métrique Riemannienne. On constate
que les carrés déformés proches du centre de I’image ont presque la méme réponse LoG
qu’en périphérie. En effet, la taille et la forme des carrés de la zone centrale est semblable
a celle située vers la périphérie. On observe également que les localisations des contours
sont plus fines et plus précises. D’une maniere implicite,