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IntrodutionNotons K un orps de nombres algébriques, 'est-à-dire une extension �niede Q, et onsidérons une ourbe algébrique plane de C2 :
C = {(x0, y0) ∈ C2 |F (x0, y0) = 0}où F ∈ K[x, y] est un polyn�me sans fateur arré.Dans [DvH01℄, Mark van Hoeij et Bernard Deonink dérivent le alul dela matrie des périodes d'une ourbe algébrique plane, qui est une premièreétape pour obtenir une version e�etive du élèbre théorème d'Abel-Jaobi(voir par exemple [Mir95℄ ou [For81, setion 20℄). Ce théorème permet de ré-pondre à des questions telles que � Un diviseur de degré zéro est-il un diviseurde fontion �, qui est importante en alul formel. Par exemple, elle appa-raît lorsque l'on alule la primitive d'une fontion algébrique, et notammentdans la partie logarithmique de ette primitive [Ris69, Dav81, Tra84, Bro90,Ber95℄. Elle est aussi utile dans l'étude des solutions algébriques d'équationsdi�érentielles ordinaires [BD79℄, ou pour le alul du groupe de Galois di�é-rentiel [CS98℄. De plus, l'appliation d'Abel a aussi des appliations en phy-sique, notamment pour onstruire des solutions partiulières des équationsKdV, KP et NLS [DS98, DP07, Pat07℄.Pour aluler une base anonique de l'homologie de la surfae de Riemann(néessaire au alul des périodes), la méthode proposée dans [DvH01℄ utiliseun résultat de Tretko� et Tretko� [TT84℄, qui réduit la onstrution de ettebase au alul du groupe de monodromie du revêtement assoié à la ourbe C.Néanmoins, leur algorithme de alul de monodromie (paquetage algurves,ommande monodromy de Maple) ne s'avère pas omplètement �able, et né-essite parfois une intervention humaine pour terminer (voir la partie 3.2.1).Par exemple, si l'on onsidère le polyn�me F (x, y) = y4−200 y2+40 y−2−x,l'algorithme monodromy néessite 60 hi�res de préision pour rendre un ré-sultat. Tout appel à ette fontion e�etué ave une préision moindre renvoieainsi un message d'erreur. Néanmoins, nous verrons qu'il est possible de al-uler le groupe de monodromie de e polyn�me en utilisant seulement 1013



hi�res de préision.Pour résoudre es problèmes, nous proposons un nouvel algorithme pouraluler le groupe de monodromie d'une ourbe algébrique plane. Contraire-ment à l'approhe proposée dans [DvH01℄, nous n'avons pas herhé à éviterles points ritiques, mais au ontraire nous utilisons une méthode mixte sym-bolique et numérique onsistant notamment à aluler les développementsde Puiseux au-dessus des points ritiques. Malheureusement, aluler sym-boliquement les développements de Puiseux par l'algorithme lassique deNewton-Puiseux peut être oûteux, même sur des exemples simples. De plus,les résultats peuvent ontenir des nombres rationnels de grande taille, quinéessitent don une préision importante si l'on veut les évaluer numérique-ment. Par exemple, le polyn�me de degré 6 en y, F (x, y) = (y3 − x)((y −
1)2 − x)(y − 2 − x2) + x2y5, a pour disriminant en y ∆F (x) = x3P (x),où P (x) est un polyn�me irrédutible sur Q de degré 23. Si l'on souhaitealuler symboliquement les développements de Puiseux au-dessus des ra-ines de e polyn�me, on doit don travailler dans une extension de degré
23. De plus, le premier terme de la série de Puiseux ainsi alulé ontientdes frations rationnelles de 136 hi�res. P.G. Walsh a montré que, pour tout
ǫ > 0, la partie singulière des développements de Puiseux peut être aluléeen O(d32+ǫ

y d4+ǫ
x (log h)2+ǫ) opérations binaires [Wal00℄, où dy et dx sont respe-tivement les degrés en y et x du polyn�me F , et h est la hauteur de F . Mêmesi ette borne n'est probablement pas �ne, elle n'est pas enourageante eton�rme les observations expérimentales. Malheureusement, une utilisationnumérique de l'algorithme de Newton-Puiseux pour aluler les développe-ments de Puiseux (voir le hapitre 2) au-dessus d'un point ritique n'est passimple. En e�et, si le point ritique est remplaé par une approximation, l'al-gorithme retourne des séries approhées ayant un rayon de onvergene trèspetit, et surtout ne ontenant pas ertaines informations importantes, tellesque les indies de rami�ations.Pour éviter es aluls symboliques, nous introduisons une nouvelle ap-prohe symbolique-numérique : l'information exate est obtenue par des al-uls modulo un nombre premier p � bien hoisi �, de telle sorte que la stru-ture des solutions soit préservée par rédution modulaire ; ensuite, on utilise lastruture des solutions pour guider le alul numérique des séries de Puiseux.Ainsi, la taille des oe�ients est ontr�lée, et les instabilités numériques sontréduites. Et surtout, les informations exates importantes (notamment pourle alul du groupe de monodromie), telles que les indies de rami�ations etles multipliités d'intersetion des branhes, sont onservées.Cette thèse est divisée de la manière suivante :14



Dans le hapitre 1, nous rappelons les prinipaux résultats sur les ourbesalgébriques planes dont nous aurons besoin par la suite.Dans le hapitre 2, nous détaillons un algorithme symbolique-numériquepour aluler les développements de Puiseux. Ce hapitre présente plusieursontributions :� On introduit les notions de � polygone de Newton générique � et d'� arbre de polygones �. La seonde notion ontient l'ensemble les infor-mations exates dont nous aurons besoin pour guider les aluls numé-riques. La première notion permet de simpli�er les expliations et lespreuves, notamment pour e qui onerne la rédution modulaire.� On étudie la rédution modulaire des développements de Puiseux, equi nous amène à un ritère de bonne rédution pour le hoix d'un� bon premier � p, qui nous permet d'obtenir l'arbre de polygones enutilisant une arithmétique modulaire. On dérit de plus des algorithmesprobabilistes nous permettant d'obtenir un tel premier p de petite taille,'est-à-dire logarithmique en la taille des entrées.� On améliore les bornes onnues sur le nombre d'opérations modulairesà e�etuer pour aluler l'arbre des polygones en un point ritique, puisen l'ensemble des points ritiques. À l'aide de l'étude de omplexitédes algorithmes probabilistes pour trouver le premier p, on obtient uneomplexité sur le nombre d'opérations binaires pour aluler l'arbre despolygones au-dessus de l'ensemble des points ritiques.� On explique omment utiliser l'information donnée par l'arbre de poly-gones pour pouvoir aluler une approximation numérique des dévelop-pements de Puiseux.Le hapitre 3 dérit la stratégie que nous utilisons pour aluler le groupede monodromie de la ourbe C. Celle-i repose sur trois prinipes :� Nous utilisons un arbre de reouvrement minimum pour réduire la lon-gueur totale des hemins que nous aurons à suivre. Nous proposons uneméthode pour obtenir des hemins suivant et arbre qui soient homo-topes à eux utilisés lassiquement, omme dans [TT84℄.� Nous relions les �bres entre deux points intermédiaires à l'aide de déve-loppements en série tronqués à un ordre ontr�lé. Nous donnons notam-ment des bornes sur les ordres de tronation a�n d'avoir des onnexions�ables. De plus, nous alulons de tels développements au-dessus depoints réguliers, mais aussi au-dessus des points ritiques. Ces derniersdérivent les fontions lorsqu'elles sont prolongées le long d'un ar deerle autour d'un point ritique, et nous donnent la monodromie loale.� En�n, nous étudions la omplexité du prolongement analytique pour15



obtenir un ompromis entre les ordres de tronation et le nombre depoints intermédiaires à utiliser pour haque arête de l'arbre. Nous don-nons aussi une borne sur le nombre total de points intermédiaires àonsidérer en utilisant ette méthode.En�n, il est à noter que, omme nous voyons e alul de groupe de mo-nodromie omme une étape du alul de l'appliation d'Abel, notre stratégieest in�uenée par et objetif. Par exemple, l'utilisation de développementsen série tronqués sera utile pour obtenir des bornes d'erreur pour aluler lespériodes de la ourbe C. De plus, l'utilisation de développements de Puiseuxpeut s'avérer utile lors du alul de l'appliation d'Abel [DP07, Pat07℄.
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Notations générales� L un orps.� ar(L) sa aratéristique.� K un orps de nombres (extension �nie de Q).� K et L leur l�ture algébrique.� F =
∑dy

k=0 ak(x)y
k un polyn�me à deux variables x et y.� dy son degré en y.� dx son degré en x.� D son degré total.� C la ourbe algébrique asoiée à F .� ∆F le disriminant du polyn�me F en y.� RF le résultant de F et Fy en y.� α1, . . . , αn les points ritiques �nis de C.� δ(x0) est la distane de x0 à son plus prohe point ritique (x0 exeptés'il est lui même un point ritique).� F(x0) est la �bre en x0.� Si e désigne un entier positif, ζe est une raine primitive e-ième de l'unité.Ces raines primitives sont hoisies de telle façon que ζb

ab = ζa.� [i, e], noté [i] si e peut se déduire du ontexte, est l'automorphisme :
[i, e] : L((x1/e)) → L((x1/e))

x1/e 7→ ζ i
ex

1/e� Si S =
∑∞

k=n βkx
k/e et r ≥ n/e est un élément du orps Q, alors S̃r =∑N

k=n βkx
k/e, où N = max{k ∈ Z | k

e
≤ r}.� M(N) désigne le nombre d'opérations arithmétiques néessaires pourmultiplier deux polyn�mes de degrés inférieurs à N .� t(S) est le oe�ient de plus bas degré de S.� arg la fontion argument d'un nombre omplexe. Cette notation utilisela détermination prinipale ]− π, π].� ht(F ) désigne la hauteur du polyn�me F .� I(F ) est l'entier vy(F (0, y)), utile pour les polygones de Newton.17
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Chapitre 1Courbes algébriques planes
1.1 Corps de fontions algébriquesDans ette partie, L désigne un orps de aratéristique ar(L) ≥ 0, Lune l�ture algébrique de L, et F ∈ L[x, y] un polyn�me à oe�ients dans
L, que nous supposerons absolument irrédutible dans L[x, y], 'est à direirrédutible dans L[x, y]. On notera dx et dy les degrés de F en respetivement
x et y, et D le degré total du polyn�me F . Nous supposerons de plus que
dx > 0 et dy > 0.Le polyn�me F étant irrédutible sur L, le quotient E = L(x)[y]/(F (x, y))est un orps, extension de degré dy de L(x), que l'on appelle orps de fon-tions algébriques sur L, et que l'on notera souvent E/L pour rappeler leorps de base. De plus, le polyn�me F étant supposé absolument irrédu-tible, le orps des onstantes de E, formé de l'ensemble des éléments de Ealgébriques sur L, est égal à L [Ei66, setion III.6℄.1.1.1 Plaes d'un orps de fontions algébriquesPour illustrer le but de ette partie, nous ommençons par onsidérer leorps de fontions L(x)/L en supposant sur et exemple que L est algébri-quement los. Soit f = g

h
∈ L(x), où (g, h) ∈ L[x]2 sont non nuls et premiersentre eux. Un zéro de f est un élément β ∈ L tel que g(β) = 0, et un p�lede f est un élément β ∈ L tel que h(β) = 0. De plus, si β ∈ L, alors il existeun unique m ∈ Z et un unique u ∈ L(x) tels que f(x) = (x− β)mu(x), où uest dé�ni en β et véri�e u(β) 6= 0. Si m > 0 (respetivement m < 0), alors βest un zéro (respetivement p�le) de f d'ordre m.19



A�n de généraliser ette notion de p�le et de zéro aux orps de fontionsquelonques, nous allons dans ette partie introduire la notion de plae d'unorps de fontions au sens de Chevalley [Che51℄.Dé�nition 1. Un anneau de valuation O de E/L est un sous-anneau de
E tel que L  O  E et :

∀s ∈ E, s /∈ O ⇒ s−1 ∈ OOn appelle plae de O l'ensemble P = O\O× (où O× désigne l'ensembledes éléments inversibles de O).Proposition 1. Un anneau de valuation O d'un orps de fontions E/Lest un anneau loal. La plae P = O\O× est son unique idéal maximal. Cetidéal est prinipal, 'est-à-dire qu'il existe t ∈ O tel que P = tO. Un tel t estappelé un paramètre loal de P ou aussi uniformisante de P. Le orps
O/P est appelé le orps résiduel de O.Démonstration. voir [Che51, hapitre 1, setion2℄Par dé�nition, haque anneau de valuation a une unique plae. Réipro-quement, si O1 et O2 sont deux anneaux de valuation de E/L de même plae
P, alors O1 = O2 = {β ∈ E | βP ⊂ P}. Il y a don une bijetion entrel'ensemble des plaes d'un orps de fontions E/L et l'ensemble des anneauxde valuation de e même orps de fontion. Dans la suite, si P est une plaede E/L, nous noterons OP l'anneau de valuation de E/L de plae P.Exemple 1. Considérons le as partiulier E = L(x) (orrespondant au asoù dy = 1). Alors on peut montrer (voir par exemple [Che51, hapitre 1,setion 3℄), que tout anneau de valuation de E/L est :� soit OP =

{g
h
| g, h ∈ L[x], P ne divise pas h} ave P ∈ L[x] un poly-n�me irrédutible,� soit O∞ =

{g
h
| g, h ∈ L[x], deg(g) ≤ deg(h)

}.Le paramètre loal de l'anneau de valuation OP (respetivement O∞) estalors le polyn�me irrédutible P (respetivement 1
x
). En�n, si L n'est pasalgébriquement los et si γ est une raine de P , alors le orps résiduel de OPest isomorphe à L(γ). Le orps résiduel de O∞ est quant à lui isomorphe à

L. 20



Dé�nition 2. Soit P une plae de E/L et t un paramètre loal de ette plae.Pour tout élément u de E, on dé�nit l'ordre de u en la plae P ommeétant :
νP(u) :=

{
max

{
k ∈ Z | u

tk
∈ OP

} si u 6= 0
+∞ sinonL'ordre en la plae P de u ne dépend pas du paramètre loal t hoisi pourle dé�nir, puisque si t1 et t2 sont deux paramètres loaux de la plae P, alors

P = t1OP = t2OP. De e fait, t1/t2 et t2/t1 sont des éléments de OP, et ona u
tk1

= u
tk2

(
t2
t1

)k

∈ OP⇔ u
tk2

= u
tk1

(
t1
t2

)k

∈ OP.Rappelons que si E est un orps, alors une valuation disrète ν sur Eest une appliation surjetive ν : E → Z ∪ {∞} telle que :1. ν(x0) =∞⇔ x0 = 0,2. ν(x0y0) = ν(x0) + ν(y0) pour tout (x0, y0) ∈ E2,3. ν(x0 + y0) ≥ min{ν(x0), ν(y0)} pour tout (x0, y0) ∈ E2.Proposition 2. Soit E/L un orps de fontions et P une plae de E/L.L'appliation νP est une valuation du orps E. De plus, on a :
OP = {u ∈ E | νP(u) ≥ 0}La plae P véri�e :
P = {u ∈ E | νP(u) > 0}Si l'on note m = νP(f), la plae P sera un zéro (respetivement p�le)d'ordre m de la fontion f si m > 0 (respetivement m < 0). On peut ainsiremarquer que P est un zéro (respetivement p�le) de f si et seulement si

f ∈ P (respetivement 1/f ∈ P).Pour �nir ette partie, nous allons dé�nir la notion d'extension de plaesde L(x)/L, ainsi que la notion de rami�ation d'une plae de E au-dessusd'une plae de L(x).Dé�nition 3. Soit E/L un orps de fontions, p une plae de L(x)/L, et Pune plae de E/L. On dit que P est au-dessus de p si Op ⊂ OP.Proposition 3. Pour toute plae p de L(x)/L, il existe au moins une plae
P de E/L au-dessus de p. De plus, si P est au-dessus de p, alors on a :

P ∩ L(x) = p et OP ∩ L(x) = Op.21



Dé�nition 4. Soit P une plae de E/L située au-dessus d'une plae p de
L(x)/L. Notons t une uniformisante de la plae p. Alors l'indie de rami-�ation de la plae P au-dessus de la plae p est l'entier eP = νP(t).Théorème 1. Soit E/L un orps de fontions et p une plae L(x)/L. Alorsil existe un nombre �ni de plaes de E/L au-dessus de p, que nous noterons
P1, . . . ,Pr. De plus, si pour tout 1 ≤ i ≤ r, on note ePi

l'indie de rami-�ation de la plae Pi au-dessus de la plae p, et fPi
= [OPi

/Pi : Op/p] ledegré de l'extension formée par le orps résiduel de OPi
sur le orps résiduelde Op, alors on a :

r∑

i=1

ePi
fPi

= dyDémonstration. Il s'agit du théorème 1 de [Che51, hapitre 4, setion 1℄Proposition 4 (formule d'Hurwitz). On suppose que l'hypothèse (1.1) de lasetion 1.1.4 est véri�ée. Si pour une plae P de E/L au-dessus d'une plae
p de L(x)/L, on note eP son indie de rami�ation, fP = [OP/P : Op/p]et dp le degré de la plae p, 'est-à-dire le degré de l'extension engendrée parson orps résiduel sur L, alors le genre g du orps de fontion E/L véri�ela relation suivante :

g = 1− dy +
1

2

∑

p

dp

∑

P|p
fP(eP− 1)où les sommes sont prises respetivement sur l'ensemble des plaes p de

L(x)/L et l'ensemble des plaes P de E/L qui divisent p.Démonstration. Cette formule provient de [Che51℄ : 'est une onséquenedu orollaire 2 de la setion VI.2. Les hypothèses sur la aratéristique duorps nous permettent en e�et, à l'aide du théorème 7 de la setion IV.8,de remplaer les exposants di�érentiels par eP − 1 dans la dé�nition de ladi�érente.1.1.2 Paramétrisations et branhesNotons C = {(x0, y0) ∈ L
2 |F (x0, y0) = 0} la ourbe algébrique dé�niepar le polyn�me F sur le orps L. Cette ourbe C est un ensemble de points.Néanmoins, ertains de es points sont � spéiaux �. Par exemple, si l'ononsidère la ourbe C1 dé�nie par le polyn�me F1(x, y) = y2−x3−x2 ∈ R[x](voir la �gure 1.1), on peut voir que le point (0, 0) est un point partiulier,22
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Fig. 1.1 � C1 = {(x0, y0) ∈ R2 | y2
0 = x3

0 + x2
0}puisqu'il y a deux � branhes � de C1 (l'une ayant une tangente de pente 1,l'autre une tangente de pente −1) en e point.Le but de ette setion est de dé�nir ette notion de branhe. A�n demieux expliiter les branhes in�nies de C, nous onsidérons le plan projetif

P2(L), ainsi que le polyn�me F̂ (x, y, z) = zDF (x
z
, y

z
), où D est le degré totalde F , qui dé�nit la ourbe algébrique plane projetive omplétée de C :

Ĉ = {(x : y : z) ∈ P2(L)|F̂ (x : y : z) = 0}Les points à l'in�ni de Ĉ sont les points de Ĉ qui sont des points à l'in�nide P2(L), 'est à dire les points de la forme (x0 : y0 : 0) ave (x0, y0) ∈ L2.Les autres points de Ĉ sont les points a�nes de Ĉ, et l'ensemble des pointsa�nes de Ĉ s'identi�e à C.Dé�nition 5. Une paramétrisation R(T ) de C est dé�nie omme étant unouple (x̃(T ), ỹ(T )) ∈ (L((T )))2 tel que :1. x̃(T ) et ỹ(T ) ne sont pas tous les deux dans L.2. F (x̃(T ), ỹ(T )) = 0 dans L((T )).Deux paramétrisations (x̃(T ), ỹ(T )) et (x̂(T ), ŷ(T )) de C sont dites équiva-lentes si il existe u ∈ L[[T ]] de valuation T -adique 1 tel que :
(x̃(T ), ỹ(T )) = (x̂(u(T )), ŷ(u(T )))Une paramétrisation (x̃(T ), ỹ(T )) de C est dite irrédutible s'il n'existeauun u ∈ L[[T ]] de valuation T -adique supérieure ou égale à 2 tel que

(x̃(T ), ỹ(T )) ∈ (L[[u(T )]])2. 23



Le orps des oe�ients de R est l'extension de L engendrée par les oef-�ients de x̃(T ) et ỹ(T ).Exemple 2. Considérons le polyn�me F (x, y) = y2 − 2x2 ∈ Q[x, y] etnotons C la ourbe algébrique assoiée. Le ouple R0(T ) = (T 2,
√

2T 2) estune paramétrisation de C. Cette paramétrisation n'est pas irrédutible, puis-qu'elle appartient à L((T 2)). Une paramétrisation irrédutible de F est don-née par R1(T ) = (T,
√

2T ). Le orps des oe�ients de ette paramétrisationest Q(
√

2). Une paramétrisation équivalente à R1 est R2(T ) = (T/
√

2, T ),puisque R2(T ) = R1(T/
√

2).De la même façon, on peut dé�nir une paramétrisation de Ĉ omme étantun triplet (x̃(T ) : ỹ(T ) : z̃(T )) ∈ P2(L((T )) ) tel que F̂ (x̃(T ) : ỹ(T ) :
z̃(T )) = 0 et (x̃(T ) : ỹ(T ) : z̃(T )) /∈ P2(L). Les notions d'équivalene etd'irrédutibilité sont alors similaires. De plus, si l'on hoisit une paramé-trisation de telle sorte que min(vT (x̃), vT (ỹ), vT (z̃)) = 0, alors le entre dela paramétrisation (x̃(T ) : ỹ(T ) : z̃(T )) est dé�ni omme étant le triplet
(x̃(0) : ỹ(0) : z̃(0)) ∈ P2(L).Comme le orps L est supposé algébriquement los, on peut montrer quepour toute paramétrisation (x̃(T ) : ỹ(T ) : z̃(T )) de Ĉ, on a z̃ 6= 0 [DRSS95,Lemme 5.1℄. De e fait, il existe une bijetion entre les paramétrisations de
C et elles de Ĉ.On distinguera deux types de paramétrisations :� Une paramétrisation R(T ) = (x̃, ỹ) de C sera dite �nie si elle appartientà (L[[T ]])2. Dans e as, on appellera entre de ette paramétrisationle point (x̃(0), ỹ(0)) de C, et l'on dira que la paramétrisation R(T ) estau-dessus de x̃(0). Une telle paramétrisation orrespond à la paramé-trisation (x̃ : ỹ : 1) entrée en (x̃(0) : ỹ(0) : 1) de Ĉ.� Une paramétrisation R(T ) = (x̃, ỹ) sera dite in�nie si elle n'appartientpas à (L[[T ]])2. On peut lasser es dernières en trois atégories :1. Si x̃(T ) ∈ L[[T ]], alors on dira que la paramétrisation R est une pa-ramétrisation in�nie au-dessus de x̃(0). Une telle paramétrisationorrespond à la paramétrisation (ỹ−1(T )x̃(T ) : 1 : ỹ−1(T )) entréeen (0 : 1 : 0) de Ĉ.2. Si ỹ(T ) ∈ L[[T ]], alors la paramétrisation R est dite au-dessusde l'in�ni. Elle orrespond à la paramétrisation de Ĉ entrée en

(1 : 0 : 0) et égale à (1 : x̃−1(T )ỹ(T ) : x̃−1(T )).3. Sinon, R est une paramétrisation in�nie au-dessus de l'in�ni, quiorrespond à une paramétrisation de Ĉ entrée en (1 : 1 : 0), (1 :
0 : 0) ou (0 : 1 : 0). 24



Dé�nition 6. On appelle branhe de C une lasse d'équivalene de para-métrisations irrédutibles.Les notions de paramétrisation �nie ou in�nie, de entre de paramétrisa-tion, et de paramétrisation au-dessus d'un point (�ni ou non) s'étend trivia-lement aux branhes de C.1.1.3 Lien entre les plaes et les branhesAprès avoir dé�nies les plaes du orps de fontions E/L et les branhesde l'ensemble C = {(x0, y0) ∈ L
2 |F (x0, y0) = 0}, nous allons maintenantmontrer qu'il existe une bijetion naturelle entre les plaes de E/L et lesbranhes de C.Considérons une paramétrisation (quelonque) R(T ) = (x̃(T ), ỹ(T )) de C.Cette paramétrisation dé�nit un morphisme de orps :

φR : E → L((T ))
f(x, y) 7→ f(x̃(T ), ỹ(T ))En omposant φR ave la valuation νT de L((T )), on obtient ainsi une va-luation du orps E, que l'on notera à nouveau νT . On peut alors dé�nir lesensembles PR = {f ∈ E | νT (f) > 0} et OPR

= {f ∈ E | νT (f) ≥ 0}. Il estfaile de véri�er que OPR
est un anneau de valuation de E/L, et que PR estla plae qui lui est assoiée. De plus, deux paramétrisations équivalentes de

C dé�nissent la même plae de E/L. Ainsi, nous avons dé�ni une appliation
Ψ, qui, à haque branhe de C, assoie une plae de E/L.De la même façon, soit P une plae de E/L et t un paramètre loal.On peut se �xer un système de représentants du orps résiduel OP/P, quenous noterons EP. Alors on peut montrer que tout élément u ∈ E s'érit demanière unique sous la forme u =

∑∞
i=m uit

i, où m = νP(u) et les éléments
ui appartiennent à EP : um est le représentant du projeté de u/tm par laprojetion anonique de OP sur son orps résiduel, um+1 est le représentantdu projeté de (u−umt

m)/tm+1, um+2 elui de (u− (umt
m +um+1t

m+1))/tm+2et. Le orps résiduel pouvant être vu omme une extension algébrique �niede L, on peut dé�nir une appliation :
φt : E → L((T ))

u =
∑∞

i=m uit
i 7→ ∑∞

i=m ūiT
ioù ūi représente la lasse modulo P de ui. En partiulier, si l'on onsidère xet y omme des éléments de E, on peut dé�nir x̃t = φt(x) et ỹt = φt(y).25



Lemme 1. La paire (x̃t, ỹt) est une paramétrisation irrédutible de C.Démonstration. voir [DRSS95, setion 11.4℄.Ainsi, pour haque plae P de E, on peut dé�nir une branhe de C. On dé-�nit ainsi une appliation Ψ′, qui à haque plae de E/L assoie une branhede C.Proposition 5. Si le orps L est algébriquement los, alors les appliations
Ψ et Ψ′ sont des appliations réiproques.Démonstration. voir [DRSS95, setion 11.4℄.Il s'ensuit trivialement le orollaire suivant :Corollaire 1. Si le orps L est algébriquement los, alors il y a une bijetionentre l'ensemble des plaes de E/L et l'ensemble des branhes de C.1.1.4 Développements de PuiseuxDans ette partie, nous relâhons quelque peu nos hypothèses : nous sup-posons ii que le polyn�me F =

∑dy

k=0 ak(x)y
k ∈ L[x, y] onsidéré est sansfateur arré (et don pas forément irrédutible). De plus, nous faisons l'hy-pothèse suivante : ar(L) = 0 ou ar(L) > dy (1.1)Nous rappelons les résultats sur les développements de Puiseux (lassiqueset rationnels) en x, ainsi que leur lien ave la fatorisation du polyn�me

F dans L((x))[y], L((x))[y] et L((x))[y]. Pour simpli�er les notations, nousnous plaçons au-dessus du point x = 0. Cette hypothèse ne réduit nullementl'étude faite, puisque l'on peut s'y ramener à l'aide d'un hangement devariable x ← x + x0 (ou x ← 1/x dans le as où l'on onsidère le point
x0 =∞).Nous ommençons par �xer quelques notations :� Si e désigne un entier positif, nous noterons ζe une raine primitive e-ième de l'unité dans L. Ces raines primitives seront hoisies de tellefaçon que ζb

ab = ζa.� Étant donné un entier naturel e ≥ 1, pour tout 0 ≤ i ≤ e−1, on notera
[i, e] l'automorphisme :

[i, e] : L((x1/e)) → L((x1/e))
x1/e 7→ ζ i

ex
1/e26



Quand l'entier e peut être déduit du ontexte, on notera plus simplement
[i] à la plae de [i, e]. Si S ∈ L((x1/e), l'image de S par [i] sera notée
S [i].� Si S =

∑∞
k=n βkx

k/e est une série en des puissanes frationnaires de
L((x1/e)), et r est un nombre rationnel supérieur à n

e
, S̃r désigne lasérie tronquée S̃r =

∑N
k=n βkx

k/e, où N = max{k ∈ Z | k
e
≤ r}.Développements de Puiseux lassiquesThéorème 2 (Puiseux). Soit F un polyn�me sans fateur arré de L[x, y]tel que dy = degy(F ) > 0.� Si la ondition (1.1) est véri�ée, alors il existe e1, . . . , es des entierspositifs véri�ant ∑s

i=1 ei = dy tel que F (vu omme un polyn�me uni-varié en y) possède dy raines distintes dans L((x)), qui s'érivent dela manière suivante :
Sij(x) =

∞∑

k=ni

βik ζ
jk
ei
x

k
eioù 1 ≤ i ≤ s, 0 ≤ j ≤ ei − 1, ni ∈ Z et βini
6= 0. De plus, l'ensembledes oe�ients {βik} est inlus dans une extension �nie de L.� Si ar(L) = 0, on a de plus :

L(x) ⊂ L((x)) ≃
⋃

e∈N∗

L((x1/e))Démonstration. Voir par exemple [BK86, setion 8.3℄.La fatorisation de F sur L((x))[y] est alors :
F (x, y) = ady

(x)
s∏

i=1

ei−1∏

j=0

(y − Sij(x)) .Dé�nition 7. Ces dy séries de Laurent frationnaires sont appelés les déve-loppements de Puiseux de F au-dessus de 0. L'entier ei est l'indie derami�ation de la série Sij. Si ei > 1, on dit que la série Sij est rami�ée.Une série Sij telle que ni ≥ 0 sera dite dé�nie en x = 0.Remarque 1. Il est à noter que l'hypothèse (1.1) sur la aratéristique duorps est importante. Par exemple, le polyn�me F (x, y) = y2 + xy + x ∈27



F2[x, y] vu omme un polyn�me univarié en la variable y a deux rainesdistintes dans F2((x)) :
S1(x) =

∞∑

k=1

x
2k

−1

2k et S2(x) = S1(x) + x.Cei montre que les séries solutions de F ne sont pas toujours des sériesde Puiseux dans le as ar(L) ≤ dy. Pour plus de détails sur e as, nousrenvoyons le leteur à [Gri95℄.Exemple 3. Soit L = Q le orps des nombres rationnels et F1(x, y) = y3−x.Il existe trois séries solutions du polyn�me F1 au dessus de 0, qui sont lesséries �nies S10(x) = x1/3, S11(x) = ζ3x
1/3 et S12(x) = ζ2

3x
1/3. Ces troisséries ont un indie de rami�ation égal à 3.Exemple 4. Soit L = Q et F2(x, y) = (y3−x) ((y−1)2−x) (y−2−x2)+x2 y5.Les 6 séries de Puiseux du polyn�me F2 au dessus de x = 0 sont donnés parles séries dont les premiers termes sont :� S1j(x) = ζj

3x
1
3 + 1

6
x3 + 5

12
ζj
3 x

10
3 + · · · , j = 0, 1, 2,� S2j(x) = 1 + x

1
2 ζj

2
1
2
x

3
2 + 3

2
x2ζj

2
19
8
x

5
2 + 2 x3 + · · · , j = 0, 1,� S30(x) = 2− 3 x2 − 9

2
x3 + · · · ,et qui ont pour indies de rami�ation respetifs 3, 2 et 1.Un nombre arbitraire de termes de es séries de Puiseux peut être aluléà l'aide de l'algorithme de Newton-Puiseux. Nous détaillerons e dernier dansle hapitre 2.Pour tout entier positif e ≤ dy, notre hypothèse (1.1) sur la aratéristiquedu orps L implique que le groupe de Galois Ge de L((x1/e))/L((x)) est y-lique et engendré par [1, e] : x1/e 7→ ζex

1/e. Ainsi, Gei
permute les élémentsde Si = {Sij(x)}0≤j≤ei−1 de manière ylique.Dé�nition 8. On appelle l'ensemble Si un yle de F au-dessus de 0.Remarque 2. Les séries (Sij)0≤j≤ei−1 peuvent être failement déduites den'importe quel élément de Si : il su�t de faire agir [1, ei] ei − 1 fois sur etélément. Ainsi, il su�t de aluler un élément de haque yle pour obtenirensuite l'ensemble des séries de Puiseux au-dessus de 0.Le regroupement par yle des développements de Puiseux permet de raf-�ner la fatorisation de F sur L((x))[y] :28



Proposition 6. La fatorisation de F sur L((x)) est donnée par :
F (x, y) = ady

(x)

s∏

i=1

F̄i(x, y)où les polyn�mes
F̄i(x, y) =

ei−1∏

j=0

(y − Sij(x))sont irrédutibles dans L((x))[y].Dé�nition 9. L'indie de régularité rij de la série de Puiseux Sij dans Fest le plus petit entier relatif N tel que S̃ij

N
ei = S̃uv

N
ei implique (u, v) = (i, j).La série tronquée S̃ij

rij
ei est la partie singulière de Sij dans F .Autrement dit, rij est le nombre minimum de termes néessaire pour dis-tinguer Sij des autres séries de Puiseux au-dessus de 0.Exemple 5. Soit F le polyn�me minimal sur Q(x) de la série S(x) = x5/6 +

x. Ce polyn�me a un yle, dont un élément est la série S(x). L'indie derégularité de e développement est égal à 5, le terme de S(x) qui fait apparaîtrela rami�ation de la série.Il est important de noter que, omme l'on ne suppose pas ii que F estirrédutible dans L[x, y], l'entier rij ne dépend pas uniquement de Sij, maisaussi de F , omme le montre les deux exemples suivants :Exemple 6. Soit F le produit des deux polyn�mes minimaux sur Q(x) desséries S1(x) = x5/6 + x et S2(x) = x5/6 + x11/12. Ce polyn�me a deux yles,dont les séries S1 et S2 sont des représentants. Les indies de régularité dees développements dans F sont respetivement 6 et 11.Exemple 7. Le polyn�me F (x, y) = (y − 1 − 2x − x2)(y − 1 − 2x − x7) ∈
Q[x, y] a deux séries de Puiseux au-dessus de 0, S1,0(x) = 1 + 2x + x2 et
S2,0(x) = 1 + 2x + x7, qui sont toutes deux �nies. L'indie de régularité dees deux séries dans F est égal à 2.Si la partie singulière des développements de Puiseux est onnue, alors unhangement de variable dé�nit un polyn�me bivarié pour lequel le point 0est régulier. Ainsi, les autres termes de la série peuvent être alulés � ra-pidement �, en utilisant l'algorithme des itérations quadratiques de Newton29



[KT78, vzGG99℄ (voir le hapitre 2), ou en utilisant des algorithmes détendus[vdH02℄.Il est possible de aratériser l'indie de régularité de la manière suivante :Proposition 7. Notons Y1, . . . , Ydy
les dy développements de Puiseux dé�nisau-dessus de 0, ayant pour indies de rami�ation respetifs e1, . . . , edy

. Alorspour tout 1 ≤ i ≤ dy, ri est l'indie de régularité de la série Yi si et seulementsi :1. Pour tout j ∈ {1, . . . , dy} di�érent de i, Ỹi

ri
ei 6= Ỹj

ri
ei .2. Il existe j ∈ {1, . . . , dy} di�érent de i tel que Ỹi

ri−1

ei = Ỹj

ri−1

ei .Démonstration. Le premier point est trivial. Le seond est dû à la minimalitéde ri.Corollaire 2. Les éléments d'un même yle Si ont le même indie de ré-gularité, que l'on le notera ri.Démonstration. Notons les séries de Puiseux Sij (0 ≤ j ≤ ei− 1, 1 ≤ i ≤ s),omme dans le théorème 2. Soit r l'indie de régularité de la série Si0. Alors,d'après la proposition 7, on a :
S̃i0

r
ei 6= S̃uv

r
ei pour tout (u, v) 6= (i, 0)et il existe (u, v) 6= (i, 0) tel que S̃i0

r−1
ei = S̃uv

r−1
eiSi l'on note e le plus petit multiple ommun aux indies de rami�ations ei,

1 ≤ i ≤ s, alors on a Sij(x) = S
[j,e]
i0 (x). De e fait, en onjuguant la relationpréédente par [j, e] pour tout 0 ≤ j ≤ ei − 1, on obtient le résultat.Développements de Puiseux rationnelsPour faire des aluls dans des extensions de L les plus petites possibles, etpour utiliser les relations de onjugaison au-dessus de L, D. Duval a introduitle onept de � développements de Puiseux rationnels sur L � [Duv87℄. Nousdérivons ii e onept.Remarque 3. Une variante de e onept de � développements de Puiseuxrationnels sur L � a été introduite dans la littérature, et notamment dans[Duv89, Wal99℄. La dé�nition de [Duv87℄ nous a semblé la plus appropriée ànotre ontexte. 30



Dans le as où F est irrédutible, nous notons {Pi}1≤i≤r les plaes de
E/L divisant (x) et ki le orps résiduel de la plae Pi. Nous utilisons aussil'appliation Ψ dé�nie dans la partie 1.1.3.Dé�nition 10 (Développements de Puiseux rationnels).� Si le polyn�me F est irrédutible dans L[x, y], un système de déve-loppements de Puiseux rationnels sur L au-dessus de 0 de F estun ensemble de paramétrisations irrédutibles {Ri}1≤i≤r de la forme :

Ri(T ) = (x̃i(T ), ỹi(T )) =

(
λiT

ei,
∞∑

k=ni

βikT
k

)
∈ L((T ))2ave ei > 0, ni ∈ Z, et βini

6= 0 tels que :1. L'appliation Ψ dé�nit une bijetion de l'ensemble {Ri}1≤i≤r versl'ensemble {Pi}1≤i≤r. On supposera que les Pi sont numérotés detelle sorte que Pi = PRi
= Ψ(Ri).2. Le orps des oe�ients de Ri est isomorphe à ki.� Si le polyn�me F est sans fateur arré, un système de développe-ments de Puiseux rationnels sur L au-dessus de 0 de F est laréunion des systèmes de développements de Puiseux rationnels sur Ldes fateurs irrédutibles de F dans L[x, y].Les nombres λi, les entiers ei, ainsi qu'un nombre arbitraire de termes desséries ỹi peuvent être alulés à l'aide de l'algorithme de Newton-Puiseuxrationnel introduit par Dominique Duval [Duv87, Duv89℄. Nous détailleronset algorithme dans le hapitre 2.Les développements de Puiseux rationnels présentent plusieurs avantagessur les développements de Puiseux lassiques :� La représentation est plus ompate, puisque l'on ne représente qu'unélément par lasse de onjugaison du orps des oe�ients, et que l'ex-tension engendrée par le orps des oe�ients des développements dePuiseux rationnels est minimal.� Ils dérivent bijetivement les plaes du orps de fontions algébriques

L(x)[y]/(F (x, y)), et le orps résiduel d'une telle plae est donné (àisomorphisme près) par le orps des oe�ients du développement dePuiseux rationnel assoié.Exemple 8. Considérons le polyn�me F (x, y) = y2 − 2x ∈ Q[x, y]. Ce poly-n�me a deux développements de Puiseux lassiques en 0 :
S11(x) =

√
2x1/2 et S12(x) = −

√
2x1/231



Le orps des oe�ients de es séries est Q(
√

2). Un système de développe-ments de Puiseux rationnel de F au-dessus de 0 est :
R1(T ) = (T 2/2, T ),qui a pour orps de oe�ients Q.Les développements de Puiseux lassiques peuvent failement être obtenusà partir d'un système de développements de Puiseux rationnels (on note ii

fi le degré de l'extension engendrée par le orps des oe�ients de Ri sur
L) :1. Chaque développement de Puiseux rationnel Ri a exatement fi onju-gués sur L, que l'on notera Rσ

i (1 ≤ σ ≤ fi).
Rσ

i (T ) = (x̃σ
i (T ), ỹσ

i (T )) =

(
λσ

i T
ei,

∞∑

k=ni

βσ
ikT

k

)

2. Chaque Rσ
i dé�nit alors un développement de Puiseux ỹσ

i ((x/λσ
i )1/ei).L'ensemble des séries ainsi dé�nies forme un ensemble de représentantsdes yles {Si}1≤i≤s de F au-dessus de 0.3. Les dy développements de Puiseux sont �nalement obtenus en utilisantl'ation de Gei

, 1 ≤ i ≤ s.Là aussi, on peut montrer que les indies de régularité de toutes les sé-ries de Puiseux orrespondant au même développement de Puiseux rationnelsont égaux. On peut don dé�nir la partie singulière d'un développement dePuiseux rationnel Ri omme étant le ouple :
(
λiT

ei,

ri∑

k=ni

βikT
k

)où ri est l'indie de régularité d'un des développements de Puiseux assoié à
Ri.Théorème 3. La fatorisation omplète de F (x, y), onsidéré omme unpolyn�me univarié en y, sur les orps L((x)), L((x)) et L((x)) est donnéepar :

F (x, y) = ady
(x)

r∏

i=1

Fi(x, y) dans L((x))[y],32



Fi(x, y) =

fi∏

σ=1

F σ
i (x, y) dans L((x))[y],et

F σ
i =

ei−1∏

j=0

(
y − ỹσ

i

(
ζj
ei

(
x

λσ
i

)1/ei

)) dans L((x))[y].Démonstration. voir [Duv87℄On retrouve alors l'égalité fondamentale du théorème 1 :Corollaire 3. On a l'égalité suivante :
r∑

i=1

eifi = dyIl s'agit bien de la même égalité, puisque l'on s'est plaé au-dessus de 0,qui orrespond à la plae p = (x), dont le orps résiduel est isomorphe à L.En�n, nous onluons ette partie en remarquant que les développementsde Puiseux permettent de aluler les indies de rami�ation des plaes de
E/L sur L(x), et ainsi (par la formule d'Hurwitz donnée dans la proposition4), le genre de la ourbe algébrique plane C.1.2 Point de vue analytiqueSoient K un orps de nombres, K sa l�ture algébrique, et onsidéronsune ourbe algébrique plane de C2,

C = {(x0, y0) ∈ C2 |F (x0, y0) = 0},où F (x, y) =
∑dy

k=0 ak(x)y
k ∈ K[x, y] est un polyn�me sans fateur arré.Comme dans la setion 1.1, nous noterons dx et dy les degrés de F en res-petivement x et y, et D son degré total.Étant donné un point x0 ∈ C du plan omplexe, on dé�nit la �bre F(x0)de F en e point omme étant l'ensemble des raines omplexes du polyn�meà une variable F (x0, y). Nous distinguerons alors les points du plan omplexede la manière suivante : un point x0 sera dit ritique si la �bre F(x0) ontientstritement moins de dy éléments ('est-à-dire qu'il y a une raine multiple ouune branhe à l'in�ni au dessus de x0). Les points ritiques sont en nombres33



�ni, puisque e sont les raines de RF (x) = Resultanty(F, Fy) le résultant de
F et Fy (dérivée par rapport à la variable y du polyn�me F ) en la deuxièmevariable y. On notera {α1, . . . , αn} l'ensemble des points ritiques a�nes de
F , et étant donné un point x0 du plan omplexe, on dé�nit δ(x0) omme étantla distane entre x0 et son plus prohe point ritique (x0 exepté s'il est luimême un point ritique). Les points non ritiques seront dits réguliers.Notons X0 = C\{α1, . . . , αn} l'ensemble C privé de l'ensemble des pointsritiques du polyn�me F . Si l'on restreint la ourbe C aux points x0 ∈ X0,on obtient une surfae de Riemann non ompate R0 = {(x0, y0) ∈ X0 ×
C |F (x0, y0) = 0} [For81, hapitre 1, setion 1℄.Remarque 4. On peut ompati�er ette surfae de Riemann [Mir95, For81℄pour obtenir une surfae de Riemann ompate R, homéomorphe à la sommeonnexe de g tores, où g est le genre de la ourbe C.Si l'on note

px : R0 → X0

(x0, y0) 7→ x0la projetion sur la première oordonnée x de la surfae de Riemann R0,alors pour tout point x0 de X0, il existe un voisinage V0 de x0 dans X0 telque p−1
x (V0) soit onstitué de l'union disjointe de dy ensembles ouverts de R0.On dé�nit ainsi un revêtement de X0 à dy feuillets, que l'on notera (C, x).Dans ette partie, nous allons rappeler quelques propriétés bien onnuesde e revêtement (C, x). Nous ommençons par dé�nir la notion d'homotopiedans un ouvert X ⊂ C, dé�nissant ainsi le groupe fondamental d'un telensemble X. Puis nous montrerons dans le as X = X0 omment le groupefondamental de X0 permet de dé�nir le groupe de monodromie de la ourbe

C.1.2.1 Homotopie dans X ⊂ CNous ommençons ette partie en rappelant brièvement quelques résultatsde topologie liés à l'homotopie de ourbes. Pour plus de détails sur le sujet,le leteur pourra se référer à [For81, pages 13 à 20℄. Nous nous limiterons àonsidérer l'homotopie de hemins dans X, ouvert de C.Un hemin γ sur X est une ourbe paramétrée :
γ : [0, 1] → X

t 7→ γ(t)34



A γ0

γ1 B

γs

Fig. 1.2 � Déformation de γ0 à γ1Le point A = γ(0) sera appelé point de départ du hemin, et le pointB = γ(1)point d'arrivée. On dira que le hemin γ va de A à B.Dé�nition 11. Soient deux points A et B de X. Deux hemins γ0 et γ1allant de A à B sont dits homotopes s'il existe une appliation ontinue
H : [0, 1]× [0, 1]→ X qui véri�e les propriétés suivantes :

(i) H(t, 0) = γ0(t) ∀t ∈ [0, 1]

(ii) H(t, 1) = γ1(t) ∀t ∈ [0, 1]

(iii) H(0, s) = A et H(1, s) = B ∀s ∈ [0, 1]Remarque 5. Si l'on pose γs(t) := H(t, s), alors haque γs est un heminde A à B. La famille de hemins (γs)0≤s≤1 est alors appelée la déformationdu hemin γ0 au hemin γ1, ou enore l'homotopie de γ0 à γ1. La �gure 1.2illustre e phénomène.Théorème 4. Soient A et B deux points de X. Alors la notion d'homotopieest une relation d'équivalene sur l'ensemble des hemins allant de A à B.Démonstration. voir [For81, théorème 3.2℄Un hemin γ : [0, 1] → X véri�ant γ(0) = γ(1) est appelé un laet.Un laet ayant A pour point de départ et d'arrivée est homotopiquementnul s'il est homotope au hemin onstant égal à A (l'appliation onstante
γ0 : [0, 1]→ X tel que ∀t ∈ [0, 1], γ0(t) = A).Dé�nition 12. Soient A,B et C trois points de l'ensemble X, γ un heminde A vers B et γ′ un hemin de B vers C.35



1. Le hemin produit γ · γ′ : [0, 1]→ X de A vers C est dé�ni par :
γ · γ′(t) :=

{
γ(2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2

γ′(2t− 1) si 1
2
≤ t ≤ 1.2. Le hemin réiproque γ−1 : [0, 1]→ X de B vers A est dé�ni par :

γ−1(t) := γ(1− t) ∀ t ∈ [0, 1].En d'autres termes, γ · γ′ orrespond à la onaténation des hemins γ et
γ′, et γ−1 orrespond au hemin γ, mais dans le sens opposé.Théorème 5. Soit X ⊂ C et a ∈ X. L'ensemble π1(X, a) des lasses d'ho-motopie des laets de X ave pour point de base a assoié à l'opération deproduit de hemins forment un groupe.Démonstration. voir [For81, théorème 3.8℄Dé�nition 13. π1(X, a) est le groupe fondamental de X de base a.Nous onluons ette partie en donnant le groupe fondamental de l'en-semble X0 : on hoisit a tel que pour tout i 6= j, les points a, αi et αj nesoient pas alignés, et l'on ordonnera les points α1, . . . , αn par arguments rois-sants par rapport à a : i < j si et seulement si arg(bi−a) < arg(bj−a), où argest la fontion qui a un nombre omplexe assoie son argument (n'importequel hoix de détermination onvient). La �gure 1.3 illustre un tel hoix.Théorème 6. Soient a un point de base omme i-dessus. Si l'on note X0 =
C\{α1, . . . , αn}, alors le groupe fondamental de X0 ave pour point de base aest un groupe libre engendré par n laets γ1, . . . , γn homotopes dans X0 à euxde la �gure 1.3 : haque laet γi fait le tour du point ritique αi, et d'auunautre point ritique αj.1.2.2 Groupe de monodromie d'une ourbe algébriqueplaneDans ette partie, nous onsidérons l'ouvert X0 = C\{α1, . . . , αn} du planomplexe privé de l'ensemble des points ritiques. On onsidère un pointde base a omme dérit préédemment, et nous gardons les hypothèses surl'ordre des points ritiques, ainsi que les notations introduites depuis le débutde la setion 1.2. Le revêtement (C, x) véri�e la propriété de relèvements de36



a

γn−1

γn

γ1 γ2

αn

αn−1

α2

α1Fig. 1.3 � Laets engendrant π1(X0, a)hemins : pour tout hemin γ : [0, 1]→ X0 et tout antéédent y0 ∈ F(γ(0))de γ(0), il existe un unique hemin γ0 sur R0 tel que γ0(0) = y0 et px◦γ0 = γ.Notons F(a) = {y1, . . . , ydy
} la �bre en le point de base a. Si γ est un laetdans X0 ayant pour point de base a, alors pour tout 1 ≤ i ≤ dy, le relèvement

γi du laet γ sur R0 tel que γi(0) = yi est un hemin ayant pour point dedépart yi et pour point d'arrivée yj ∈ F(a), ave j qui n'est pas forémentégal à i. Ce point d'arrivée dépend uniquement du point de départ yi et dela lasse d'homotopie dans X0 du hemin γ. De plus, omme les hemins γisont uniques, on a F(a) = {γi(1)}1≤i≤dy
. Ainsi, le hemin γ engendre unepermutation σ de {1, . . . , dy} telle que :

γi(1) = yσ(i) = γσ(i)(0).On obtient ainsi un morphisme du groupe fondamental de X0 dans Sdy
:

Ψ : π1(X0, a) → Sdy

γ 7→ σ.L'image de e morphisme dé�nit un groupeM. Changer le point de base
a ou la numérotation de la �bre F(a) dé�nit un onjugué de M dans Sd[Mir95℄. Étant donné que nous herhons n'importe lequel de es onjugués,37



α2

α1

γ1

γ2

γn

α1

α2

aa
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γ∞ ◦ γn ◦ . . . ◦ γ2 ◦ γ1

αn

α∞
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∞

Fig. 1.4 � Homotopie du hemin γ∞ · γn · . . . · γ1nous noterons M quel que soit le point de base hoisi et quelque soit lanumérotation de la �bre F(a).Dé�nition 14. On appelle groupe de monodromie du revêtement (C, x)e groupeM.Considérons maintenant des laets γ1, . . . , γn homotopes à eux de la �-gure 1.3. D'après le théorème 6, es laets engendrent le groupe fondamental
π1(X0, a). Nous herhons don à aluler les n permutations σi = Ψ(γi), 1 ≤
i ≤ n.Remarque 6. La dé�nition habituelle du groupe de monodromie prend enompte le point x =∞, 'est à dire que l'on onsidère le revêtement de P1(C)privé des points ritiques de F , et dé�ni par F et px. Néanmoins, si le point
x =∞ est un point ritique ('est-à-dire que 0 est un point ritique du poly-n�me xdxF (1/x, y)), alors le laet γ∞ de point de base a, qui entoure le point
x =∞ et auun autre point ritique, engendre une permutation σ∞ = Ψ(γ∞)non triviale. Mais on a alors γ∞ ·γn · . . . ·γ1 = Id sur P1(C)\{α1, . . . , αn,∞},omme l'illustre la �gure 1.4. Le groupe de monodromie est don bien engen-dré par les permutations σ1, . . . , σn, que le point x =∞ soit un point ritiqueou non. 38



Dans la suite de ette thèse, nous onsidérerons des hemins γi homotopesà eux de la �gure 1.3. Ce hoix n'est pas anodin : e sont préisément eshemins qui sont utilisés par Tretko� et Tretko� [TT84℄ pour aluler legroupe d'homologie de la surfae de Riemann ompate R.
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Chapitre 2Calul de développements dePuiseuxSoit K un orps de nombre, et F (x, y) =
∑dy

k=0 ak(x)y
k ∈ K[x, y] unpolyn�me à deux variables dé�ni sur e orps, que nous supposerons sansfateur arré. Comme préédemment, nous noterons dx et dy les degrés de Frespetivement en x et y, et D son degré total. Nous faisons les hypothèsessuivantes :� dx > 0 et dy > 0,� le polyn�me F est séparable et primitif en y.Dans le hapitre 1, nous avons introduit la notion de développementsde Puiseux (lassique et rationnel) du polyn�me F . Dans e hapitre, nousdérivons une nouvelle stratégie symbolique-numérique pour aluler une ap-proximation numérique de es développements de Puiseux. Cei est un travailen ommun ave Mar Rybowiz, dont la partie modulaire a été publiée àl'oasion de la onférene ISSAC 2008 [PR08℄.Caluler de tels développements au-dessus d'un point régulier est toutà fait possible à l'aide d'un algorithme purement numérique : on peut ap-pliquer numériquement l'algorithme des itérations quadratiques de Newton[KT78, vzGG99℄, que nous rappellerons dans la partie 2.1.1. Malheureu-sement, au-dessus d'un point ritique x0, l'algorithme de Newton-Puiseux[Wal78℄ ou l'algorithme de Newton-Puiseux rationnel [Duv87, Duv89℄, quenous présenterons dans les setions 2.1.3 et 2.1.4, ne peuvent être appliquésnumériquement. En e�et, es algorithmes néessitent la onnaissane exatedes polygones de Newton et des raines des polyn�mes aratéristiques (voirla partie 2.1.2). De e fait, si le point ritique, qui est un nombre algébrique,est remplaé par une approximation numérique, alors les polygones de New-41



ton deviennent triviaux, et l'algorithme retourne des séries approhées ayantde très petits rayons de onvergene, et qui de plus n'apportent pas ertainesinformations importantes, telles que les indies de rami�ation.D'un autre �té, les méthodes symboliques sont en pratique assez lentes :la roissane des oe�ients, ainsi que les extensions engendrées par les al-gorithmes augmentent onsidérablement les temps de alul. Ainsi, ommele degré du disriminant ∆F en y de F est en O(D2), le point ritique peutêtre un nombre algébrique de grand degré, et les développements de Puiseuxpeuvent avoir des oe�ients dans une extension de K de degré O(D3). Fina-lement, quand les oe�ients des développements de Puiseux sont exprimésomme des ombinaisons linéaires sur Q, la taille des nombres rationnels im-pliqués peut devenir exessive. De e fait, une évaluation numérique de esoe�ients néessite parfois un grand nombre de hi�res de préision, du faitd'annulations numériques importantes.Exemple 9. Considérons le polyn�me F (x, y) = (y3−x) ((y−1)2−x) (y−2−
x2) + x2 y5 ∈ Q[x, y], de degré total 7. Son disriminant en y est de la forme
∆F (x) = x3P (x), où P (x) est un polyn�me irrédutible de degré 23 sur Q.De e fait, les développements de Puiseux rationnels alulés au-dessus d'uneraine de P (x) ont des oe�ients dans une extension de degré 23 sur Q. Deplus, des nombres rationnels de 136 hi�res déimaux apparaissent dans lepremier terme de es développements.Exemple 10. Le polyn�me F (x, y) = y3 − x5 − 2 (10 x− 1)2 a pour disri-minant ∆F (x) = −27 (x5 − 200 x2 + 40 x− 2)

2. Lors du alul du groupe demonodromie (voir le hapitre 3), nous avons besoin de aluler les dévelop-pements de Puiseux au-dessus d'une raine γ de x5 − 200 x2 + 40 x − 2 àl'ordre 13/3. L'appel de fontion algurves[puiseux℄(F, x = γ, y, T, 14/3)de Maple 11 retourne une paramétrisation dont les oe�ients inluent desnombres rationnels de 39 hi�res déimaux. Dans la stratégie de alul dugroupe de monodromie dérite dans le hapitre 3, nous sommes amenés àévaluer les développements de Puiseux au-dessus de la raine γ ayant pour ap-proximation −2.990197594+5.065348139 I en le point x0 = −3.608291497+
3.799011105 I. Si l'on e�etue ette évaluation ave 10 hi�res de préision,on obtient une approximation de la �bre dont les éléments sont de l'ordre de
1023. La même évaluation faite ave une préision de 20 hi�res déimauxretourne une approximation de la �bre dont les éléments sont de l'ordre de
1012. Il faut �nalement utiliser une préision de 40 hi�res déimaux pourobtenir une approximation ayant une préision su�sante pour e�etuer laonnexion ave la �bre F(x0).Nous verrons qu'il est possible d'établir une telle onnexion en utilisant42



uniquement 10 hi�res de préision pour les aluls.P.G. Walsh a montré [Wal00℄ qu'il existe un algorithme qui, pour tout
ǫ > 0, alule la partie singulière des développements de Puiseux en auplus O(d32+ǫ

y d4+ǫ
x (log ht(F ))2+ǫ) opérations binaires, où ht(F ) est la hauteurdu polyn�me F . Même si elle n'est probablement pas �ne, ette borne atendane à on�rmer les observations expérimentales.Pour ontourner es di�ultés, nous proédons de la manière suivante :l'information exate est obtenue en utilisant l'algorithme de Newton-Puiseuxrationnel modulo un nombre premier p bien hoisi, nous permettant d'obtenirl'� arbre des polygones � (voir la setion 2.1.5). Puis, à l'aide de ette infor-mation exate, nous montrerons omment suivre l'algorithme de Newton-Puiseux numériquement. Ce hapitre sera déoupé de la manière suivante :� Dans la setion 2.1, nous dérivons les algorithmes symboliques de al-uls de développements en série, ainsi que les dé�nitions néessaires àleur desription.� Puis nous étudierons les éléments aratéristiques des développementsde Puiseux pour obtenir un ritère de bonne rédution de es dévelop-pements, ei nous permettant d'obtenir l'arbre des polygones à l'aidede aluls modulaires (setion 2.2).� Ensuite, nous nous intéressons dans la partie 2.3 à la omplexité arith-métique et binaire de la partie modulaire de notre algorithme.� En�n, nous expliquerons dans la setion 2.4 omment utiliser l'arbre despolygones pour pouvoir aluler numériquement les développements dePuiseux.Notre travail apporte plusieurs ontributions :� Nous généraliserons la notion de polygone de Newton, en dé�nissant les� polygones de Newton génériques � et le � polygones de Newton exep-tionnel � (setion 2.1.2). Ces notions nous permettront de simpli�er lesexpliations et les preuves, notamment en e qui onerne la rédutionmodulaire (voir les lemmes 8 et 9).� Nous dé�nissons la notion d'� arbre de polygones � T (F ), qui ontientl'information exate dont nous aurons besoin pour guider les alulsnumériques de la setion 2.4. Nous expliquons omment obtenir e der-nier à partir de l'algorithme de Newton-Puiseux rationnel (voir la partie2.1.5).� L'étude des développements de Puiseux nous onduit à un ritère debonne rédution, qui nous permet de trouver un nombre premier p et43



un idéal premier p de orps résiduel isomorphe à Fpt0 tel que, si Fest la rédution de F modulo p, alors l'arbre des polygones assoié àl'algorithme RNPuiseux(F ,Fpt0 ) est préisément T (F ) (voir le théorème12).� Ensuite, la partie 2.2.4 dérit di�érents algorithmes pour obtenir enombre premier p, en préisant la taille du nombre premier ainsi alulé.On obtient notamment des algorithmes probabilistes qui retournent unnombre premier p de taille petite ('est-à-dire logarithmique en les en-trées pour l'algorithme de type Las Vegas, et également logarithmiqueen la probabilité d'erreur autorisée pour l'algorithme de type Monte-Carlo ; voir les propositions 20 et 21 de la partie 2.2.4).� En�n, nous donnons de nouvelles estimations de omplexité pour l'al-gorithme RNPuiseux au-dessus des orps �nis, ainsi qu'une omplexitépour le alul de T (F ) au-dessus d'un point ritique, puis au-dessus del'ensemble des points ritiques. L'étude de omplexité des algorithmespermettant de trouver le nombre premier p, ainsi que les bornes sur lataille de e nombre premier, nous onduisent à des bornes sur le nombred'opérations binaires néessaires pour aluler T (F ), que e soit au-dessus de 0 ou de haque point ritique.Tout omme dans la présentation des développements de Puiseux dans lehapitre 1, nous supposerons que le point x0 onsidéré est 0, a�n de simpli�erles notations. Nous rappelons qu'un hangement de variable x← x+ x0 (ou
x← 1/x si x0 =∞) permet de se ramener à une telle situation.Nous onluons ette introdution en résumant les résultats lassiques deomplexité que nous utiliserons dans ette thèse. Nos études de omplexitése ontenteront de ompter le nombre d'opérations e�etuées dans le orpsdes oe�ients. De plus, nous supposons que l'aès aux oe�ients des po-lyn�mes onsidérés dans nos algorithmes peut se faire en temps onstant (parexemple en utilisant une table à double entrée pour représenter les polyn�mesbivariés). En�n, nous utiliserons les notations suivantes :� Nous noterons Õ les estimations de omplexité ne prenant pas enompte les termes logarithmiques : plus préisément, pour tout ouplede fontions (f, g), la notation f ∈ Õ (g) signi�e qu'il existe m > 0 telque f/g ∈ O(log(g)m) [vzGG99, dé�nition 25.8℄.� M(N) représente lassiquement le nombre d'opérations arithmétiquessu�sant pour aluler le produit de deux polyn�mes ayant un degréinférieur ou égal à N . Nous rappelons que M(N) ∈ O(N2) si l'on uti-lise la multipliation naïve, et que e oût peut être réduit à M(N) ∈

O(N logN log logN) ⊂ Õ (N) en utilisant la multipliation rapide ba-44



sée sur la transformée de Fourier [SS71, Sh77, F�07℄ (voir également[BCS97, setions 2.1 et 2.2℄).� Pour simpli�er les notations dans la setion 2.3, on introduit la quantité
M̃(N) = M(N)/N , de telle sorte que M̃(N) ∈ O(N) ou M̃(N) ∈
O(logN log logN) selon la multipliation utilisée.2.1 Algorithmes symboliquesDans ette partie, nous dérivons trois algorithmes pour aluler les déve-loppements en série de F au-dessus de 0. Dans le as où 0 est régulier, nousutiliserons l'algorithme des itérations quadratiques de Newton pour aluleres développements. Cei sera utile pour le alul du groupe de monodromie(voir le hapitre 3), ainsi que pour aluler les termes des développements dePuiseux une fois que l'on aura alulé leur partie singulière. Nous dérivonsaussi les algorithmes de Newton-Puiseux lassique et rationnel. En e�et, esdeux algorithmes seront utilisés dans notre approhe symbolique-numérique :en e qui onerne les aluls modulaires, il est intéressant de faire des alulsdans l'extension la plus petite possible, et le phénomène non ontr�lé de rois-sane des oe�ients (voir la setion 2.1.7) n'ont pas d'impats sur les orps�nis ; d'un autre �té, les aluls numériques n'impliquent pas d'extension,et il est don préférable d'utiliser l'algorithme lassique. Nous expliqueronségalement omment les oe�ients alulés par es deux méthodes sont liés,et nous ferons quelques remarques sur la roissane des oe�ients engendréepar es algorithmes.Tout au long de ette partie, L désignera un orps de aratéristique quel-onque que nous noterons ar(L), et F (x, y) ∈ L[x, y] un polyn�me tel quela ondition (1.1), page 26, soit satisfaite. Nous supposerons dans e hapitreque les orps L onsidérés sont tels qu'il existe un algorithme de fatorisationde polyn�me au-dessus de es orps. En�n, nous réutilisons les notations ethypothèses de la setion 1.1 du hapitre 1.2.1.1 Itérations quadratiques de NewtonDans ette partie, nous supposons que le point 0 est régulier. Nous rap-pelons alors la desription de l'algorithme des itérations quadratiques deNewton [KT78℄. Bien que es résultats soient lassiques, nous rappelleronsquelques preuves pour une meilleure ompréhension de l'algorithme. Cettesetion est fortement inspirée de [vzGG99, hapitre 9℄.45



Soit y0 un élément de la �bre F(0). Comme 0 est un point régulier, ladérivée en y du polyn�me F ne s'annule pas en (0, y0) : Fy(0, y0) 6= 0. Ainsi,
Fy(x, y0) est inversible modulo x. L'algorithme des itérations quadratiquesde Newton vient prinipalement du résultat lassique suivant :Proposition 8 (Convergene quadratique de l'itération de Newton).Soient ϕ(y) ∈ L[[x]][y], u ∈ L[[x]] telle que ϕ(u) = 0 et N un entier strite-ment positif.Si ϕ′(ũN−1) est inversible modulo xN , alors on a :

ũ2N−1 ≡ ũN−1 − ϕ(ũN−1)

ϕ′(ũN−1)
mod x2N ,et ϕ′(ũ2N−1) est inversible modulo x2NLemme 2. Soit N un entier stritement positif et u ∈ L[x]. Alors u estinversible modulo xN si et seulement si il est inversible modulo x.Démonstration. voir [vzGG99, orollaire 9.13℄.Démonstration. (de la proposition 8)Comme ϕ′(u) est inversible modulo x2N (voir le lemme 2), le polyn�me v =

ũN − ϕ(ũN)

ϕ′(ũN)
mod x2N est bien dé�ni. En utilisant un développement deTaylor à l'ordre 2 de ϕ en y = v, on a :

ϕ(v) = ϕ(ũN)− ϕ(ũN)

ϕ′(ũN)
ϕ′(ũN) +

(
ϕ(ũN)

ϕ′(ũN)

)2

ψ(ũN)pour un ertain polyn�me ψ ∈ L[x][y]. En onsidérant ette égalité modulo
x2N , omme x2N divise ( ϕ(ũN)

ϕ′(ũN)

)2, on obtient ϕ(v) ≡ 0 mod x2N , et don
v = ũ2N−1. En�n, étant donné que ũ2N−1 ≡ ũN−1 mod xN , on a

ϕ′(ũ2N−1) ≡ ϕ′(ũN−1) mod xN ,et le lemme 2 nous permet d'a�rmer que ϕ′(ũ2N−1) est inversible modulo
x2N .Ainsi, si l'on onnaît les N premiers termes d'un développement en série
u(x) de F , alors on peut aluler en une itération de Newton les N termes46



suivant de la série u(x). Néanmoins, ela néessite de aluler l'inverse de
ϕ′(u) modulo x2N . Ce dernier alul peut lui aussi se faire en utilisant l'ité-ration de Newton, puisque le alul de l'inverse de u(x) ∈ L[x] peut se voiromme la reherhe d'une raine du polyn�me u(x)y − 1 :Lemme 3. Soit u ∈ L[x] un polyn�me et notons v ∈ L[[x]] l'inverse de u.Alors :

ṽ2N−1 ≡ 2ṽN−1 − ũ2N−1
(
ṽN−1

)2
mod x2NDémonstration. Notons w = 2ṽN−1 − ũ2N−1

(
ṽN−1

)2.Comme xN divise ũN−1ṽN−1 − 1, il divise aussi ũ2N−1ṽN−1 − 1.Ainsi, x2N divise (ũ2N−1ṽN−1 − 1)2 = −ũ2N−1w + 1.On a don wu ≡ 1 mod x2N , et don ṽ2N−1 ≡ w mod x2N .En ombinant es deux résultats et en faisant une étude plus �ne desrésultats de ongruene, on obtient un algorithme dérit dans [vzGG99,hapitre 9℄. Celui-i alule u modulo x, puis modulo x2, x4, . . . , x2l−1 où
l = ⌈log2(N)⌉, et en�n modulo xN .Nous proposons i-dessous une variante bien onnue de et algorithme,l'algorithme Newton-quadratique. Ce dernier est présenté de manière ré-ursive a�n de mieux utiliser la déomposition en base 2 de l'entier N : sil'on souhaite u(x) mod xN , on alulera d'abord u(x) mod x⌈

N
2
⌉ et. Cetteapprohe bien onnue permet de généraliser les résultats de omplexité pré-sentés dans le théorème 9.25 de [vzGG99℄, où N est supposé être une puis-sane de 2, aux valeurs de N quelonques. En d'autres termes, ela permetde � lisser � la ourbe de omplexité de l'algorithme.En�n, nous traitons également le premier appel à l'algorithme di�érem-ment, puisque l'on n'a pas besoin de la donnée de l'inverse de Fy(x, u(x))en sortie, et que l'on veut don éviter son alul lors de la dernière étapedu alul. Nous supposons don être apable de distinguer un appel initiald'un appel réursif, omme par exemple en utilisant un argument booléensupplémentaire.Algorithme Newton-quadratique(F,y0,N)Entrée :

F : un polyn�me à deux variables pour lequel le point 0 est régulier.
y0 : un élément de la �bre F(0).
N : un entier > 0.Sortie : 47



� Si l'appel est réursif, un ouple de polyn�mes (u, v) tel que
F (x, u(x)) ≡ 0 mod xN , v(x) ≡ 1/Fy(x, u(x)) mod xN et
u(0) = y0.� Sinon, un polyn�me u tel que F (x, u(x)) ≡ 0 mod xN et
u(0) = y0.DébutSi N = 1 alorsSi l'appel est initialRetourner y0SinonRetourner (y0, 1/Fy(0, y0))FinFin

(u, v)← Newton-quadratique(F, y0,
⌈

N
2

⌉
)

u← u− F (x, u)v mod xNSi l'appel est initial alors Retourner u FinSinon
v ← 2v − Fy(x, u)v

2 mod xNRetourner (u, v)FinFinThéorème 7. L'algorithme Newton-quadratique renvoie la sortie esomp-tée.Démonstration. SiN > 1, alors ⌈N/2⌉ < N . L'algorithme onstruit don unesuite stritement déroissante qui onverge vers 1 en un nombre �ni (égal à
⌈log2(N)⌉+ 1) d'étapes. De e fait, l'algorithme termine. De plus, si N = 1,alors la sortie (u, v) = (y0, 1/Fy(0, y0)) (ou u = y0 dans le as où l'appel estinitial) véri�e bien la ondition souhaitée.Soit maintenant un entier N > 1. On suppose que l'appel de fontionNewton-quadratique(F, y0,⌈N

2

⌉) retourne un résultat orret, et nous her-hons maintenant à montrer qu'alors l'appel Newton-quadratique(F, y0,N)retourne lui aussi le résultat attendu. D'après notre hypothèse de réurrene,on a un ouple (u, v) tel que u(0) = y0, F (x, u(x)) ≡ 0 mod x⌈N/2⌉ et
v(x) ≡ 1/Fy(x, u(x)) mod x⌈N/2⌉. Alors w(x) := u(x)− F (x, u(x))v(x) véri-�e (en utilisant la formule de Taylor omme dans la preuve de la proposition8) :

F (x, w(x)) ≡ F (x, u(x))(1− v(x)Fy(x, u(x))) mod xNOr, v(x) ≡ Fy(x, u(x)) mod x⌈N/2⌉, don on a 1 − v(x)Fy(x, u(x)) ≡ 0
mod x⌈N/2⌉. Comme F (x, u(x)) est lui aussi ongru à 0 modulo x⌈N/2⌉, et48



vu que N ≤ 2⌈N/2⌉, on a don F (x, w(x)) ≡ 0 mod xN , e qui montre lerésultat pour le as où l'appel est initial. Dans le seond as, le lemme 3 nouspermet de onlure. Par réurrene, le théorème est don prouvé.Théorème 8. L'algorithme Newton-quadratique alule les N premierstermes d'une série solution de F au-dessus de 0 en (3dy+3/2)M(N)+O(dyN)opérations dans le orps L.Démonstration. Il su�t de faire un raisonnement similaire à elui e�etuédans la preuve du théorème 9.25 de [vzGG99℄.En�n, nous notons qu'il est également possible de aluler rapidement detelles séries en utilisant des algorithmes détendus [vdH02℄.2.1.2 Polygones de Newton génériques et polyn�mes a-ratéristiquesLes notions de polygone de Newton et de polyn�me aratéristique sont lesoutils prinipaux de l'algorithme de Newton-Puiseux (lassique ou rationnel).Dans ette partie, nous rappelons es dé�nitions bien onnues et introduisonsune variante de la première notion qui s'avère plus pratique, et qui est ruialepour le ritère de bonne rédution que nous présenterons dans la partie 2.2Notons F (x, y) =
∑

i,j aijx
jyi un polyn�me de L[[x]][y] tel que x ne divisepas F . Nous dé�nissons la notion de polygone de Newton de F de la manièresuivante :Dé�nition 15. Pour haque ouple (i, j) de Supp(F ) = {(i, j) ∈ N2 | aij 6=

0}, notons Qij = {(i′, j′) ∈ R2 | i′ ≥ i et j′ ≥ j}. Alors le polygone deNewton N (F ) de F est la partie formée des sommets et arêtes �nies del'enveloppe onvexe de
Q(F ) = ∪

(i,j)∈Supp(F )
Qij.Chaque Qij est un quart de plan supérieur droit. Les arêtes du polygone

N (F ) sont don toutes de pente négative. Plus préisément, si l'on note I(F )l'entier naturel vy(F (0, y)), on peut dérire N (F ) de la manière suivante :� Si F (x, 0) 6= 0, N (F ) est formé de la suite d'arêtes de Q(F ) joignant
(0, vx(F (x, 0))) à (I(F ), 0),� Si F (x, 0) = 0, le point (0, vx(F (x, 0))) est remplaé par le sommet deplus petite absisse de Q(F ). 49



En partiulier, on ne onsidère pas omme faisant partie de N (F ) une arêtevertiale et une arête horizontale de Q(F ). Cei peut très bien dé�nir unpolygone de Newton trivial. Par exemple, F (x, y) = y dé�nit un polygone
N (F ) = (1, 0).Ce polygone de Newton permet de aluler l'ensemble des raines de Fqui s'annulent en x = 0. Il orrespond aux appels réursifs de l'algorithmede Newton-Puiseux. Pour aluler l'ensemble des développements de Puiseuxau-dessus de x = 0, et notamment les développements non dé�nis en x = 0,la première étape néessite d'utiliser une autre dé�nition du polygone deNewton :Dé�nition 16. Si l'on note H l'enveloppe onvexe de Supp(F ), alors le po-lygone de Newton initial N0(F ) est la partie inférieure de H.Le polygone de Newton initial peut ainsi ontenir des arêtes ayant unepente nulle ou positive. Plus préisément, si l'on note v = vx(ady

) la valuation
x-adique du oe�ient de tête de F , et i0 = degy(F (0, y)), alors N0(F ) estla onaténation de N (F ), [(I(F ), 0), (i0, 0)] et de la suite d'arêtes de Hjoignant (i0, 0) à (dy, v). En partiulier, si F est unitaire en y, alors N0(F )est la onaténation de N (F ) et [(I(F ), 0), (dy, 0)].Avant de donner plus d'exemples de polygones de Newton, nous introdui-sons deux variantes de es polygones : le � polygone de Newton générique �orrespond au polygone de Newton N (F ), et le � polygone de Newton ex-eptionnel � orrespond au polygone de Newton initial N0(F ). Ces variantesnous permettront de traiter de manière homogène les développements �niset in�nis, simpli�era les spéi�ations des algorithmes (notamment en e quionerne les indies de régularité), et est surtout néessaire pour les résultatsque nous donnons sur la rédution modulaire.Dé�nition 17. Le polygone de Newton générique GN (F ) du polyn�me
F est obtenu en restreignant N (F ) aux arêtes ayant une pente supérieure ouégale à −1, et en joignant le point restant le plus à gauhe à l'axe vertialpar une arête de pente −1.En d'autres termes, on ajoute un point �tif (0, j0) à Supp(F ) pour mas-quer toutes les arêtes ayant une pente stritement infèrieure à −1.Exemple 11. Considérons le polyn�me F1(x, y) = y7 + x2y2 + xy4 + x8 +
x6 + y3x2 + y5x + y3x4. Dans la �gure 2.1, le support de F1 est représentépar des roix, GN (F1) est dessiné ave un trait ontinu, alors que la partiemasquée de N (F1) est représentée par une ligne en pointillés.50
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742Fig. 2.1 � GN (F1) et N (F1)Exemple 12. Considérons le polyn�me F2(x, y) = y8 + 3x2y3 + xy5 + yx8 +
2x6 + 4y2x3 + y5x2 + y5x3 + y3x4 et la �gure 2.2. La pente −1 est prolongéejusqu'à l'axe vertial.Exemple 13. Considérons le polyn�me F3(x, y) = y. Alors GN (F3) estformé de l'unique arête joignant (0, 1) à (1, 0).Remarque 7. Ce onept de polygone de Newton générique est à notreonnaissane nouveau dans la littérature. Néanmoins, Mark van Hoeij nous aindiqué que son implantation de l'algorithme de Newton-Puiseux, disponibledepuis Maple V.5 (algurves[puiseux℄), utilise impliitement e onept.Sa motivation est d'aroître l'e�aité de l'algorithme : à haque étape ré-ursive, il est possible de faire les aluls modulo une puissane de x bienhoisie, obtenant ainsi préisément le polygone générique de l'étape suivante.Ce ode est utilisé pour le alul d'anneaux d'entiers [vH94℄, mais ette teh-nique d'implantation n'a pas été publiée.Conernant le polygone de Newton initial, nous introduisons la variantesuivante :Dé�nition 18. Le polygone de Newton exeptionnel EN (F ) est l'enve-loppe onvexe inférieure de Supp(F ) ∪ {(0, 0)}En d'autres termes, la partie N (F ) de N0(F ) est remplaée par l'arête
[(0, 0), (I(F ), 0)], qui prolonge don éventuellement la pente nulle de N0(F ).En partiulier, si le polyn�me F est unitaire, alors EN (F ) = [(0, 0), (dy, 0)].51
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omme étant :
φ∆(T ) =

∑

(i,j)∈∆

aijT
i−i0

qoù i0 est la plus petite valeur i telle que (i, j) ∈ ∆.Remarque 8. Si l'on utilise le polygone lassique ou initial, alors φ∆(T )ne peut pas s'annuler en T = 0, alors que les variantes que nous proposonspermettent une telle annulation si ∆ est une arête �tive (ou ontient unepartie �tive). Dans e as, la multipliité de 0 en tant que raine de φ∆(T )est la longueur de ette arête �tive (ou de la portion �tive de ette arête)ajoutée.Pour onlure ette partie, nous rappelons les liens entre le polygone deNewton de F et les polygones de Newton de ses fateurs dans L[[x]][y] :Lemme 4. Si F est un polyn�me irrédutible de L[[x]][y] et F (0, 0) = 0,alors GN (F ) a une unique arête ∆, et φ∆ a une unique raine.Démonstration. Pour le polygone de Newton lassique, on peut trouver unetelle preuve dans [BK86℄. L'extension au polygone de Newton générique esttriviale.Lemme 5. Soient F1 et F2 deux éléments de L[[x]][y]. Alors GN (F1F2) peutse onstruire en joignant deux à deux les di�érentes arêtes de GN (F1) et
GN (F2), plaées pertinemment, 'est-à-dire par pente roissante à partir dupoint (I(F1) + I(F2), 0). De plus, le polyn�me aratéristique d'une arête ∆de pente −m/q de GN (F1F2) est le produit des polyn�mes aratéristiquesassoiés aux arêtes de pente −m/q de GN (F1) et GN (F2). En partiulier, si
F1(0, 0) 6= 0 (as où GN (F1) est réduit au point (0, 0)), alors GN (F1F2) =
GN (F2).Démonstration. Pour les polygones de Newton lassiques, voir [BK86℄. Pourles polygones de Newton génériques, on peut proéder de la manière sui-vante : si néessaire, on ajoute un mon�me cxn1 (respetivement cxn2) à
F1 (respetivement F2), où c est une onstante indéterminée, de telle sorteque GN (Fi) = N (Fi). Ensuite, il su�t d'appliquer le résultat dans le aslassique, puis de poser c = 0 pour obtenir GN (F1F2).Les algorithmes de Newton-Puiseux (lassique et rationnel) dérits dansles deux setions suivantes e�etuent des hangements de variable suessifs,déterminés par les triplets (q,m, l) orrespondant aux arêtes ∆ des polygonesde Newton, ainsi qu'aux raines de φ∆. Ils retournent un ensemble de triplets
{(Gi(x, y), Pi(x), Qi(x, y))}i tels que :53



� Gi ∈ L[x, y],� Pi(x) est un mon�me de la forme λix
ei ave λi ∈ L,� Qi(x, y) = Qi0(x) + y xri , où ri est l'indie de régularité du développe-ment, et (Pi(T ), Qi0(T )) est la partie singulière de la paramétrisationde F ,� il existe des entiers Li tels que l'on ait :

Gi(x, y) = F (Pi(x), Qi(x, y))/x
Li, Gi(0, 0) = 0 et Giy(0, 0) 6= 0.Par le théorème des fontions impliites, la troisième ondition nous assurequ'il existe une unique série S telle que Gi(x, S(x)) = 0 et S(0) = 0. Laparamétrisation de F orrespondante est alors Ri(T ) = (Pi(T ), Qi(T, S(T ))).On alulera ette série S à l'aide de l'algorithme Newton-quadratique déritdans la setion 2.1.1. En�n, il est possible que y divise Gi, e qui orrespondà un développement �ni de F .2.1.3 Algorithme de Newton-Puiseux lassiqueNous ommençons par donner une variante de l'algorithme de Newton-Puiseux lassique [Wal78℄ pour aluler la partie singulière des développe-ments de Puiseux. Notre algorithme numérique (voir la setion 2.4) est basésur ette méthode. Cette version de l'algorithme retourne exatement un re-présentant pour haque yle au-dessus de 0. L'algorithme est donné de ma-nière réursive et sa sortie est donnée sous une forme paramétrique, ommedérit i-dessus. Le premier appel (non réursif) à l'algorithme doit être traitéséparément (il néessite l'utilisation de EN (F ) à la plae de GN (F ), voir lapartie 2.2 pour une expliation). Là aussi, on suppose que l'on est apablede distinguer un appel initial d'un appel réursif.CNPuiseux(F)Entrée :

F : Un polyn�me sans fateur arré dans L[x, y], de degré dy ≥ 1,tel que F (0, y) 6= 0.Sortie :Un ensemble de triplets {[Gi, Pi, Qi]}i représentant :- les yles de F au-dessus de 0, pour l'appel initial,- les yles de F qui s'annulent en x = 0, pour les appels réur-sifs.DébutSi l'appel est réursif alorsSi I(F ) = 1 alors Retourner {[F, x, y]} Fin
N ← GN (F ) 54



Sinon
N ← EN (F )Fin

R← {}Pour haque arête ∆ de N faireCaluler q, m, l et φ∆Pour haque raine (distinte) ξ de φ∆ faire
α← ξ1/q

F0(x, y)← F (xq, xm(α + y))/xlPour haque [G,P,Q] dans CNPuiseux(F0) faire
R ← R ∪ {[G,P q, Pm(α +Q)]}FinFinFinRetourner RFin.Proposition 9. L'algorithme CNPuiseux retourne la sortie esomptée. Enpartiulier, il retourne préisément la partie singulière des développements dePuiseux.Démonstration. Si l'on remplae les polygones génériques et exeptionnelspar les polygones lassiques, on obtient l'algorithme lassique de Newton-Puiseux (voir par exemple [Wal78℄). De plus, le seul hangement provoqué parl'ajout des polygones génériques est l'apparition d'éventuelles raines ξ nulles.Dans e as, l'algorithme se ontente de fatoriser xm dans la série retournée,et la fatorisation orrespondante est e�etuée au niveau du polyn�me F .Dans le as où I(F0) 6= 1, la sortie est don inhangée par l'utilisation despolygones génériques. Dans le as ontraire, l'algorithme s'est ontenté dealuler le mon�me orrespondant à l'indie de régularité du développementde Puiseux (voir l'exemple 16).Nous allons maintenant maintenant regarder quelques exemples qui nouspermettront d'illustrer l'intérêt de l'introdution des variantes du polygonede Newton.Exemple 15. Considérons le polyn�me F (x, y) = y3 − x5 ∈ Q[x, y]. L'algo-rithme CNPuiseux(F) rend un triplet ave P1(x) = x3 et Q1(x, y) = x0(0 +

x3(0+x2(1+y))) = x5 +x5 y. Le premier oe�ient nul vient du polygone deNewton exeptionnel EN (F ) = [(0, 0), (0, 3)]. Le seond orrespond à l'arête�tive de GN (F ) introduite durant le premier appel réursif. Le fait d'ajouter55



es nombres 0 dans les séries peut paraître ine�ae, mais ette astue n'apas d'impat sur la omplexité et simpli�era les preuves dans la partie 2.2.En pratique, on peut néanmoins utiliser le polygone de Newton lassique sinéessaire.Exemple 16. Considérons à nouveau le polyn�me F (x, y) = (y − 1− 2x−
x2)(y − 1 − 2x − x7) ∈ Q[x, y] de l'exemple 7 du hapitre 1. En appliquantl'algorithme CNPuiseux, on obtient deux triplets ave :

(P1, Q1) = (x, x0(1 + x(2 + x(1 + y))) = (x, 1 + 2x+ x2 + x2y)

(P2, Q2) = (x, x0(1 + x(2 + x(0 + y))) = (x, 1 + 2x+ x2y)On peut remarquer ii que l'utilisation du polygone de Newton générique nouspermet d'obtenir diretement l'indie de régularité 2 de la série x+ x7 dans
F . L'utilisation du polygone de Newton lassique ne fournit pas diretementune telle information.Les entiers q, m et l viennent diretement des polygones de Newton. Ilsdoivent être alulés de manière exate, puisque par exemple l'entier q ontri-bue à l'indie de rami�ation, dont nous avons besoin dans notre stratégiede alul du groupe de monodromie (voir le hapitre 3). De plus, il est trivialque la plupart du temps, si l'on remplae ξ par une approximation numé-rique, le hangement de variable dans CNPuiseux dé�nit un polyn�me F0qui a un polygone de Newton trivial réduit à un unique point (0, 0). Il n'estalors pas faile de retrouver le véritable polygone, puisqu'il faut alors déiderquels oe�ients de F0 sont des approximations de 0 (et doivent don êtreignorés). En�n, on a la proposition suivante :Proposition 10. Soit F un polyn�me satisfaisant les hypothèses d'entrée deCNPuiseux.� L'entier I(F ) orrespond au nombre de développements de Puiseux de

F au-dessus de 0 qui s'annulent en x = 0.� L'entier I(F0) est égal à la multipliité de ξ dans φ∆.Démonstration. Voir [Duv89℄La seonde propriété de la proposition 10 montre que φ∆ possède en gé-néral des fateurs multiples. Si l'on travaille ave des polyn�mes approhés,déterminer les raines distintes de φ∆ et leur multipliité peut être problé-matique. Néanmoins, si l'on suppose que l'ensemble des polygones de Newtonsuessifs est obtenu par un autre moyen (e qui signi�e, d'après la propo-sition 10, que l'on onnaît aussi les multipliités des polyn�mes aratéris-tiques) et qu'ils sont alors donnés en entrée, on peut :56



1. Extraire des oe�ients de F eux qui sont utiles au alul de GN (F ) :les oe�ients se situant en dessous de GN (F ) sont forément nuls, onpeut don les ignorer.2. En déduire une approximation de φ∆.3. Trouver les grappes de raines de φ∆ orrespondant aux multipliitésesomptées.4. Pour haque grappe, déduire une approximation de ξ, puis appliquer lehangement de variable et proéder réursivement.Ave une telle approhe, on obtiendra des développements de Puiseuxapprohés ayant des indies de rami�ation orrets. Pour aluler les donnéesexates, 'est-à-dire les polygones de Newton suessifs, nous utiliserons desaluls modulo un nombre premier p bien hoisi (voir la partie 2.2). Puis nousexpliquerons dans la setion 2.4 omment établir une orrespondane entrees aluls modulaires et les aluls numériques.2.1.4 Algorithme de Newton-Puiseux rationnelNous dérivons maintenant un algorithme, dû à D. Duval [Duv87, Duv89℄,qui alule les parties singulières de développements de Puiseux rationnelsau-dessus de 0. Nous utiliserons et algorithme lors de nos aluls modulaires.Nous ommençons par donner deux algorithmes intermédiaires, dont nous nedonnons que les entrées et sorties :Fatorisation(L,φ)Entrée :
L : un orps
φ : un polyn�me univarié de L[z].Sortie : Un ensemble de ouples {(φi, ki)}i tels que les φi sontdes polyn�mes unitaires irrédutibles et distints de L[z]et φ = c

∏
i φ

ki

i ave c ∈ L.Nous rappelons que nous avons supposé en introdution de e hapitrel'existene d'un tel algorithme. En pratique, nous utiliserons l'algorithmeRNPuiseux sur les orps �nis, orps pour lesquels ette hypothèse est véri�ée.Bézout(q,m)Entrée : q et m deux entiers positifsSortie : Un ouple d'entiers (u, v) tel que uq−mv = 1. Si q = 1,on impose v = 0 et u = 1. 57



Algorithme RNPuiseux(L,F)Entrée :
L : Un orps.
F : Un polyn�me sans fateur arré dans L[x, y], de degré dy ≥ 1,tel que F (0, y) 6= 0.Sortie :Un ensemble de triplets {[Gi, Pi, Qi]}i représentant :- les développements de Puiseux rationnels sur L de F au-dessusde 0, pour l'appel initial,- les développements de Puiseux rationnels sur L de F entrésen (0, 0), pour les appels réursifs.DébutSi l'appel est réursif alorsSi I(F ) = 1 alors Retourner {[F, x, y]} Fin
N ← GN (F )sinon
N ← EN (F )Fin

R← {}Pour haque arête ∆ de N faireCaluler q, m, l et φ∆

(u, v)← Bézout(q,m)Pour haque (f, k) dans Fatorisation(L, φ∆) faire
ξ ← n'importe quelle raine de f
F0(x, y)← F (ξvxq, xm(ξu + y))/xlPour haque [G,P,Q] dans RNPuiseux(L(ξ), F0) faire
R← R ∪ {[G, ξv P q, Pm(ξu +Q)]}FinFinFinRetourner RFin.Proposition 11. L'algorithme RNPuiseux retourne la sortie esomptée. Enpartiulier, il retourne préisément la partie singulière des développements dePuiseux.Démonstration. Le raisonnement est similaire à la preuve de la proposition 9,ave les deux modi�ations suivantes : si l'on utilise les polygones lassiques,on obtient l'algorithme de D. Duval [Duv89℄ ; de plus, la répartition de laraine ξ dans le polyn�me F introduite par D. Duval demande une préaution58



supplémentaire quand ette raine est nulle : si v est stritement positif,le hangement de variable dé�nit un polyn�me univarié en y, et si v eststritement négatif, le hangement de variable n'est pas dé�ni. Il faut donprendre v = 0 quand ξ = 0. Cei est bien le as de part la spéi�ation del'algorithme Bézout : ξ ne peut valoir zéro que quand la pente est entière,'est-à-dire q = 1.On peut remarquer que les algorithmes lassiques et rationnels sont trèssimilaires : ils ne di�èrent que par la façon dont les raines des polyn�mesaratéristiques sont traitées, ainsi que dans la dé�nition du polyn�me F0.Ainsi, si l'on applique l'algorithme RNPuiseux sur le orps L, et que l'onhange la ligne (u, v) ← Bézout(q,m) de l'algorithme par (u, v) ← (1/q, 0)au fur et à mesure de l'algorithme, on retrouve l'algorithme CNPuiseux.Exemple 17. Soit F (x, y) = (y2 − 2x3)(y2 − 2x2)(y3 − 2x) ∈ Q[x, y].
RNPuiseux(Q, F ) retourne trois développements :

(P1, Q1) = (2x2, x0(0 + 2x2(0 + x(2 + y)))) = (2x2, 4x3 + 2x3y)

(P2, Q2) = (4x3, x0(0 + x(2 + y))) = (4x3, 2x+ xy)

(P3, Q3) = (x, x0(0 + x(
√

2 + y))) = (x,
√

2x+ xy)Les deux premiers développements ont Q omme orps de oe�ients, et pourindies de rami�ations respetivement 2 et 3. Le troisième orrespond à uneplae ayant un orps résiduel isomorphe à Q(
√

2). L'algorithme RNPuiseuxappliqué au orps Q(
√

2) retourne un développement supplémentaire :
(P4, Q4) = (x, x0(0 + x(−

√
2 + y))) = (x,−

√
2x+ xy).Dans [Duv87, Duv89℄, il est préisé que le système D5 [DDD85, Duv87℄permet d'éviter les fatorisations des polyn�mes aratéristiques. Dans notreas, nous utilisons et algorithme uniquement dans la partie modulaire denotre stratégie, et il existe des algorithmes e�aes pour fatoriser un po-lyn�me au-dessus d'un orps �ni. De e fait, étant donné que la taille despremiers p que nous utilisons est petite, il n'est pas problématique de fato-riser les polyn�mes aratéristiques (voir la partie 2.3.1 sur la omplexité dela partie modulaire, et la partie 2.2.4 pour la taille des premiers utilisés parnotre algorithme).Remarque 9. Il est important de noter que, ontrairement aux développe-ments de Puiseux lassiques, les développements de Puiseux rationnels nesont pas anoniquement dé�nis. En e�et, si l'on remplae T par βT dans

Ri(T ) = (x̃i(T ), ỹi(T )), ave β hoisi dans le orps des oe�ients de Ri,59



alors on obtient un autre développement de Puiseux rationnel orrespondantà la même plae. Le hoix de β peut avoir des onséquenes onsidérablessur la taille des oe�ients du développement, et don sur l'e�aité desalgorithmes. Nous détaillerons e point dans la partie 2.1.6.2.1.5 Arbre de polygonesÀ un appel de l'algorithme RNPuiseux(L, F ), nous assoions un arbreétiqueté. Par dé�nition, la profondeur d'un sommet v est le nombre d'arêtessur le hemin allant de la raine à v. En partiulier, la raine a une profondeurnulle. Nous étiquetterons les sommets de l'arbre de profondeur paire ave despolygones, et eux de profondeur impaire par des partitions d'entiers. De lamême manière, les arêtes sont étiquetées alternativement ave les arêtes despolygones de Newton et des ouples d'entiers (k, f) où k est la multipliitéde la raine ξ et f = [L(ξ) : L]. Ainsi, une arête de l'arbre orrespond auhoix d'une arête du polygone ou bien au hoix d'une raine du polyn�mearatéristique.Plus préisément, l'arbre est onstruit réursivement à partir de la raineomme suit (voir la �gure 2.4). Les sommets de profondeur paire orres-pondent aux appels de fontion. Si f est un polyn�me de L[z] ayant pourdéomposition sans fateur arré f = c
∏r

i=1 fi
ki ('est-à-dire que les ki sontdes entiers positifs deux à deux distints, et les fi sont des polyn�mes dedegrés stritement positifs et deux à deux premiers entre eux), alors nousnoterons [f ] = (k1

deg f1 . . . kr
deg fr) la partition de deg f dé�nie par ette dé-omposition ('est-à-dire que la multipliité ki est répétée deg fi fois).� Un sommet v de profondeur paire l est étiqueté ave un polygone P,qui est égal à EN (F ) pour la raine (l = 0), et GN (F ) pour les appelsréursifs (l > 0).� À haque arête ∆ de P orrespond une arête allant de v à un sommetde profondeur l+ 1. On étiquette ette arête ave ∆ (représenté par lespoints dé�nissant le segment).� Un �ls (sommet de profondeur l+1) est étiqueté ave la partition [φ∆].� À haque hoix de raine ξ de φ∆ e�etué par l'algorithme orrespondune arête allant du sommet de profondeur l+1 à un sommet de profon-deur l+2. L'arête est étiquetée ave la paire (k, f) ou k est la multipliitéde la raine ξ et f = [L(ξ) : L].� Ensuite, on proède réursivement : un sommet de profondeur l+ 2 estla raine de l'arbre assoié à l'appel de fontion RNPuiseux(L(ξ), F0) où

F0 est le polyn�me obtenu pour le hoix de l'arête ∆ et le hoix de la60
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Fig. 2.4 � Les arbres de polygone RT (Q, F ) et T (F ) pour l'exemple 17.raine ξ.Les feuilles de l'arbre sont des sommets de profondeur paire étiquetés pardes polygones ayant une unique arête Ph = [(0, 1), (1, 0)]. On peut remarquerque les raines ξ ne font pas partie de l'arbre. Comme la déomposition sansfateur arré est un sous-produit de la fatorisation sur L, l'arbre étiquetépeut être obtenu sans oût supplémentaire. Si l est la profondeur de l'arbred'appels de fontions engendré par RNPuiseux(L, F ), alors l'arbre étiquetéonstruit aura une profondeur égale à 2l.Pour un appel de fontion CNPuiseux(F ), on dé�nit un arbre similaire,ave pour seule di�érene qu'une arête allant d'une partition à un polygonen'est étiquetée que par la multipliité k ; le orps dans lequel sont e�etuéesles fatorisations étant L, toutes les extensions de orps sont de degré 1.Dé�nition 20. À haque appel de fontion RNPuiseux(F, L) (respetivement
CNPuiseux(F )), l'arbre étiqueté assoié sera noté RT (L, F ) (respetivement
T (F )). Dans les deux as, l'arbre est appelé l'arbre de polygones assoiéà l'appel de fontion.Nous montrons dans la partie 2.4 que T (F ) est préisément l'informationexate dont nous avons besoin pour onduire nos aluls numériques.Proposition 12. L'arbre T (F ) peut failement être obtenu à partir de l'arbre
RT (L, F ) omme suit : il su�t de dupliquer f fois haque arête étiquetée61



(k, f) (ainsi que les sous-arbres de ette arête), puis de remplaer l'étiquette
(k, f) par l'étiquette k.Démonstration. Cela vient diretement du fait que T (F ) = RT (L, F ) (voirl'introdution de la partie 2.1.6 pour ette égalité).La �gure 2.4 illustre e proédé.2.1.6 Des développements de Puiseux lassiques aux dé-veloppements de Puiseux rationnelsOn peut remarquer (voir [Duv89℄) que les polygones de Newton et lesmultipliités des raines des polyn�mes aratéristiques obtenus au fur età mesure des aluls sont les mêmes ave les deux algorithmes CNPuiseuxet RNPuiseux i-dessus. Cette remarque s'étend failement aux polygonesde Newton génériques et exeptionnels, ainsi qu'à leur polyn�mes araté-ristiques assoiés. Néanmoins, en général, les valeurs prises par les rainesnon nulles des polyn�mes aratéristiques di�èrent. Dans ette partie, nousallons étudier les liens entre les oe�ients des développements de Puiseuxlassiques et rationnels. Cela nous apportera une meilleure ompréhension del'algorithme rationnel, notamment en e qui onerne la roissane des oef-�ients qu'il engendre (voir la partie 2.1.7), ainsi qu'un ritère de rédutionpour les développements de Puiseux rationnels (voir le orollaire 6).Notons (β1, m1, q1), . . . , (βh, mh, qh) la suite de triplets renontrés dansle alul d'un développement de Puiseux lassique en utilisant l'algorithmeCNPuiseux. Plus préisément, βi est une raine qi-ième du i-ième polyn�mearatéristique, et −mi/qi est la pente de l'arête du polygone de Newtongénérique orrespondant. La sortie de l'algorithme est alors :

P (x) = xq1q2···qh = xe

Q(x, y) = xm1q2···qh(β1 + xm2q3···qh(β2 + · · ·+ xmh(βh + y) · · · ))de telle manière qu'un élément du yle orrespondant s'érit :
S(x) = x

m1
q1 (β1 + x

m2
q1q2 (β2 + · · ·+ x

mh
q1q2···qh (βh + · · · ) · · · )) (2.1)D'un autre �té, notons (ξ1, m1, q1), . . . , (ξh, mh, qh) la suite de tripletsrenontrés lors du alul d'un développement de Puiseux rationnel en utili-sant l'algorithme RNPuiseux. Ii aussi, ξi est une raine du i-ième polyn�me62



aratéristique, et −mi/qi est la pente de l'arête du polygone de Newton gé-nérique orrespondant. Nous noterons (ui, vi), 1 ≤ i ≤ h les ouples d'entiersretournés par l'algorithme Bézout.Comme nous utilisons les polygones de Newton génériques et exeptionnelsà la plae des polygones lassiques, ertains des ξi et βi peuvent être nuls. Si
ξi = βi = 0, alors qi = 1 (ar la pente assoiée est alors égale à −1 ou 0), etdon vi = 0 (voir la proédure Bézout). Dans la suite, on dé�nit 00 = 1, detelle manière que si ξi = βi = 0, alors ξvi

i = βvi

i = 1, et qu'ainsi les expressionsonsidérées ont un sens et les égalités sont orretes.Proposition 13. Il existe un développement de Puiseux lassique ommei-dessus et un ensemble d'entiers {eij}1≤j<i≤h tels que :
ξi = βqi

i

i−1∏

j=1

β
vjeij

j .Démonstration. Posons x0 = x et y0 = y et onsidérons les transformationse�etuées par l'algorithme :
xi−1 = ξvi

i x
qi

i

yi−1 = xmi

i (ξui

i + yi)On dé�nit alors (n'importe quel hoix pour la raine e-ième est aeptable) :
µi =

i∏

j=1

ξ
− vj

qjqj+1···qi

j 1 ≤ i ≤ h,de telle manière que l'on puisse érire :
xi = µix

1
q1q2...qi .On peut alors exprimer la série tronquée alulée par l'algorithme de la ma-nière suivante :

Q(x, 0) = xm1
1 (ξu1

1 + xm2
2 (ξ2 + xm3

3 (ξu3
3 + . . . x

mh−1

h−1 (ξ
uh−1

h−1 + xmh

h ξuh

h ) · · · ))).En utilisant la dé�nition des xi, et en identi�ant oe�ient par oe�ientette expression ave (2.1), on voit qu'il existe un développement de Puiseuxlassique tel que :
βi = ξui

i

∏i
j=1 µ

mj

j (2.2)Si l'on pose β0 = ξ0 = 1, on a don :
βiβ

−1
i−1 = ξ

−ui−1

i−1 ξui

i µ
mi

i 1 ≤ i ≤ h63



En introduisant θi = βiβ
−1
i−1ξ

ui−1

i−1 , on a alors :
µqi

i = µi−1ξ
−vi

i

θi = ξui

i µ
mi

iOn a don
ξi = θqi

i µ
−mi

i−1 (2.3)et
µi = θ−vi

i µui

i−1 (2.4)En e�et, en utilisant les deux égalités préédentes et la relation de Bézout
uiqi −mivi = 1, on obtient :

θqi

i µ
−mi

i = ξuiqi

i µqimi

i µ−mi

i−1

= ξuiqi

i ξ−mivi

i

= ξiet de même,
θ−vi

i µui

i−1 = ξ−uivi

i µ−mivi

i µui

i−1

= ξ−uivi

i µiµ
−uiqi

i µui

i−1

= µiLa réurrene (2.4) se traduit failement en :
µi = θ−vi

i θ
−vi−1ui

i−1 θ
−vi−2ui−1ui

i−2 · · · θ−v1u2u3···ui

1Et don, en utilisant (2.3),
ξi = θqi

i

(
θ

vi−1

i−1 θ
vi−2ui−1

i−2 · · · θv1u2u3···ui−1

1

)mi (2.5)Finalement, la proposition est montrée en prouvant par réurrene l'énoné
R(i) suivant :Il existe un ensemble d'entiers {fij}1≤j<i≤h tel que :

θi = βi

i−1∏

j=1

β
vjfij

j (2.6)et il existe un développement de Puiseux lassique omme (2.1) et un en-semble d'entiers {eij}1≤j<i≤h tels que :
ξi = βqi

i

i−1∏

j=1

β
vjeij

j .64



R(1) est trivialement véri�é. Soit i > 1 et supposons R(i − 1) vraie. On aalors :
θi = βiβ

−1
i−1ξ

ui−1

i−1 = βiβ
−1
i−1β

qi−1ui−1

i−1

i−2∏

j=1

β
vjei−1,jui−1

jEn posant fij = ei−1,jui−1 pour 1 ≤ j ≤ i − 2 et fi,j−1 = mi−1, on obtient(2.6). L'expression de ξi se déduit alors de (2.5) et (2.6).Remarque 10. En supposant que les vi sont hoisis dans N, il est faile devoir que les eij et les fij sont alors eux aussi dans N.Remarque 11. En utilisant la formule (2.5) et la dé�nition de θi, on obtientfailement une équation de réurrene donnant les ξi en fontion des βi.Néanmoins, ela ne permet pas d'obtenir de formule simple. D'un autre �té,en remplaçant les uj par leur dé�nition dans (2.2), on obtient une expressiondes βi en fontion des ξi : si pour 1 ≤ i ≤ j ≤ h, sij =
∑i

k=j
mk

qj ...qk
, alors :

βi = ξui

i

i∏

j=1

ξ
−vjsji

j .Pour onlure ette partie, nous donnons l'expression des oe�ients desparamétrisations retournées par l'algorithme RNPuiseux en fontion des ξi.Pour simpli�er les expressions, on introduit la notation suivante pour 0 ≤
i ≤ h− 1 :

ξ(i) = ξ
vi+1

i+1 ξ
vi+2qi+1

i+2 ξ
vi+3qi+1qi+2

i+3 · · · ξvhqi+1...qh−1

h .On pose également ξ(h) = 1. La sortie est alors donnée par :
P (x) = ξ(0)x

q1q2···qh = ξ(0)x
e

Q(x, y) = ξm1

(1)x
m1
q1 (ξu1

1 + ξm2

(2)x
m2

q1q2 (ξu2
2 + · · ·+ ξmh

(h)x
mh

q1q2···qh (ξuh

h + y) · · · )).On en déduit la paramétrisation :
x̃(T ) = ξ(0)T

e

ỹ(T ) = ξu1
1 ξ

m1

(1)T
m1q2···qh+

ξu2
2 ξ

m1

(1) ξ
m2

(2)T
m1q2···qh+m2q3···qh+

· · ·
ξuh

h ξm1

(1) ξ
m2

(2) · · · ξ
mh

(h)T
m1q2···qh+m2q3···qh+···+mh + · · ·

(2.7)
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2.1.7 Croissane des oe�ients des développements dePuiseux rationnelsP.G. Walsh mentionne dans [Wal99℄, sans néanmoins donner de preuve oud'exemple, que ontrairement aux développements de Puiseux lassiques, lesdéveloppements de Puiseux rationnels alulés par RNPuiseux peuvent avoirdes oe�ients ayant une taille binaire exponentielle. En pratique, nous utili-sons l'algorithme RNPuiseux uniquement sur les orps �nis, et les oe�ientsont don une taille essentiellement bornée par le logarithme du ardinal duorps. De e fait, ette roissane potentiellement importante des oe�ientsn'a pas de réel impat sur notre stratégie. Néanmoins, il nous est apparuintéressant d'étudier le fontionnement de l'algorithme rationnel.Nous illustrons ii ette roissane des oe�ients des développements dePuiseux rationnels, ainsi que l'impat que peut avoir le hoix des entiers
u et v dans l'algorithme Bézout ave l'exemple suivant. Ii, la roissanen'est pas exponentielle, mais onduit néanmoins à des oe�ients ayant unetaille pathologiquement élevée. Nous ferons quelques remarques à la �n deette setion sur des pistes qui pourraient être reusées pour éviter une telleroissane.Exemple 18. Soit a et h des entiers positifs et onsidérons la paramétrisa-tion suivante, introduite dans un autre ontexte [HM87℄ :

x̃(T ) = T 2h

, ỹ(T ) =

h∑

k=1

a T 3 2h(1−1/2k) (2.8)On dé�nit alors d = 2h et Fd(x, y) = RésultantT (x− x̃(T ), y− ỹ(T )), de tellesorte que degy(Fd) = d et degx(Fd) = 3(d − 1). Il y a une unique plae au-dessus de 0 pour Fd, et de e fait, un système de développements de Puiseuxrationnels de Fd au-dessus de 0 ontient une unique paramétrisation. Onutilise les mêmes notations que dans la préédente sous-setion. En appliquantl'algorithme RNPuiseux à Fd, on voit que h est le nombre d'appels réursifs,et l'on a mi = 3 et qi = 2 pour 1 ≤ i ≤ h.� Première stratégie. On hoisit les entiers vi positifs et minimaux,de telle sorte que ui = 2 et vi = 1. On a θ1 = a et, pour i > 1,
θi = αiα

−1
i−1ξ

2
i−1 = ξ2

i−1, et la relation (2.5) donne :
ξi = ξ4

i−1(ξ
2
i−1ξ

4
i−3 . . . ξ

2i−2

1 a2i−2

)3.Ainsi, ξi est un entier, puissane de a, et une estimation rapide montreque l'exposant est plus grand que 4i pour i > 3. En substituant ei dans66



ξ(0), on en déduit que ξ(0) est une puissane de a ayant un exposant su-périeur à 4h2h−1 > d3/2 pour h > 3. Finalement, la taille binaire de ξ(0)est supérieure à d3/2 log (a) pour h > 3. De plus, le omportement estlairement pire pour les autres oe�ients de (2.7). Pour F16, l'algo-rithme RNPuiseux (ave les hoix de vi mentionnés i-dessus) retournela paramétrisation :
x̃(T ) = a3072T 16

ỹ(T ) = a4609T 24 + a6913T 36 + a8065T 42 + a8641T 45Si l'on onsidère la paramétrisation (2.8), on voit que le résultat est loind'être optimal !� Seonde stratégie. Un autre hoix raisonnable est ui = vi = −1.Un tel hoix donne des oe�ients de taille bien inférieure, puisque lesexposants dans (2.5) sont onsidérablement plus petits, et ont de plusdes signes alternés. On obtient ainsi pour F16 :
x̃(T ) = a528T 16

ỹ(T ) = a793T 24 + a1189T 36 + a1387T 42 + a1486T 45Le résultat est ii plus satisfaisant que le préédent, mais reste néan-moins fortement éloigné de la solution optimale.� La stratégie de Maple 11. La ommande algurves[puiseux℄ re-tourne un résultat bien pire que les deux préédents :
x̃(T ) = a24672T 16

ỹ(T ) = a37009T 24 + a55513T 36 + a64765T 42 + a69391T 45Comme remarqué dans [Duv89℄, une sortie optimale n'est pas forémentatteignable par l'algorithme RNPuiseux, quel que soit le hoix e�etué pour
u et v, et e même pour des as simples.Exemple 19. Soit F (x, y) = y7−9x5 un polyn�me dans Q[x, y]. L'algorithme
RNPuiseux(F,Q) rend une paramétrisation de la forme (x̃(T ) = 9vT 7, ỹ(T ) =
9uT 5), où le ouple (u, v) ∈ Z2 véri�e la relation de Bézout 7u − 5m = 1.Ainsi, quelque soit le hoix de u et v, l'algorithme ne peut rendre la paramé-trisation (x̃(T ) = 3T 7, ỹ(T ) = 3T 5).Il se peut don que des transformations autres que elles de RNPuiseuxpermettent de mieux ontr�ler la taille des oe�ients. Dans l'exemple 18,on peut ainsi réduire les puissanes de a au fur et à mesure des aluls pardes substitutions de la forme T ← U/as, obtenant ainsi des oe�ients plus67



petits. Mais nous ne savons pas préisément dans quelle mesure e genred'astue est e�ae en général.Si L est un orps de nombres, P.G. Walsh a montré que l'on peut onstruireune paramétrisation ave x̃(T ) = λT e, où λ est un oe�ient de taille binaireen O(d11
y d

3
x), et dont les autres oe�ients sont de taille polynomiale en l'en-trée [Wal99℄. Mais la onstrution de Walsh néessite de onnaître a priori lesdéveloppements de Puiseux lassiques. Elle ne fournit pas d'algorithme per-mettant de onstruire diretement de tels développements rationnels de taillepolynomiale. De plus, nous ne savons pas si ette onstrution est prohe dela taille optimale.Pour résumer, un algorithme qui alule les développements de Puiseuxrationnels ave des oe�ients prouvés de petite taille est à l'heure atuelleinonnu.2.2 Rédution modulaire des développementsde PuiseuxLe but de ette partie est, étant donné un polyn�me F ∈ K[x, y] où

K est un orps de nombres, de trouver un nombre premier p et un idéalpremier P divisant p, tel que, en alulant les développements de Puiseuxrationnels modulo P, on ait su�samment d'information pour aluler T (F ).Nous montrerons dans la partie 2.4 que ette information est su�sante pourguider le alul numérique des développements de Puiseux.Pour e faire, nous ommenerons par rappeler la dé�nition de la ara-téristique d'un développement de Puiseux. Cei nous permettra d'étudier larédution modulaire de es développements, et ainsi dé�nir un ritère debonne rédution (loal et global) du polyn�me F . Nous montrerons ensuitequ'un nombre premier p véri�ant e ritère permet de aluler l'arbre T (F )à l'aide de aluls e�etués dans une extension de Fp. Nous donnerons alorsdi�érents algorithmes pour trouver un tel premier p, ainsi que des bornes surla taille de e premier.2.2.1 Caratéristique d'un développement de PuiseuxNous ommençons par étudier les relations entre les oe�ients d'un dé-veloppement de Puiseux et le disriminant de son polyn�me minimal. Dansette sous-setion, nous nous plaçons dans un orps L de aratéristique quel-68



onque, que nous noterons ar(L) .Nous faisons tout d'abord quelques rappels sur les disriminants de poly-n�mes :Si U est un polyn�me univarié, séparable de oe�ient dominant u, dedegré s, et si l'on note u1, . . . , us ses raines, alors on a :
∆U = ±u2s−2

∏

1≤i,j≤s

i6=j

(ui − uj) (2.9)On peut failement en déduire que si U est un polyn�me univarié quiadmet une fatorisation en un produit de polyn�mes U =
∏r

i=1 Ui, alors :
∆U =

r∏

i=1

∆Ui

∏

1≤i,j≤r

i6=j

Resultant(Ui, Uj). (2.10)Considérons maintenant S(x) =
∑∞

i=n βix
i/e, où n ∈ Z et βn 6= 0, unesérie de Puiseux lassique, d'indie de rami�ation e > 1. On dé�nit alors lasuite �nie (B0, R0), (B1, R1), . . . , (Bg, Rg) de ouples d'entiers omme étant :� B0 = n, R0 = e.� Si Rj−1 > 1, on pose Bj = min {i > Bj−1 | βi 6= 0 et i 6≡ 0 mod Rj−1}et Rj = |pgd(Bj, Rj−1)|.Si Rj−1 = 1, on arête et on dé�nit g = j − 1.On peut noter que g ≥ 1 et Rg = 1. On dé�nit également Qj = Rj−1/Rj ,

Mj = Bj/Rj pour 1 ≤ j ≤ g, et Hj le plus grand entier relatif tel que
Bj +HjRj < Bj+1 pour 0 ≤ j ≤ g − 1.On a alors e = Q1Q2 . . . Qg, et on peut voir que Mj est un entier premierà Qj .Alors, ave es notations, quitte à réindexer ses oe�ients, S peut êtreérit de la manière suivante :

S(x) =
∑H0

j=n β0,jx
j

+ γ1x
M1
Q1 +

∑H1

j=1 β1,jx
M1+j

Q1

+ γ2x
M2

Q1Q2 +
∑H2

j=1 β2,jx
M2+j

Q1Q2

+ · · · + · · ·
+ γgx

Mg

Q1Q2···Qg +
∑∞

j=1 βg,jx
Mg+j

Q1Q2···Qg

(2.11)
Ii, les mon�mes de S sont ordonnés par degré (rationnel) roissant.69



Dé�nition 21 (voir [Zar81℄ ou [BK86℄). La aratéristique de S est leuplet d'entiers (e;B1, . . . , Bg). Les oe�ients aratéristiques sont leséléments de la suite (γ1, . . . , γg) et les mon�mes aratéristiques sont lesmon�mes de S orrespondants.Exemple 20. Soit
S(x) = 1 + 3x1/2 + 2x+ x7/6 + 5x3/2 + 7x5/3 + 2x7/4

= 1 + x6/12 + 2x12/12 + x14/12 + 5x18/12 + 7x20/12 + 2x21/12une série de Puiseux d'indie de rami�ation e = 12. On obtient alors :
B0 = 0 R0 = 12
B1 = 6 R1 = 6 Q1 = 2 M1 = 1 H0 = 0
B2 = 14 R2 = 2 Q2 = 3 M2 = 7 H1 = 1
B3 = 21 R3 = 1 Q3 = 2 M3 = 21 H2 = 3et don g = 3. On véri�e bien que Q1Q2Q3 = 2 ·3 ·2 = 12 = e. On peut alorsérire S de la manière suivante :
S(x) = 1

+ 3x1/2 + 2x
+ x7/6 + 0 · x8/6 + 5x9/6 + 7x10/6

+ 2x21/12La aratéristique de S est alors (12; 6, 14, 21). Les oe�ients aratéris-tiques sont (3, 1, 2), et les mon�mes aratéristiques sont 3x1/2, x7/6, 2x21/12.Autrement dit, les mon�mes aratéristiques sont les mon�mes qui font� apparaître � la rami�ation de la série, en onsidérant es mon�mes pardegrés rationnels roissants.Notons vx la valuation x-adique et t(S) le oe�ient de plus bas degréde la série S, de telle sorte que S(x) = t(S)xvx(S)+ termes de valuationsupérieure. On a alors la proposition suivante :Proposition 14. Soit G(x, y) le polyn�me minimal unitaire sur L((x)) d'undéveloppement de Puiseux rami�é S ∈ L((x1/e)). On suppose que ar(L) nedivise pas e. Alors, si ∆G(x) est le disriminant de G en la deuxième variable
y, on a : t(∆G) = ±

(
g∏

i=1

QRi

i

g∏

i=1

γ
Ri−1−Ri

i

)e (2.12)
vx(∆G) =

g∑

i=1

Bi(Ri−1 − Ri) (2.13)70



Démonstration. A�n de simpli�er les notations, nous noterons, tout au longde ette preuve, v = vx(∆G) et θ = t(∆G). Les onjugués de S au-dessus de
L((x)) sont {S [i]}0≤i≤e−1, de telle sorte que l'on a :

∆G =
∏

0≤i,j≤e−1

i6=j

(S [i] − S [j]).À l'aide de ette relation, on peut remarquer que v dépend uniquement de laontribution des termes xMi/(Q1...Qi) = xBi/e. Ainsi, symboliquement parlant('est-à-dire si l'on onsidère les γi omme des variables), v est déterminépar l'exposant de γi dans θ. Don si (2.12) est vraie, alors (2.13) l'est aussi,puisque :
v =

g∑

i=1

e (Ri−1 − Ri)
Bi

e
=

g∑

i=1

Bi(Ri−1 − Ri).Pour prouver (2.12), nous proédons par réurrene sur g. Pour tout entierpositif r, notons δr le disriminant de xr − 1, soit δr = ±rr.Si g = 1, le développement de ∆G en puissanes frationnaires roissantesde x est :
∆G =

∏

0≤i,j≤e−1

i6=j

(
γg(ζ

Mgi
e − ζMgj

e )xMg/Qg + · · ·
)

= γe(e−1)
g




∏

0≤i,j≤e−1

i6=j

(ζMgi
e − ζMgj

e )


 xe(e−1)Mg/Qg + · · ·Comme Mg est premier à Qg et Qg = e, ζMg

e est une raine primitive e-ièmede l'unité. On obtient don θ = δeγ
e(e−1)
g = ±QQg

g γ
e(Rg−1−Rg)
g , e qui montrele as g = 1.Supposons maintenant que g > 1. Pour simpli�er les notations, on pose

Q = Q1 et R = R1 = Q2 · · ·Qg. On dé�nit également H ∈ L((x1/Q))[y]omme suit :
H =

R−1∏

i=0

(y − S [i Q]).Puisque [Q] = [Q, e] engendre le groupe de Galois de L((x1/e)) sur L((x1/Q)),
H est le polyn�me minimal de S au-dessus de L((x1/Q)). De plus, la fatori-71



sation de G sur L((x1/Q)) est donnée par :
G =

Q−1∏

i=0

H [i].En utilisant la relation (2.10), on obtient ∆G = Π1Π2 ave :
Π1 =

Q−1∏

i=0

∆H[i] Π2 =
∏

0≤i,j≤Q−1

i6=j

Resultant(H [i], H [j]).On a don besoin de onnaître la ontribution à θ de Π1 et Π2. Nous om-mençons par Π1. Soit U(x, y) = H(xQ, y) le polyn�me minimal de S(xQ) au-dessus de L((x)). Comme U a pour éléments aratéristiques (R;B2, · · · , Bg),notre hypothèse de réurrene nous permet de dire que :
∆U =

(
±

g∏

i=2

QRi

i

g∏

i=2

γ
Ri−1−Ri

i

)R

xu + · · ·pour un ertain entier positif u. On a don :
∆H[j] = ζuRj

e

(
±

g∏

i=2

QRi

i

g∏

i=2

γ
Ri−1−Ri

i

)R

x
u
Q + · · ·Comme QR = e et ζuR j

e = ζu j
Q , la ontribution de Π1 à θ est :

±
(

g∏

i=2

QRi

i

g∏

i=2

γ
Ri−1−Ri

i

)e (2.14)Estimons maintenant la ontribution de Resultant(H [i], H [j]). Chaque di�é-rene de raines dans le produit qui dé�nit le résultant est de la forme :
γ1(ζ

M1i
Q − ζM1j

Q )(xM1/Q1 + · · · )et on a R2 di�érenes de e type. Comme il y a Q(Q − 1) résultants dansle produit, et que ζM1
Q est une raine primitive Q-ième de l'unité, on peutonlure que la ontribution de Π2 à θ est :

γ
R2Q(Q−1)
1

∏

0≤i,j≤Q−1

i6=j

(
ζM1i
Q − ζM1j

Q

)R2

= γ
R2Q(Q−1)
1 δR2

Q = ±QeR1
1 γ

e (R0−R1)
1En multipliant ette équation ave (2.14), on obtient �nalement (2.12).72



La valeur de vx(∆G) est un résultat bien onnu (voir par exemple [Zar81℄).Néanmoins, nous n'avons pas trouvé d'expression pour t(∆G) dans la litté-rature.Exemple 21. Considérons à nouveau la série S(x) dé�nie dans l'exemple20. Si G est le polyn�me minimal de la série S, alors le mon�me de plus basdegré de ∆G est −696 x113. On véri�e bien sur ette exemple que :
3∑

i=1

Bi(Ri−1 − Ri) = 6(12− 6) + 14(6− 2) + 21(2− 1) = 113et
−
(

3∏

i=1

QRi

i

3∏

i=1

γ
Ri−1−Ri

i

)12

= −
(
(26 32 21) (3(12−6)1(6−2)2(2−1))

)12
= −6962.2.2 Critère de bonne rédutionDans ette partie, nous allons dé�nir un ritère de bonne rédution de Fen un idéal premier p. On onsidère don un polyn�me F =

∑dy

k=0 ak(x)y
k ∈

K[x, y], où K est orps de nombres algébriques. On utilise les notationset hypothèses habituelles onernant les degrés de F , et on note RF (x) =
Resultanty(F, Fy).Soit o l'anneau des entiers algébriques de K. Si p est un idéal premier de
o, on note vp la valuation orrespondante de K. Cette valuation dé�nit unanneau de valuation de K dont p est la plae :

op = {α ∈ K | vp(α) ≥ 0}.Notons maintenant L l'extension �nie de K engendrée par les oe�ientsdes développements de Puiseux de F . La proposition 13 nous permet alorsd'a�rmer que L ontient le orps des oe�ients des développements dePuiseux rationnels alulés par RNPuiseux.Si O est l'anneau des entiers de L, un idéal premier P de O dé�nit unevaluation vP, et don un anneau de valuation :
OP = {α ∈ L | vP(α) ≥ 0}.Dans la suite, P notera toujours un idéal premier de O divisant p. Si α ∈ OP,nous noterons α la rédution moduloP de α, et nous étendrons ette notationaux polyn�mes et séries à puissanes frationnaires ayant des oe�ients dans

OP. Si α ∈ op, omme P divise p, la rédution modulo P et p oïnident etnous utiliserons don là aussi la notation α.73



Dé�nition 22. Soit p un nombre premier et p un idéal premier de o divisant
p. Si les onditions suivantes sont satisfaites :� F ∈ op[x, y],� p > dy,� vp(t(RF )) = 0,alors on dit que F a une bonne p-rédution loale en x = 0.On peut bien entendu généraliser ette dé�nition en un point x = x0quelonque : il su�t de onsidérer le polyn�me RF (x + x0) à la plae de
RF . Dans la suite, lorsque nous parlerons de bonne p-rédution loale, saufpréision ontraire, nous supposerons que nous sommes en x = 0.Remarque 12. Si F a une bonne p-rédution loale, omme P divise p, ona alors vP(t(RF )) = 0, et F a don une bonne P-rédution loale. Nousutiliserons librement ette remarque par la suite.De plus, puisque ady

et ∆F sont tous les deux à oe�ients dans op,la dernière ondition est équivalente aux deux égalités vp(t(ady
)) = 0 et

vp(t(∆F )) = 0. On peut noter que vp(t(ady
)) = 0 implique degy(F ) = dy.Nous donnons maintenant un résultat fondamental pour notre stratégie derédution. Celui-i est la onséquene de deux résultats d'analyse p-adique.Soit Cp le orps des nombres p-adiques, qui est le ompleté de la l�turealgébrique de Qp, lui même omplété de Q pour la valeur absolue p-adique(voir par exemple [Rob00℄ pour plus de préisions sur les orps p-adiques).Nous onsidèrerons le orps L omme un sous-orps de Cp, par le biais de saomplétion P-adique. Nous notons |.|p la valeur absolue de Cp, de telle sorteque :

OP = {α ∈ L | |α|p ≤ 1}.En�n, pour tout ρ ∈ R+∗, on dé�nit D(0, ρ−) = {x0 ∈ Cp | |x0|p < ρ} et
Ḋ(0, ρ−) = {x0 ∈ Cp | x0 6= 0 et |x0|p < ρ}.Théorème 9. Les séries de Puiseux de F au-dessus de zéro onvergent p-adiquement dans le disque pointé Ḋ(0, ρ−), où ρ est la plus petite valeurabsolue p-adique des raines non nulles de RF .Démonstration. Cela vient du théorème 2.1 de [DR79℄.Proposition 15. Soit S =

∑∞
i=0 βix

i/e ∈ Cp[[x]] une série onvergente etbornée p-adiquement sur D(0, 1−). Alors on a :
sup

x∈D(0,1−)

|S(x)|p = sup
i≥0
|βi|p.74



Démonstration. Voir par exemple [Rob00, setion 4.6℄.Théorème 10. Si F a une bonne p-rédution loale, alors les oe�ientsdes développements de Puiseux de F au-dessus de 0 sont dans OP.Nous ommençons par montrer le lemme suivant :Lemme 6. Soit P (x) = xm(c0 + · · · + crx
r) ∈ OP[x] un polyn�me tel que

|c0|p = 1. Alors P n'a pas de raine non nulle dans D(0, 1−).Démonstration. Supposons que x0 ∈ Cp\{0} véri�e |x0|p < 1 et P (x0) = 0.Alors omme P ∈ OP[x], on a |cixi
0|p < 1 pour 1 ≤ i ≤ r. Or, on a |a+ b|p =

max{|a|p, |b|p} si |a|p 6= |b|p . Cela implique |c0 + · · ·+ crx
r
0| = 1, e qui est enontradition ave l'égalité c0 + · · ·+ crx

r
0 = 0.Démonstration. (du théorème 10)Soit S(x) =

∑∞
i=n βix

i/e, n ∈ Z l'une des séries solutions de F . Comme lesoe�ients de RF appartiennent à OP et que |t(RF )|p = 1, alors, d'après lelemme 6, RF n'a pas de raine non nulle dans D(0, 1−). Par onséquent, lethéorème 9 nous assure que S(x) onverge dans Ḋ(0, 1−).Ensuite, notons v = vx(ady
). Le polyn�me F0(x, y) = x(dy−1)vF (x, y/xv) ∈

op[x, y] a pour oe�ient dominant a(x) = ady
(x)/xv, qui véri�e |a(0)|p = 1,et don, en e�etuant un raisonnement similaire à elui de la preuve du lemme6 : pour tout x0 ∈ D(0, 1−), |a(x0)|p = 1.De plus, S0(x) = xdyS(x) est une série solution de F0 qui onverge sur

D(0, 1−). De e fait, pour tout x0 ∈ D(0, 1−), omme |a(x0)|p = 1, si
|S0(x0)|p > 1, alors S0(x0) ne peut véri�er l'équation F0(x0, S0(x0)) = 0.
S0(x) est don bornée par 1 sur D(0, 1−), et la proposition 15 implique
|βi|p ≤ 1, et don βi ∈ OP.Il est important de noter que le théorème 10 est vrai pour n'importe quel
P divisant p.Exemple 22. Soit F (x, y) = y2− x3(p+ x) ave p > 2. Les développementsde Puiseux au-dessus de 0 sont :
S1j(x) = (−1)j√px3/2

(
1 +

x

p

)1/2

= (−1)j√px3/2

(
1 +

x

2 p
− x2

8 p2
+ · · ·

)
.On voit bien que es séries ne sont pas rédutibles modulo p. Néanmoins,notre ritère sur le oe�ient de plus bas degré du résultant détete ela. Ene�et, ii on a RF = 4px3 + 4x4, et on voit bien que p divise le oe�ient75



en x3 de RF . Néanmoins, il existe un système de développements de Puiseuxrationnels qui est rédutible modulo p : {x̃ = p T 2, ỹ = p2T 3 + 1
2
p2T 5 + · · · }.Mais la rédution modulo p de ette paramétrisation {x̃ = 0, ỹ = 0} esttriviale et don non utilisable. De plus, {x̃ = T 2/p, ỹ = T 3/p+ 1

2
T 5/p3 + · · · }est un autre système de développements de Puiseux rationnels qui n'est pasrédutible.Exemple 23. Soit F (x, y) = x (p + x) y2 + y + x. Les développements dePuiseux de F au-dessus de 0 sont donnés par :

S1(x) = −x− px3 − x4 + · · · et S2(x) = − 1

p x
+

1

p2
+
p3 − 1

p3
x+ · · ·La série S2 n'est évidemment pas rédutible modulo p. De plus, le disriminantde F en y est ∆F = −4 x3 − 4p x2 + 1, don le oe�ient de plus bas degréne s'annule pas modulo p. Néanmoins, le oe�ient de plus bas degré duoe�ient de tête de F , égal à p, s'annule modulo p. Notre ritère détetedon bien aussi ette non-rédutibilité des séries. Cet exemple justi�e le faitqu'on ait besoin du résultant de F et Fy, et pas seulement du disriminantde F , pour notre ritère de bonne rédution.Corollaire 4. Si F a une bonne p-rédution loale, alors tout fateur unitaire

G de F (x, y) dans K((x))[y] satisfait vP(t(∆G)) = 0.Démonstration. Notons F = GH . La relation (2.10) montre que :t(∆F ) = ±t(∆G)t(∆H)t(Resultant(G,H))2.Le théorème 10 nous permet de dire que les oe�ients de G et H sontdans OP, et don t(∆G), t(∆H) et t(Resultant(G,H)) aussi. Le résultatest alors une onséquene triviale de vp(t(∆F )) = vP(t(∆F )) = 0 (voir laremarque 12).Corollaire 5. Si F a une bonne p-rédution loale, alors les oe�ients a-ratéristiques de tous les développements de Puiseux rami�és de F au-dessusde 0 ont une valuation P-adique nulle. En d'autres termes, la rédution mo-dulo P préserve les éléments aratéristiques des yles rami�és de F au-dessus de 0.Démonstration. En appliquant le orollaire 4 à haque fateur irrédutiblede F (x, y) dans K((x))[y], et en utilisant la proposition 14, on obtient lerésultat. 76



Il est néanmoins important de noter que l'annulation modulo P des o-e�ients des développements de Puiseux n'est pas totalement ontr�lée parnotre ritère de bonne rédution. En e�et, si F est irrédutible dans K[[x]][y],tous les oe�ients qui ne sont pas aratéristiques peuvent s'annuler modulo
P (il su�t de onsidérer le polyn�me minimal F sur Q(x) de S(x) = px+x3/2,pour lequel on a RF = 4x3). Si F n'est pas irrédutible, notre ritère détetenéanmoins l'annulation des oe�ients non aratéristiques qui � séparent �les yles.Exemple 24. Soit F (x, y) = (y2 − 2x+ (p− 1)x2 + x3) (y2 − 2x− x2). Ii,la partie singulière des deux yles est donnée par :

(x̃1(T ) = 2T 2, ỹ1 = 2T + T 3) et (x̃2(T ) = 2T 2, ỹ2 = 2T + (1− p)T 3)Ii, on voit que e sont les deux oe�ients en T 3 qui séparent les deuxyles. La di�érene est ii égale à ±p. Ainsi, si l'on réduit es yles modulo
p, la di�érene est annulée, et don non préservée. Mais ette annulation estdétetée par notre ritère sur le résultant, puisque t(RF ) = 64p4.Cette propriété sera formalisée dans le théorème 12.Théorème 11. Notons {Si}1≤i≤s un ensemble de représentants pour lesyles de F au-dessus de 0. Si F a une bonne p-rédution, alors {Si}1≤i≤sest un ensemble de représentants pour les yles de F au-dessus de 0.Démonstration. Les Si satisfont F (x, Si) = 0 et, puisque p > dy et degy(F ) =

dy (voir la remarque 12),RF = RF 6= 0. Les Si sont don des raines distintesde F . Le orollaire 5 nous assure que l'indie de rami�ation de Si est égal àl'indie de rami�ation de Si, que nous notons ei. Comme ∑s
i=1 ei = dy, ona obtenu un ensemble omplet de représentants pour les yles de F .Nous montrons maintenant que l'algorithme RNPuiseux retourne des paramé-trisations qui sont utiles quand elles sont réduites modulo P (voir l'exemple22)Corollaire 6. Soit R(T ) = (λT e,

∑r
i=0 µiT

ai) (ave µi 6= 0) une paramétri-sation retournée par RNPuiseux. Si F a une bonne p-rédution loale, alorsles µi appartiennent à OP et vP(λ) = 0.Démonstration. Nous utilisons ii les notations de la partie 2.1.6. Si βj estun oe�ient aratéristique, alors le orollaire 5 nous permet de dire que
vP(βj) = 0. Sinon, βj est la raine d'un polyn�me aratéristique d'une arête77



du polygone de Newton ayant une pente entière. On a don qj = 1, vj = 0et uj = 1 (voir la proédure Bézout). La proposition 13 implique alors que
vP(ξi) = qivP(βi) pour tout 1 ≤ i ≤ h. De même, on a vP(ξ(i)) = 0 pour
0 ≤ i ≤ h. En partiulier, λ = ξ(0) véri�e vP(λ) = 0. En�n, (2.7) montre que
vP(µi) = uiqivP(βi). Si βi est un oe�ient aratéristique, ette dernièrevaluation est alors nulle. Sinon, elle est égale à vP(βi) ≥ 0 puisque dans eas qi = ui = 1.En�n, il est possible d'appliquer notre ritère de bonne rédution loale àhaque plae de K[x]. Cela nous mène à dé�nir un ritère de bonne rédutionglobale :Dé�nition 23. Soit p un nombre premier et p un idéal premier de o divisant
p. Si les onditions suivantes sont satisfaites :� F ∈ op[x, y],� p > dy,� [RF ] = [RF ] (la fatorisation sans arré du résultant est préservée),alors on dit que F a une bonne p-rédution (globale).Remarque 13. Un tel ritère est déjà utilisé par M. Rybowiz dans son im-plantation de l'algorithme de B. M. Trager pour l'intégration des fontionsalgébriques [Tra84℄, disponible depuis Maple V.5. Cette ondition était dé-duite de preuves dans [Ei66, setion III.6℄. Ce ritère a également été portéà l'intention de la ommunauté du alul formel par Trager (doument nonpublié), omme une onséquene d'un théorème plus sophistiqué de Fulton[Ful69℄.Proposition 16. Si F a une bonne p-rédution globale, alors pour tout pointritique x0 ∈ K de F , et pour toute plae P de K(x0) divisant p, F (x+x0, y)a une bonne P-rédution loale en x = 0.Démonstration. Soit x0 ∈ C un point ritique de F . Notons tout d'abord quepuisque la forme de la fatorisation sans arré du résultant est onservée parrédution modulo p, on a degx(RF ) = degx(RF ), 'est-à-dire que si l'on notel(RF ) le oe�ient prinipal de RF , alors on a vp(l(RF )) = 0. De e fait,
x0 est entier sur op et vP(x0) ≥ 0. On a don F (x+ x0, y) ∈ OP[x, y].Notons ensuite RF = c

∏
iR

ki

i la fatorisation sans arré et unitaire de RF .Puisque vp(l(RF )) = 0, on a Ri ∈ op[x]. Posons alors S =
∏

iRi la partiesans arré de RF . Alors l'égalité [RF ] = [RF ] est équivalente à vp(∆S) = 0.Ainsi, vP(∆S) = 0, et don vP(∆S(x+x0)) = 0, puisque le disriminant d'unpolyn�me univarié n'est pas modi�é par un hangement de variable. Ces deux78



dernières égalités étant équivalentes à [RF (x+x0,y)] = [RF (x+x0,y) mod P], on aen partiulier vP(t(RF (x+x0,y))) = 0.De plus, le ritère de bonne rédution globale assure également la bonnerédution des développements au-dessus de l'in�ni, omme l'indique la pro-position suivante :Proposition 17. Si F a bonne p-rédution globale, alors xdxF (1/x, y) abonne p-rédution loale en x = 0.Démonstration. Si F a une bonne p-rédution globale, alors omme remar-qué au début de la démonstration préédente, on a vp(l(RF )) = 0. Or,t(RxdxF (1/x,y)) = l(RF ).2.2.3 Rédution de l'arbre des polygonesSi F ∈ op[x, y] et p > dy, les algorithmes de la setion 2.1 peuvent êtreappliqués à la rédution F de F modulo p, de telle sorte que les notations
T (F ) et RT (Fpt, F ) ont un sens. Les développements alors alulés ont desoe�ients qui appartiennent à une extension �nie de Fp.Le résultat suivant est ruial. Il nous permettra de aluler l'informationexate requise à l'aide de aluls modulaires :Théorème 12. Si F a une bonne p-rédution loale, alors T (F ) = T (F ).Remarque 14. Une telle orrespondane entre T (F ) et T (F ) ne peut pasêtre établie aussi simplement si les polygones de Newton lassiques sont uti-lisés à la plae des polygones génériques : les oe�ients non aratéristiquesdes développements de Puiseux peuvent s'annuler après rédution modulaire,engendrant ainsi des modi�ations sur les polygones de Newton lassiques.Pour prouver le théorème 12, nous ommençons par donner plusieurslemmes :Lemme 7. Soit F un polyn�me véri�ant :

(i) F ∈ OP[x, y],
(ii) degy F = dy > 0, F (0, 0) = 0, F (0, y) 6= 0,

(iii) les raines de F sont dans ∪e>0OP((x1/e)),
(iv) F n'a pas de raines multiples,
(v) vP(t(RF )) = 0. 79



Notons (q,m, l) les entiers assoiés à une arête ∆ de GN (F ) et ξ une rainede φ∆. Alors F0(x, y) = F (xq, xm(ξ + y))/xl véri�e aussi les onditions (i) à
(v).Démonstration. Les onditions F0(0, 0) = 0 et F0(0, y) 6= 0 viennent des pro-priétés de CNPuiseux. Si l'on note {Yi(x)}1≤i≤dy

les raines de F , alors lesraines de F0 sont {Yi(x)/x
m − ξ}1≤i≤dy

. Il est lair que es raines sont dis-tintes. Comme ξ ∈ OP, les oe�ients de F0 et ses raines le sont aussi.Si l'on note a(x) le oe�ient dominant de F , le terme a(x)ydy devient
a(xq)xmd−l(y + ξ)dy , dont le oe�ient en ydy est a(xq)xmd−l, qui a le mêmeoe�ient de plus bas degré que a(x). Ainsi, puisque le résultant est, à unepuissane de a(x) près, un produit de di�érenes de raines, le oe�ient deplus bas degré du nouveau résultant est lui aussi inhangé.Lemme 8. Supposons que F soit un polyn�me qui véri�e les onditions dulemme 7. Alors :(i) GN (F ) = GN (F ).(ii) Si ∆ est une arête de GN (F ), alors le polyn�me aratéristique φ∆(respetivement φ∆) de ∆ dans F (respetivement F ) satisfait [φ∆] =

[φ∆] (égalité des multipliités des raines).Démonstration. Soient {Si}1≤i≤w les yles de F qui s'annulent en 0, et
{Fi}1≤i≤w leurs polyn�mes minimaux sur K((x)). L'hypothèse sur les rainesde F implique que Fi ∈ OP[[x]][y]. Soit V =

∏w
i=1 Fi. V est un polyn�meunitaire à oe�ients dans OP. On peut alors dé�nir U ∈ OP[[x]][y] tel que

F = UV . La proposition 10 page 56 nous donne alors I(F ) = I(V ), e quiimplique que U(0, 0) 6= 0. Néessairement, on a GN (F ) = GN (V ). Nousallons ommener par montrer que GN (F ) = GN (V ), e qui est équivalentà vP(U(0, 0)) = 0. La relation (2.10) page 69 montre :t(∆F ) = ±t(∆V ) t(∆U) t(Resultant(U, V ))2.

V étant unitaire, le dernier résultant est ±∏i U(x, vi), où vi parourt l'en-semble des raines de V . Comme vi(0) = 0, il s'ensuit que t(∆F ) estle produit d'un puissane de U(0, 0) et d'un élément de OP. L'hypothèse
vP(t(RF )) implique vP(t(∆F )) (remarque 12 page 74), et on obtient ainsi
vP(U(0, 0)) = 0. Finalement, on a don GN (F ) = GN (V ).Maintenant, pour prouver (i), d'après le lemme 5 page 53, il nous resteà montrer que GN (Fi) = GN (Fi). Si I(Fi) = 1, alors I(Fi) = 1 puisque
Fi est unitaire. De e fait, GN (Fi) et GN (Fi) sont réduits à l'unique arête
[(0, 1), (1, 0)]. Supposons maintenant que I(Fi) > 1. On voit failement que80



les hypothèses impliquent vP(t(∆Fi
)) = 0. La proposition 14 page 70 montrealors que Si et Si ont la même aratéristique. En partiulier, Fi est irrédu-tible dans Fp[[x]][y], et GN (Fi) a une unique arête, dont le polyn�me ara-téristique a une seule raine. Si l'unique arête de GN (Fi) a une pente −1,alors il en est de même pour l'unique arête de GN (Fi), puisque l'annulationéventuelle modulo P de t(Fi(x, 0)) dé�nira la même arête (éventuellement�tive). Si l'unique arête a une pente stritement plus grande que −1, alorst(Fi(x, 0)) est une puissane positive d'un oe�ient aratéristique, et nes'annule don pas modulo P. Dans les deux as, on a GN (Fi) = GN (Fi).En e qui onerne (ii), notons ∆ l'arête ommune à GN (F ) et GN (F ).Si ∆ orrespond uniquement aux polyn�mes irrédutibles Fi et Fi, φ∆ et φ∆ont une unique raine ayant la même multipliité, puisqu'ils ont le mêmedegré, e qui nous permet de onlure. Supposons don que ∆ orrespondeà au moins deux polyn�mes irrédutibles F1 et F2, assoiés aux raines ξ1 et

ξ2 de φ∆. Pour montrer (ii), il nous su�t de montrer que ξ1 6= ξ2 ⇒ ξ1 6= ξ2.Notons m et q les entiers premiers entre eux tels que la pente de ∆ soit égaleà −m/q. On dé�nit alors βi = ξ
1/q
i (n'importe quel hoix de raine q-ièmeonvient). Le yle assoié à Fi peut être représenté par la série βix

m/q + . . . .Ainsi, à l'aide de la relation (2.9) page 69, on voit qu'il existe δ ∈ OP telque t(∆F ) = (β1− β2)δ. De e fait, vP(β1− β2) = 0, 'est-à-dire β1 6= β2, etdon ξ1 6= ξ2.Lemme 9. Si F a une bonne p-rédution loale, alors :(i) EN (F ) = EN (F ).(ii) Notons ∆ une arête de EN (F ). Le polyn�me aratéristique φ∆ (res-petivement φ∆) de ∆ dans F (respetivement F ) satisfait [φ∆] = [φ∆].Démonstration. Notons EN (F ) = ∆0, . . . ,∆s−1 la suite d'arêtes du polygonede Newton exeptionnel. Si ∆k = [(ik, jk), (ik+1, jk+1)], alors par dé�nitionde EN (F ) on a (i0, j0) = (0, 0) et (is, js) = (dy, v), où v = vx(ady
) est lavaluation x-adique du oe�ient dominant de F .Notons maintenant F (x, y) =

∑
i,j aijx

jyi. L'a�rmation (i), par dé�nitiondu polygone de Newton exeptionnel, est équivalente à :
vp(aikjk

) = 0 pour tout 1 ≤ k ≤ sUne première onséquene de la bonne p-rédution de F est : vp(t(ady
)) = 0(voir la remarque 12 page 74), 'est-à-dire vp(aisjs

) = 0. Soit maintenant unentier k véri�ant 1 ≤ k ≤ s − 1, et supposons que vp(aik+1jk+1
) = 0. Nousallons montrer que ela implique vp(aikjk

) = 0, e qui prouvera alors (i) par81



réurrene sur k. Notons don −mk

qk
la pente de l'arête ∆k, de telle sorteque si ξk désigne une raine du polyn�me aratéristique φ∆k

, alors il existeune série de Puiseux de F dont le mon�me de tête est égal à ξ1/qk

k xmk/qk .Nous noterons Sk,ξk
une telle série. De plus, omme k ≥ 1, on a mk

qk
< m0

k0
,de sorte que si S0 désigne une série de Puiseux assoiée à l'arête ∆0, on a :t(Sk,ξk

− S0) = ξ
1/qk

k . Or, on peut déduire de vp(RF ) = 0 et de la relation(2.9) page 69 que vp(t(Sk,ξk
− S0)) = 0, et don vp(ξk) = 0. Comme aikjkest au signe près le produit de aik+1jk+1

et des raines de φ∆k
, nous pouvonsonlure que vp(aikjk

) = 0, e qui ahève la démonstration de (i).En e qui onerne (ii), il su�t d'utiliser les mêmes arguments que dansla preuve de l'assertion (ii) du lemme 8.Remarque 15. L'a�rmation (i) du lemme 9 n'est pas vraie si le polygonede Newton exeptionnel est remplaé par le polygone générique. Par exemple,si l'on onsidère le polyn�me F (x, y) = (y+p+x)(y+1+x), notre ritère debonne rédution ne détete pas l'annulation de F (0, 0) modulo p. Néanmoins,elui-i détete les hangements de multipliités de raines. Cette remarquejusti�e l'introdution de EN (F ).Démonstration. (du théorème 12)Le lemme 9 nous permet de dire que la raine, les sommets de profondeur 1,ainsi que les arêtes allant jusqu'aux sommets de profondeur 2 de T (F ) sontétiquetés orretement.Soit ∆ une arête de EN (F ), mi + qj = l la droite qui porte ∆, ξ uneraine de φ∆ et H(x, y) = F (xq, xm(y + ξ))/xl. Les hypothèses du lemme7 sont alors véri�ées par H , puisque ξ ∈ OP et t(RH) = t(RF ). Notons
T0(H) le sous-arbre de T (F ) orrespondant à l'appel réursif CNPuiseux(H).Nous allons maintenant montrer que, pour tout polyn�me H satisfaisantles hypothèses du lemme 7, T0(H) = T0(H). Pour ela, nous allons proéderpar réurrene sur le nombre c d'appels à la fontion CNPuiseux néessairespour aluler T0(H).Si c = 1, alors I(H) = 1, et T0(H) est réduit à l'unique sommet étiquetéave GN (H), qui onsiste en l'unique arête [(0, 1), (1, 0)]. Le lemme 8 nousdonne ainsi T0(H) = T0(H).Supposons dorénavant que c > 1. Le lemme 8 nous permet de dire quela raine de l'arbre T0(F ), les sommets de profondeur 1, ainsi que toutes lesarêtes allant de la raine aux sommets de profondeur 2 de T0(H) et T0(H)oïnident et sont étiquetés de la même manière. Si H0 est le polyn�meobtenu à partir de H dans CNPuiseux, alors le nombre d'appels de fontion82



néessaire pour aluler T0(H0) est stritement inférieur à c. De plus, le lemme7 nous assure que les hypothèses de réurrene peuvent être appliquées à
H0. Ainsi, T0(H0) = T0(H0), et par onstrution des arbres de polygones,
T0(H) = T0(H).2.2.4 Choix d'un bon nombre premier pCette partie est dédiée au hoix d'un idéal premier p tel que F ait unebonne p-rédution.Nous supposons ii que F ∈ K[x, y], oùK = Q(γ) est un orps de nombres,et que dy > 1. Nous noterons Mγ le polyn�me minimal de γ sur Q, et nousreprésenterons les éléments de K omme des polyn�mes en γ de degrés stri-tement inférieurs à w = [K : Q], et ave des oe�ients dans Q. Quitte àe�etuer un hangement de variable dans Mγ et les oe�ients de F , noussupposons que γ ∈ o, 'est-à-direMγ ∈ Z[z]. Nous rappelons que nous notons
RF le résultant de F et Fy en y.Dé�nition 24. Soit P un polyn�me multivarié de K[x]. Il existe un uniqueouple (H, c) ∈ Z[z, x] × N ave degz(H) < w et P (x) = H(γ, x)/c, où
c est minimal. Le polyn�me H est appelé le numérateur de P et noténum(P ). L'entier c est le dénominateur de H, noté denom(P ). On dé-�nit ensuite ‖P‖∞ = ‖H‖∞/c et la taille de P omme étant ht(P ) =
max{log c, log ‖H‖∞}.Si l'on pose Fn = num(F ) et b = denom(F ), on a F (x, y) = Fn(γ, x, y)/b,de sorte que RF (x) = RFn(γ,x,y)/b

2dy−1 ave RFn(γ,x,y) ∈ Z[γ, x].Bonne rédution loaleOn souhaite trouver un nombre premier p et un idéal premier p de odivisant p tels que F ait une bonne p-rédution loale, 'est-à-dire tels que :
(C1) p > dy.
(C2) p ne divise pas b.
(C3) On peut déterminer une représentation expliite d'un idéal premier pde o divisant p, tel que l'isomorphisme o → o/p ∼= Fpt puisse êtree�etivement alulé.
(C4) t(RF ) 6≡ 0 modulo p, ondition équivalente à t(RFn(γ,x,y)) 6≡ 0 modulo

p si (C2) est satisfaite. 83



Les onditions (C1) et (C2) sont failement véri�ées. On peut traiter laondition (C3) de manière standard : notons M un fateur irrédutible quel-onque deMγ dans Fp[z], etM un relèvement deM dans Z[z]. Alors il est bienonnu que si p est un nombre premier ne divisant pas l'indie eγ = [o : Z[γ]],alors l'idéal p = (p,M(γ)) de o est premier [Coh93℄. Ainsi, les éléments de opeuvent être réduits à l'aide du morphisme
o→ o/p ∼= Fp[z]/(M) ∼= Fptoù t = degM . Néanmoins, le alul de eγ n'est pas trivial, et il en est demême pour le alul des générateurs des idéaux premiers divisant p quand pdivise eγ. Mais si eγ n'est pas onnu, il su�t de hoisir un premier p qui nedivise pas ∆Mγ

, puisque eγ divise ∆Mγ
[Coh93℄.Remarque 16. En pratique, a�n de travailler dans l'extension de Fp la pluspetite possible, nous hoisirons M parmi les fateurs de Mγ de plus petitdegré. De plus, il peut être intéressant d'essayer plusieurs nombres premiers

p a�n de réduire la taille de l'extension t, le as t = 1 étant bien entendu leas le plus favorable.En�n, en e qui onerne la ondition (C4), nous allons étudier di�érentesméthodes, déterministes et probabilistes. Pour failiter l'étude, nous rempla-çons la ondition (C4) par la ondition plus forte suivante :
(C ′

4) NormK/Q(t(RFn(γ,x,y))) 6≡ 0 modulo p.Ainsi, si les onditions (C1) à (C ′
4) sont véri�ées, alors pour tout idéal premier

p divisant p, F a une bonne rédution loale en p. En pratique, néanmoins,il n'est pas reommandé d'utiliser (C ′
4). En�n, nous introduisons la notationsuivante :

NF = b|NormK/Q(t(RFn(γ,x,y)))∆Mγ
|.Les onditions (C1) à (C ′

4) sont alors induites par :
(C5) p > dy et NF 6≡ 0 modulo p.Stratégie déterministe :Nous déterminons une borne B telle que, pour tout premier p > B, laondition (C5) soit satisfaite. Nous ommençons par prouver les deux lemmessuivants, qui seront aussi utiles pour les stratégies probabilistes.Lemme 10. Le résultant RFn

∈ Z[z, x] de Fn et Fny en y satisfait :
‖RFn

‖∞ ≤ (2dy − 1)! dy
dy [(w + 1)(dx + 1)]2dy−2 ‖Fn‖2dy−1

∞ .84



Démonstration. Notons ai(z, x) le oe�ient de yi dans Fn. En développantle déterminant de la matrie de Sylvester de Fn et Fny, on voit qu'il existedes indies {ij}1≤j≤2dy−1 entre 0 et dy tels que :
‖RFn

‖∞ ≤ (2dy − 1)! ‖
dy−1∏

j=1

aij(z, x)

2dy−1∏

j=dy

ijaij(z, x)‖∞

≤ (2dy − 1)! dy
dy ‖

2dy−1∏

j=1

aij(x, z)‖∞.La borne vient alors réursivement de :
‖aic‖∞ ≤ (w + 1)(dx + 1)‖ai‖∞‖c‖∞pour tout c(x, z) ∈ Z[z, x] et de l'inégalité ‖ai‖∞ ≤ ‖Fn‖∞.Lemme 11. Soit c ∈ Z[γ] un oe�ient de RFn(γ,x,y). Notons :

B0 = ‖RFn
‖∞(‖Mγ‖∞ + 1)(w−1)(2dy−2) (2.15)

B1 = (w + 1)(2w−1)/2‖Mγ‖w−1
∞ Bw

0 (2.16)
B2 = ww(w + 1)(2w−1)/2‖Mγ‖2w−1

∞ . (2.17)Alors on a ‖c‖∞ ≤ B0, |NormK/Q(c) | ≤ B1 et |∆Mγ
| ≤ B2. En partiulier :

‖RFn(γ,x,y)‖∞ ≤ B0.Démonstration. Par onstrution, le oe�ient prinipal de Fn ne s'annulepas par évaluation en γ. De e fait, l'évaluation et le résultant ommutent,et on a RFn(γ,x,y) = RFn
(γ, x). Notons C(z) ∈ Z[z] le oe�ient de xi dans

RFn
(z, x) et c(z) ∈ Z[z] le numérateur du oe�ient de xi dans RFn

(γ, x).Il est lair que c(γ) = C(γ). Comme Mγ est unitaire, la division eulidiennenous donne Q ∈ Z[z] tel que C = QMγ+c. Or, omme degz C ≤ (2dy−1)(w−
1), en déroulant le proessus de la division eulidienne, on peut montrer :

‖c‖∞ ≤ ‖C‖∞(‖Mγ‖∞ + 1)(w−1)(2dy−2).Cette dernière inégalité nous donne le premier résultat.Comme NormK/Q(c(γ)) = Resultantz(Mγ(z), c(z)), l'inégalité d'Hadamard(en utilisant des omparaisons triviales des normes) implique la deuxièmeinégalité. En utilisant les mêmes arguments, on peut montrer la troisièmeinégalité. 85



En�n, on obtient le résultat suivant, pour lequel on ne prétend auuneoptimalité :Proposition 18. Posons B = max {b, B1, B2} (voir (2.16) et (2.17)). Alorspour tout p > B, la ondition (C5) est véri�ée. De plus, B peut être aluléde manière e�etive, et il existe un premier p > B de taille :ht(p) ∈ O(wdy [w ht(Mγ) + ht(F ) + log (wdxdy)]).Démonstration. Pour dy > 1, on a B1 > dy. Si p est un nombre premier plusgrand que B, alors la ondition (C5) est trivialement véri�ée. On appliqueensuite le lemme 11 ave c = t(RFn(γ,x,y)). En prenant les logarithmes, eten utilisant la formule de Stirling dans la dé�nition de B1 et B2, on voitalors que B possède la taille annonée. Et omme il y a toujours un nombrepremier entre B et 2B, la proposition s'ensuit.Stratégie probabiliste :Nous présentons ii deux algorithmes probabilistes, un de type � Monte-Carlo � et l'autre de type � Las Vegas �, pour trouver un nombre premier
p tel que la ondition (C5) soit véri�ée. Nous ommençons par dérire unefontion intermédiaire qui sera utilisée par les deux méthodes. Cette fontionnéessite l'utilisation de deux sous-fontions :� RandomPrime(A,C), qui retourne un nombre premier p aléatoire dansl'intervalle [A,C]. Nous supposerons que les nombres premiers ainsi re-tournés sont uniformément distribués, et renvoyons le leteur à [Sho05,setion 7.5℄ pour la onstrution d'un tel algorithme, implanté dans[Sho℄.� NextPrime(n), qui retourne le plus petit nombre premier stritementplus grand que n.Tirer-p(B, d, ǫ)Entrée :
B : Un nombre réel positif.
d : Un entier > 1.
ǫ : Un nombre réel véri�ant 0 < ǫ ≤ 1.Sortie :Un nombre premier p véri�ant :� p > d,� Pour tout entier d ≤ N ≤ B, p divise N ave une probabilitéinférieure à ǫ.DébutSi B < 3 alors Retourner NextPrime(d) Fin86



K ← 2 lnB/(ǫ ln lnB) + 2d/ ln d

C ← max {2d,K(lnK)2}Retourner RandomPrime(d+ 1, C)Fin.Proposition 19. L'algorithme Tirer-p retourne la sortie esomptée. Deplus, la taille du premier p retourné par Tirer-p(B, d, ǫ) véri�e :ht(p) ∈ O(log logB + log d+ log ǫ−1).Démonstration. Nous ommençons par remarquer que la ondition p > d estautomatiquement véri�ée. De plus, si B < 3, l'algorithme retourne un résul-tat orret de taille O(log d) et ave une probabilité 1, puisque omme d > 1,il existe toujours un nombre premier ompris entre d et 2d. On supposeradon dans la suite que B ≥ 3. Alors pour tout entier positif n, nous noteronslassiquement ω(n) le nombre de premiers qui divisent n. Étant donné unréel positif x, nous noterons π(x) le nombre de premiers inférieurs où égauxà x. Les estimations de [BS96, setion 8.8℄ nous amènent à :
x

lnx
< π(x) (x ≥ 17), π(x) <

2x

ln x
(x > 1), ω(n) <

2 lnn

ln lnn
(n ≥ 3).Posons h(x) = 2 ln x

ln lnx
et montrons tout d'abord que pour tout entier N ave

d ≤ N ≤ B, on a ω(N) ≤ h(B). La fontion h(x) admet un minimum sur
[3,+∞] égal à 2e et atteint en x = ee < 16. Ainsi, si N < ee, ω(N) ≤ 2 ≤
2e ≤ h(B). Pour x > ee, la fontion h est roissante, de sorte que l'on a aussi
ω(N) ≤ h(B) si N > ee.Soit maintenant C un nombre supérieur à 2d et τ la probabilité qu'un pre-mier donné par RandomPrime(d+ 1, C) divise N . Il nous su�t de déterminerun entier C su�samment grand de telle sorte que τ ≤ ǫ. Comme il existetoujours un nombre premier entre d et 2d si d > 1, on a π(C)−π(d) ≥ 1. Deplus, étant donné que la fontion RandomPrime a un omportement uniforme,on herhe un nombre C tel que, pour tout entier N ompris entre d et B,on ait :

τ =
ω(N)

π(C)− π(d)
≤ ǫ. (2.18)Or, B ≥ 3 et d > 1, don les estimations faites i-dessus montrent qu'il su�tde trouver un nombre C tel que :

π(C) ≥ K =
2 lnB

ǫ ln lnB
+

2d

ln d
.87



En posant C = K(lnK)2, on trouve C/ lnC = K(lnK)2/(lnK + 2 ln lnK).Pour B ≥ 3 et d ≥ 2, K est plus grand que 4e, et (lnK)2/(lnK+2 ln lnK) ≥
1 (fontion roissante sur [4e,+∞]). De plus, C ≥ 17, de sorte que :

π(C) ≥ C

lnC
≥ K,et la relation (2.18) est véri�ée. En�n, l'algorithme retourne un premier pvéri�ant ht(p) ≤ max {logC, log 2d}. Comme logC = logK + 2 log logK ∈

O(log logB + log d+ log ǫ−1), le résultat s'ensuit.Nous pouvons maintenant dé�nir nos algorithmes probabilistes. Nous om-mençons par l'algorithme de type Monte-Carlo.MCGoodPrime(F,Mγ,ǫ)Entrée :
F : Un polyn�me sans fateur arré dans K[x, y] de degré dy > 1,
Mγ : Un polyn�me irrédutible unitaire dans Z[z],
ǫ : Un nombre réel véri�ant 0 < ǫ ≤ 1.Sortie :Un nombre premier p véri�ant (C5) ave une probabilité aumoins égale à 1− ǫ.Début

(dx, dy, w)← (degx(F ), degy(F ), degz(Mγ))

Fn ← num(F )

R← (2dy − 1)! dy
dy [(w + 1)(dx + 1)]2dy−1 ‖Fn‖2dy−1

∞

B0 ← R (‖Mγ‖∞ + 1)(w−1)(2dy−2)

B1 ← (w + 1)(2w−1)/2‖Mγ‖w−1
∞ Bw

0

B2 ← ww(w + 1)(2w−1)/2‖Mγ‖2w−1
∞

B′ ← max {denom(F ), B1, B2}Retourner Tirer-p(B′, dy, ǫ/3)Fin.Proposition 20. L'algorithme MCGoodPrime retourne le résultat esompté.De plus, la taille du nombre premier p retourné véri�e :ht(p) ∈ O(log (dyw log dx) + log ht(F ) + log ht(Mγ) + log ǫ−1).Démonstration. D'après la proposition 19, l'entier p divise denom(F ) aveune probabilité inférieure à ǫ/3. Il en est de même pour les deux autresfateurs de la ondition (C5). Don p divise le produit ave une probabilité88



inférieure à ǫ. En e qui onerne la taille du premier p, il su�t d'utiliserl'estimation de B′ donnée par la proposition 18, et la proposition 19 onduitau résultat.En�n, nous onluons ave une méthode de type Las Vegas :LVGoodPrime(F,Mγ)Entrée :
F : Un polyn�me sans fateur arré dans K[x, y] de degré dy > 1.
Mγ : Un polyn�me irrédutible unitaire dans Z[z].Sortie :Un nombre premier p véri�ant (C5).Début
dy ← degy(F )

R← num(t(Resultanty(F, Fy)))

N1 ← |NormK/Q(R(γ))|
N2 ← |Disz(Mγ)|
L← {denom(F ), N1, N2}
B′ ← maxLRépéter
p← Tirer-p(B′, dy, 1/6)tant que p divise un élément de L FinRetourner pFin.Proposition 21. LVGoodPrime(F ,Mγ) retourne un premier p satisfaisant :ht(p) ∈ O(log (dyw log dx) + log ht(F ) + log ht(Mγ)).et le nombre moyen d'itérations est inférieur à 2.Démonstration. Le raisonnement est analogue à elui de la proposition 20.On remarquera que N1 est un diviseur de NormK/Q(t(RFn(γ,x,y))). De plus,l'entier p obtenu à haque tirage satisfait (C5) ave une probabilité supérieureà 1/2.Le alul de t(RF ) peut être oûteux. Néanmoins, dans le adre du aluldu groupe de monodromie, nous aurons de toute manière besoin de aluler

RF . De plus, en pratique, on ne alulera pas la norme de t(RF ), mais nousutiliserons plut�t des aluls modulo p = (p,M).89



Bonne rédution globaleNous étendons maintenant les bornes obtenues pour trouver un nombrepremier p et un idéal premier p divisant p tel que F ait une bonne p-rédutionglobale.Il s'agit don de trouver un p et p tels que les onditions (C1), (C2) et (C3)(voir le début de ette setion) soient véri�ées, et tels que :
(GC4) La fatorisation sans arré de RF (x) est préservée par rédutionmodulo l'idéal p dé�ni par la ondition (C3).Notons S(x) la partie sans arré unitaire de RFn(γ,x,y) (polyn�me unitairesans arré de plus grand degré divisant RFn(γ,x,y)), Sn = num(S) ∈ Z[z, x]et Sd = denom(S), de sorte que l(Sn) = Sd. On pose ensuite RSn

=
Resultantx(Sn, Snx) ∈ Z[z]. On a alors RSn

(γ) = RSn(γ,x) puisque le o-e�ient prinipal en x de Sn ne s'annule pas en z = γ.Pour failiter nos estimations, nous posons omme préédemment
NS = b|NormK/Q(l(RFn(γ,x,y)))NormK/Q(RSn(γ,x))∆Mγ

|.Lemme 12. La ondition suivante induit (C1), (C2), (C3) et (GC4) :
(GC5) p > dy et NS 6≡ 0 modulo p.Démonstration. D'après un résultat de Weinberger et Rothshild [WR76℄(voir aussi le théorème 3.1 de [En95℄), Sd, et don le oe�ient prinipalde Sn, divise NormK/Q(l(RFn(γ,x,y)))∆Mγ

dans Z. Si (GC5) est satisfaite, leoe�ient prinipal de Sn ne s'annule alors pas modulo p. On en déduit que
RSn

= 0 si et seulement si RSn
= 0, la notation Sn désignant la rédutionmodulo p de Sn. Ainsi, (GC5) implique que Sn n'a pas de raine multipleet que son degré est égal à elui de Sn. De même, le degré et le nombrede raines distintes de RFn(γ,x,y) sont préservés par rédution modulo p ; sadéomposition sans arré l'est don aussi, ainsi que elle de RF .Stratégie déterministe :Nous herhons une borne BG telle que pour tout nombre premier p > BG,la ondition (GC5) soit véri�ée. Les bornes NormK/Q(l(RFn(γ,x,y))) ≤ B1 et

|∆Mγ
| ≤ B2 sont déjà données par le lemme 11. Il reste don essentiellementà déterminer une borne pour |NormK/Q(RSn(γ,x))|. Soit δ = degx(RF ). Onutilisera aussi δ omme borne sur le degré de S.Lemme 13.

‖Sn‖∞ ≤ 2w+δ(δ + 1)
1
2 (w + 1)

7w
2 ‖RFn(γ,x,y)‖δ∞‖Mγ‖4δ

∞.90



Démonstration. On a ‖Sn‖∞ ≤ |NormK/Q(l(RFn(γ,x,y)))∆Mγ
|‖S‖∞ d'après[WR76℄. La dernière majoration provient de [En95℄, lemme 4.1.Lemme 14. Le résultant RSn

= Resultantx(Sn, Snx) ∈ Z[z] véri�e :
‖RSn

‖∞ ≤ (2δ − 1)! δδ(w + 1)2δ−2‖Sn‖2δ−1
∞ .Démonstration. Il su�t d'appliquer le lemme 10 au polyn�me Sn en rempla-çant dy par δ et dx par 0.On obtient les bornes suivantes :Lemme 15. Notons :

B3 = ‖RSn
‖∞(‖Mγ‖∞ + 1)(w−1)(2δ−2) (2.19)

B4 = (w + 1)(2w−1)/2‖Mγ‖w−1
∞ Bw

3 (2.20)Alors ‖RSn(γ,x)‖∞ ≤ B3 et |NormK/Q(RSn(γ,x))| ≤ B4.Démonstration. Il su�t d'appliquer les mêmes arguments que dans la preuvedu lemme 11.Ces bornes nous amènent au résultat suivant :Proposition 22. Si l'on pose BG = max{b, B4} (voir (2.17) et (2.20)),alors pour tout p > BG, la ondition (GC5) est véri�ée. De plus, BG peutêtre alulé de manière e�etive, et il existe un premier p > BG de tailleht(p) ∈ O(w2d2
xd

3
y [ht(Mγ) + ht(F ) + log (wdxdy)]).Démonstration. Tout d'abord, on a B1 > dy si dy > 1. Ensuite, remarquonsque B0 ≤ B3, e qui donne B1 ≤ B4. La borne B1 n'est don pas à prendreen ompte. De même, on véri�e failement que B2 ≤ B4. Si p est un nombrepremier plus grand que BG, alors la ondition (GC5) est trivialement véri�ée.En prenant le logarithme de B4, puis en reportant dans les bornes des lemmespréédents, on obtient :ht(p) ∈ O(w2δ log (wδ) + wδ2dy [wht(Mγ) + ht(F ) + log (wdxdy)]).Ensuite, on fatorise w dans le seond terme de la somme, puis on majore δpar dx(2dy − 1). Pour �nir, omme il y a toujours un nombre premier entre

B et 2B, la proposition s'ensuit. 91



Stratégie probabiliste :Comme dans le as de la rédution loale, la borne BG donnée par laproposition 22 nous permet d'obtenir deux algorithmes probabilistes pourtrouver un nombre premier p véri�ant (GC5).GMCGoodPrime(F,Mγ,ǫ)Entrées :
F : Un polyn�me sans fateur arré dans K[x, y] de degré dy > 1.
Mγ : Un polyn�me irrédutible unitaire dans Z[z].
ǫ : Un nombre réel véri�ant 0 < ǫ ≤ 1.Sortie :Un nombre premier p véri�ant (GC5) ave une probabilité aumoins égale à 1− ǫ.Début

(dx, dy, w)← (degx(F ), degy(F ), degz(Mγ))

δ ← dx(2dy − 1)

Fn ← num(F )

R1 ← (2dy − 1)! dy
dy [(w + 1)(dx + 1)]2dy−1 ‖Fn‖2dy−1

∞

B0 ← R1 (‖Mγ‖∞ + 1)(w−1)(2dy−2)

R2 ← 2w+δ(δ + 1)
1
2 (w + 1)

7w
2 Bδ

0‖Mγ‖4δ
∞

R3 ← (2δ − 1)! δδ(w + 1)2δ−1R2δ−1
2

B3 ← R3(‖Mγ‖∞ + 1)(w−1)(2δ−2)

B4 ← (w + 1)(2w−1)/2‖Mγ‖w−1
∞ Bw

3

B′ ← max {denom(F ), B4}Retourner Tirer-p(B′, dy, ǫ/4)Fin.Proposition 23. L'algorithme GMCGoodPrime retourne le résultat esompté.De plus, la taille du nombre premier p retourné véri�e :ht(p) ∈ O(log (wdxdy) + log ht(F ) + log ht(Mγ) + log ǫ−1).Démonstration. Il su�t d'appliquer le raisonnement de la preuve de la pro-position 20 en remplaçant les bornes de la proposition 18 par elles de laproposition 22 et en remarquant que NS est formé de 4 fateurs.En�n, pour la stratégie de type Las Vegas, nous utilisons l'algorithmeSQRfree, qui à un polyn�me de K[z] assoie sa partie sans fateur arréunitaire. 92



GLVGoodPrime(F,Mγ)Entrées :
F : Un polyn�me sans fateur arré dans K[x, y] de degré dy > 1.
Mγ : Un polyn�me irrédutible unitaire dans Z[z].Sortie :Un nombre premier p véri�ant (GC5)Début
dy ← degy(F )

Fn ← num(F )

RFn
← num(Resultanty(Fn, Fny))

S ← num(SQRfree(RFn
, x))

RS ← Resultantx(S, Sx)

N2 ← |Disz(Mγ)|
N3 ← |NormK/Q(RS)|
L← {denom(F ), N2, N3}
B′ ← maxLRépéter
p← Tirer-p(B′, dy, 1/6)tant que p divise un élément de L FinRetourner pFin.Proposition 24. GLVGoodPrime(F ,Mγ) retourne un premier p satisfaisant :ht(p) ∈ O(log (wdxdy) + log ht(F ) + log ht(Mγ)).et le nombre moyen d'itérations est inférieur à 2.Démonstration. Le raisonnement est analogue à elui de la preuve de la pro-position 23.2.3 ComplexitéDans ette partie, nous étudions la omplexité de la partie modulaire denotre algorithme. Nous supposerons ii que le polyn�me étudié F est unitaireen y. En e�et, dans le as non-unitaire, nous pensons que les résultats sontidentiques, mais se ramener au as unitaire par un hangement élémentaire93



ne su�t pas à le prouver ; il faudra reourir à des arguments plus �ns quirestent à trouver au moment de la rédation de e mémoire. Nous rappelonsque dans e as, on a l'égalité RF = ∆F .2.3.1 Calul des développements de Puiseux rationnelsdans un orps �niIi, L désigne un orps �ni et F ∈ L[x, y]. Nous gardons les notations ethypothèses habituelles sur les di�érents degrés de F . Nous noterons p > dyla aratéristique de L, et l'on dé�nit t0 = [L : Fp]. De plus, Lt représenteraune extension de degré t sur L. En�n, dans ette setion, en e qui onernela multipliation de polyn�mes, nous ne onsidérons que la multipliationnaïve et elle basée sur la transformée de Fourier (voir l'introdution de ehapitre pour plus de détails à e sujet). Nous parlerons de multipliationstandard dans le premier as, et de multipliation rapide dans le seond.Le but de ette setion est de ompter le nombre d'opérations de orpsdans L induit par l'algorithme RNPuiseux. Plus préisément, nous allonsprouver les théorèmes 13 et 14.Théorème 13. Il existe un algorithme qui alule les parties singulièresd'un système de développements de Puiseux rationnels au-dessus de 0 en
Õ (d3

yd
2
x + d2

ydxt0 log p) opérations dans le orps L si l'on utilise une multi-pliation rapide, et en Õ (d5
yd

2
x + d3

ydxt0 log p) opérations si l'on utilise unemultipliation standard.Ce résultat améliore les bornes de [Duv89℄ ou [HM87℄, qui sont en O(d6
yd

2
x)opérations de orps. De plus, notre estimation inlut les oûts engendrés parles fatorisations, là où D. Duval utilise le système D5 [DDD85℄ pour éviteres fatorisations. Ce gain vient de plusieurs points :� Nous montrons que l'on peut e�etuer les aluls modulo une puissanede x bien hoisie (voir la proposition 25),� Nous réduisons les transformations à des déalages de polyn�mes uni-variés, pour lesquels on peut employer des méthodes rapides (voir laproposition 26),� Nous obtenons une majoration de la taille des sorties en fontion de lavaluation x-adique du disriminant (voir le orollaire 28).Pour notre algorithme de alul du groupe de monodromie (voir le hapitre3), nous aurons besoin de aluler les développements au-dessus de toutes leslasses de onjugaisons sur L des points ritiques. Plus préisément, si ∆F =94



∏
i ∆

ki

i est une fatorisation de ∆F en produits de polyn�mes irrédutiblesde L[x], alors les développements de Puiseux rationnels au-dessus des rainesde ∆i sont onjugués sur L. De e fait, il su�t de aluler un système dedéveloppements de Puiseux rationnels au-dessus d'une seule raine ci de ∆ipour haque polyn�me ∆i. On obtient alors le résultat suivant :Théorème 14. Il existe un algorithme qui alule les parties singulières desdéveloppements de Puiseux rationnels au-dessus de l'ensemble des lasses deonjugaison sur L des points ritiques de F en Õ (d3
yd

2
xt0 log p) opérationsdans le orps L si l'on utilise une multipliation rapide.On peut remarquer que e résultat est quasiment le même que elui dualul d'un système de développements de Puiseux rationnels. Cela est dû àl'étude de omplexité e�etuée en fontion de la taille de la sortie (voir lethéorème 15).Nous ommençons en introduisant les notations de ette partie :� Un système de développements de Puiseux rationnels au-dessus de 0sera noté {Ri}1≤i≤ρ ave

Ri(T ) = (x̃i(T ), ỹi(T )) = (λiT
ei,

∞∑

k=ni

βikT
k) , où βini

6= 0� (Gi, Pi, Qi) est la sortie de RNPuiseux orrespondant à Ri,� (ri, ei, fi), 1 ≤ i ≤ ρ sont respetivement l'indie de regularité, l'indiede rami�ation et le degré du orps des oe�ients de Ri sur L.� Pour haque développement de Puiseux rationnel Ri, on peut déduire
eifi développements de Puiseux lassiques notés Sijk(x), 1 ≤ k ≤ ei, 1 ≤
j ≤ fi.� La quantité suivante servira lors de nos estimations :

δF =

ρ∑

i=1

firi.On rappelle également qu'une opération dans Lt peut se faire enO(M(t) log t)opérations dans le orps L. Pour plus de détails sur la omplexité, et notam-ment en e qui onerne les opérations sur les orps �nis, nous renvoyons leleteur à [vzGG99℄.Remarque 17. Il est important de noter que la quantité δF est essentielle-ment le nombre d'éléments de L néessaires pour représenter les Yi. En e�et,95



haque Yi a au plus ri + 1 oe�ients non-nuls, et haun de es oe�ientspeut être représenté par au plus fi éléments de L. Si l'on suppose que les sé-ries Yi sont représentés de manière dense (par exemple à l'aide d'un veteurde ri + 1 éléments de Lfi
, et les oe�ients de Yi sont eux-même représentésà l'aide de veteurs de fi éléments de L), alors la taille de la sortie est égaleà δF +

∑
i fi, qui est omprise entre δF et δF + dy.Nous allons diviser les preuves en plusieurs résultats.Tronation des puissanes de xProposition 25. Les systèmes de développements de Puiseux rationnels de

F et F̃ δF au-dessus de 0 ont les mêmes parties singulières. De plus, les par-ties singulières des développements de Puiseux rationnels de F peuvent êtrealulés en appliquant l'algorithme RNPuiseux à F̃ δF et en tronquant les po-lyn�mes onsidérés à haque étape de l'algorithme modulo xδF +1.Démonstration. Pour obtenir les parties singulières des développements dePuiseux rationnels de F , il nous su�t de onnaître Gi modulo x pour haque
i. En posant N0 = 0 dans la borne du lemme 16, et en utilisant le lemme 17,on voit qu'il su�t d'e�etuer les aluls modulo xδF +1.Pour simpli�er les notations dans les lemmes suivants, nous enlevons lesindies : R est un développement de Puiseux rationnel, (r, e, f) et (G,P,Q)sont les quantités assoiées. On dé�nit mki + qkj = lk (1 ≤ k ≤ h) lasuite des droites portant les arêtes de polygone de Newton renontrées auours de l'algorithme RNPuiseux pour aluler le triplet (G,P,Q), et F =
H0, H1, · · · , Hh = G la suite de polyn�mes d'entrée de l'algorithme.Lemme 16. Soit N0 un entier positif. Si l'on souhaite aluler G̃N0, il su�t,à haque étape de l'algorithme RNPuiseux, de aluler Hk modulo xN+1, où
N = N0

e
+
∑h

k=1
lk

q1...qk
.Démonstration. L'algorithme e�etue les substitutions suessives :

Hk+1(x, y) =
Hk(ξ

vkxqk , xmk(ξuk + y))

xlk
.Si Hk(x, y) =

∑
ij αijx

jyi, on dé�nit Hkw(x, y) =
∑

mki+qkj=w αijx
jyi, de tellemanière que Hk =

∑
w Hkw. Les mon�mes de Hkw sont transformés en lesmon�mes de Hk+1 situés sur la droite j = w − lk (voir la �gure 2.5).96



0 0 0

lk
qk

w
qk

dy dy

Hk(x, y)

dy

H ′(x, y) = Hk(ξvkxqk, xmky) Hk+1(x, y) = H ′(x,y+ξuk)
xlk

N0

lk

w

N0 + lk

N0+lk
qk

m
k i +

q
k j =

w
∆m

k i +
q
k j =

lk

m
k i +

q
k j =

N
0 +

lk

Fig. 2.5 � Intreprétation géometrique d'une substitutionAinsi, pour déterminer G̃N0 = H̃h

N0 , il su�t de onnaître H̃h−1

N0+lh
qh . Parréurrene, on obtient la borne N annonée, et on peut ainsi onlure qu'ilsu�t de aluler tous les Hk modulo xN+1.Ce lemme peut aussi être utile si l'on souhaite aluler les développementsau-delà de l'indie de régularité. Il est lair que l'on peut adopter une stratégieadaptative et tronquer enore plus les polyn�mes Hk en tenant ompte desinformations obtenues au fur et à mesure de l'algorithme. Il n'est néanmoinspas lair qu'une telle approhe puisse améliorer la omplexité asymptotique.Lemme 17. Ave les notations du lemme 16, on a :

h∑

k=1

lk
q1 · · · qk

≤ δF .Démonstration. Notons Yijk la partie singulière de Sijk et F̂ =
∏

ijk y− Yijk.Comme F et F̂ ont des développements de Puiseux rationnels qui ont lesmêmes parties singulières, en appliquant RNPuiseux à F̂ , on obtient la mêmesuite (mk, qk, lk)1≤k≤h que pour le polyn�me F , et une sortie (Ĝ, P,Q), où
P (x) = λxe et Q(x, y) = Q0(x) + xry sont les polyn�mes assoiés à F . Sil'on pose c = lh + lh−1qh + · · · + l1q2 . . . qh, alors, de part la dé�nition dessubstitutions, on a :

Ĝ(x, y) =
F̂ (P (x), Q(x, y))

xc
.Comme (1, 0) appartient à N (Ĝ), on a vx(Ĝy(x, 0)) = 0. Ainsi, en dérivant,on obtient c = vx(x

rF̂y(P (x), Q0(x))), e qui est équivalent à :
c

e
=
r + vx(F̂y(P (x), Q0(x)))

e
=
r

e
+ vx(F̂y(x,Q0((x/λ)1/e))).97



Supposons maintenant que la série de Puiseux tronquée Q0((x/λ)1/e) soitégale à Yi′j′k′. On a alors :
F̂y(x,Q0((x/λ)1/e)) = F̂y(x, Yi′j′k′) =

∏

(i,j,k)

(i,j,k)6=(i′,j′,k′)

(Yi′j′k′ − Yijk).Et omme pour tout triplet (i, j, k) 6= (i′, j′, k′), on a vx(Yi′j′k′ − Yijk) ≤ ri

ei
,ela nous donne :

c

e
=

h∑

k=1

lk
q1 . . . qk

≤ ri′

ei′
+

∑

(i,j,k)

(i,j,k)6=(i′,j′,k′)

ri

ei
=

ρ∑

k=1

fi∑

j=1

ei∑

k=1

ri

ei
=

ρ∑

i=1

rifi.

Coût des substitutionsLemme 18. Soit N un entier positif, H ∈ Lt[x, y], ξ ∈ Lt, et posons
H ′(x, y) = H(ξvxq, xm(ξu + y))/xl, où (m, q, l) orrespond à une arête de
GN (H). Alors on peut aluler les oe�ients de H̃ ′N en O(NM(dy)) opé-rations dans le orps Lt.Démonstration. Étant donné que l'on souhaite aluler H̃ ′N , il nous su�td'e�etuer la transformation sur le polyn�me :

Ĥ(x, y) =

N+l∑

w=l

Hw(x, y), où Hw(x, y) =
∑

mi+qj=w

αijx
jyi.On e�etue alors le hangement de variable pour haque polyn�me Hw :

Hw(ξvxq, ξuxm(1 + y)) =
∑

mi+qj=w

αij (ξvxq)j (xm (ξu + y))i

= xw
∑

mi+qj=w

αijξ
vj(ξu + y)i

= xwRw(y + ξu)où Rw(z) =
∑

mi+qj=w

αijξ
vjzi est un polyn�me univarié.98



Pour aluler les puissanes de ξv, on peut remarquer que l'exposant estborné par (N + l)/q. Or, l/q est borné par dy, puisque les pentes du poly-gone générique sont au moins égales à −1. Ainsi, on peut aluler toutes lespuissanes néessaires en O(N + dy) opérations dans Lt. Ensuite, on peutonstruire les polyn�mes Rw en au plus Ndy multipliations dans Lt. En-�n, omme p > dy, le déalage dans Rw peut être ramené à la multiplia-tion de deux polyn�mes de degré dy, et don un oût en O(M(dy)) [BP94℄.En�n, étant donné qu'il y a N + 1 déalages à faire, le oût total est en
O(NM(dy)).Proposition 26. L'ensemble des substitutions néessaires pour aluler lesparties singulières d'un système de développements de Puiseux rationnelsde F au-dessus de 0 requiert O (δF (δF + dy)M(dy)M̃(dy) log dy

) opérationsdans le orps L.Démonstration. L'algorithme RNPuiseux e�etue au plus ri +1 substitutionsdans le orps Lfi
à e�etuer pour trouver le développement rationnels Ri. Laproposition 25 nous assure que l'on peut e�etuer toutes es substitutionsmodulo xδF +1. D'après le lemme 18, les substitutions néessaires pour aluler

Ri oûtent au plus O(M(dy)δF (ri+1)) opérations dans Lfi
. En tenant omptede l'extension Lfi

/L, et en sommant sur l'ensemble des indies i, on obtientomme oût total :
O (M(dy)δF

∑ρ
i=1(ri + 1)M(fi) log fi)

= O
(
M(dy)δF

∑ρ
i=1(ri + 1)fiM̃(fi) log fi

)

= O
(
δF (δF + dy)M(dy)M̃(dy) log dy

)
.En additionnant les deux bornes, on obtient le résultat.Coût des fatorisationsProposition 27. L'ensemble des fatorisations des polyn�mes aratéris-tiques néessaires pendant l'algorithme RNPuiseux peuvent être alulées en

O
(
δF log dy

[
M(d2

y) +M(dy) log dyt0 log p
])opérations dans le orps L.Démonstration. Nous ommençons par rappeler qu'un polyn�me de degré d àoe�ients dans Lt peut se fatoriser en O(M(d2)+M(d)t t0 log p) opérationsdans Lt [vzGG99, orollaire 14.30℄. 99



La première étape orrespond au polygone exeptionnel. Comme le po-lyn�me F est supposé unitaire, e dernier est onstituée d'une unique arête
[(0, 0), (dy, 0)]. Cette étape requiert don la fatorisation d'un polyn�me dedegré dy et à oe�ients dans L. Elle peut don se faire en O(M(d2

y) +
M(dy)t0 log p) opérations dans L, e qui est inlus dans notre borne.Il reste ensuite au plus ri fatorisations à ompter pour haque développe-ment de Puiseux rationnel Ri. Notons φ∆ l'un de es polyn�mes à fatoriser,et Lt l'extension de L dans laquelle la fatorisation de φ∆ doit être détermi-née. On peut failement voir que le degré d∆ de φ∆ est au plus dy/t : 'esttrivialement vrai à la première étape de l'algorithme (puisqu'alors t = 1).Supposons maintenant que ette propriété soit vraie à une étape donnée del'algorithme, et notons ξ une raine de φ∆, et k sa multipliité. Alors si φ∆′est un polyn�me aratéristique de l'étape suivante induit par le hoix de ξ,et d∆′ son degré, la proposition 10 page 56 nous assure que :

d∆′ ≤ k et k[Lt(ξ) : Lt] ≤ d∆ ≤ dy/t.Ainsi, d∆′ ≤ dy/[Lt(ξ) : L] et la propriété est véri�ée par réurrene.De e fait, la fatorisation du polyn�me aratéristique φ∆ peut se faireen
O

(
M

((
dy

t

)2
)

log
dy

t
+ t0t log pM

(
dy

t

)
log

dy

t

)opérations dans le orps Lt. Comme haque opération dans Lt peut êtree�etuée en O(M(t) log t) opérations dans L, et omme on peut véri�er que :
O

(
M

((
dy

t

)2
)

log
dy

t
M(t) log t

)
⊂ O(M(d2

y) log dy)et
O

(
M

(
dy

t

)
log

dy

t
M(t) log t

)
⊂ O(M(dy) log2 dy)(que l'on utilise la multipliation standard ou rapide), on obtient que lenombre d'opérations dans L néessaire pour fatoriser le polyn�me ara-téristique est en :

O
(
M(d2

y) log dy +M(dy) log2 (dy)t0t log p
)
.Finalement, en multipliant par ri (la première fatorisation a déjà été priseen ompte), en bornant t par fi, et en additionnant sur i, on obtient lerésultat. 100



Borne pour δFProposition 28.
δF =

ρ∑

i=1

rifi ≤ vx(∆F ).Démonstration. D'après la proposition 7 page 30, pour haque série de Pui-seux Sijk(x), il existe un autre série de Puiseux Si0j0k0(x) ave i0 ∈ {1 . . . ρ},
j0 ∈ {1 . . . fi0} et k0 ∈ {1 . . . ei0} tels que ri−1

ei
< vx(Sijk(x)−Si0j0k0(x)) ≤ ri

ei
.De plus, si vx(Sijk(x) − Si0j0k0(x)) 6= ri

ei
, ei est un diviseur propre de ei0 et

ri ≥ 1. Don, si l'on note q = ei0/ei > 1, il existe m ∈ N et α 6= 0 ∈ L telque 1 ≤ m < q et :
Si0j0k0(x) = S̃ijk

ri−1

ei (x) + αx
ri−1

ei
+ m

ei0 + · · ·Ainsi, pour 0 ≤ l ≤ q − 1, on a :
S

[lei,ei0
]

i0j0k0
(x) = S̃ijk

ri−1

ei (x) + ζml
q αx

ri−1

ei
+ m

ei0 + · · ·On obtient don :
q−1∑

l=0

vx(Sijk(x)− S [lei,ei0
]

i0j0k0
(x)) = q

ri

ei

+
m− q
ei

.Or, omme q > 1 et ri ≥ 1, on a qri +m−q−ri = (ri−1)(q−1)+m−1 ≥ 0,e qui implique :
q−1∑

l=0

vx(Sijk(x)− S [lei,ei0
]

i0j0k0
(x)) ≥ ri

eiPour haque série de Puiseux Sijk, puisque vx(Sijk(x) − Si′j′k′(x)) ≥ 0 pourtout triplet (i′, j′, k′) 6= (i, j, k), on a :
vx(Fy(x, Sijk(x))) =

∑

(i′,j′,k′)

(i′,j′,k′)6=(i,j,k)

vx(Sijk(x)− Si′j′k′(x)) ≥ ri

ei
.En sommant ette relation sur l'ensemble des (i, j, k), l'équation (2.9) nousdonne :

vx(∆F ) =
∑

(i,j,k)

vx(Fy(x, Sijk(x))) ≥
ρ∑

i=1

fi∑

j=1

ei∑

k=1

ri

ei
=

ρ∑

i=1

rifi.
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Preuves des théorèmes 13 et 14Il est intéressant d'avoir une borne sur le nombre d'opérations dans L enfontion de la taille de la sortie, 'est-à-dire δF .Théorème 15. Le nombre d'opérations dans L néessaire pour aluler lapartie singulière d'un système de développements de Puiseux rationnels de Fau-dessus de 0 est en :
O
(
δFM(dy) log dy

[
δF M̃(dy) +M(dy) + t0 log p log dy

])

⊂ O (dxM(dy)dy log dy [dxM(dy) + t0 log p log dy]) .Démonstration. La première a�rmation est une onséquene des proposi-tions 26 et 27, puisque M(d2
y) ∈ O(M(dy)

2). L'inlusion est quant à elleune onséquene de la proposition 28, où vx(∆F ) est borné par degx(∆F ) ≤
(2dy − 1)dx.La preuve du théorème 13 est alors une onséquene triviale de e résultat.Démonstration. (du théorème 14)Tout d'abord, étant donné que nous travaillons sur un orps �ni, le alul dudisriminant ∆F peut être e�etué en

O(dxM(dxdy) log(dxdy))opérations dans le orps L [vzGG99℄. Cette étape est don inluse dans notreborne de omplexité.De plus, ∆F est un polyn�me en x de degré δ ≤ (2dy − 1)dx. Par onsé-quent, e polyn�me peut être fatorisé sur L en
O(M(δ2) log δ + t0 log pM(δ) log δ) ⊂ Õ (d2

xd
2
y + dxdyt0 log p)opérations dans le orps L [vzGG99℄. Cette étape est don elle aussi inlusedans la borne de omplexité.Ensuite, si ∆F =

∏m
i=1R

ki

i est la fatorisation obtenue, on dé�nit ti =
degx(Ri) et ci une raine de Ri. Le alul de Fi = F (x + ci, y) peut êtree�etué au oût de dy déalages dans L(ci) = Lti des oe�ients de F en y.Cei peut don être fait en O(dyM(dx)) opérations dans le orps Lti [BP94℄,et don O(dyM(dx)M(ti) log ti) ⊂ Õ (dydxti) opérations dans L. En sommantsur i et en bornant ∑i ti par (2dy − 1)dx, on obtient à nouveau un résultatqui rentre dans notre estimation. 102



En�n, on peut noter que la quantité δF assoiée au polyn�me Fi est bornéepar ki (voir la proposition 28). D'après le théorème 15, l'appel de fontion
RNPuiseux(F (x+ ci, y), L(ci)) requiert

Õ
(
kiM(dy)

[
kiM̃(dy) +M(dy) + t0ti log p

])opérations dans le orps Lti , et don
Õ
(
kitiM(dy)

[
kiM̃(dy) +M(dy) + t0ti log p

])

⊂ Õ (kitiM(dy) [dxM(dy) + dxdyt0 log p])opérations dans le orps L en bornant le seond ki et le seond ti par (2dy −
1)dx. En sommant sur i et en bornant ∑i kiti par (2dy − 1)dx, on obtient�nalement une omplexité de

Õ
(
d2

xdyM(dy) [M(dy) + dyt0 log p]
)opérations dans le orps L. Le théorème 14 se déduit alors de ette borne,puisqu'en utilisant une arithmétique rapide, on a M(dy) ∈ Õ (dy).2.3.2 Complexité binaire du alul de T (F )Soit F ∈ K[x, y] un polyn�me unitaire en y à oe�ients dans un orpsde nombres K représenté omme dans la setion 2.2.4. On rappelle que

w = [K : Q]. Dans ette partie, nous étudions la omplexité binaire du alulde T (F ). Nous n'estimons ii que les opérations binaires engendrées par lesopérations arithmétiques dans les di�érents orps de oe�ients. Si l'on sup-pose que l'implémentation est e�etuée ave préaution (par exemple, l'aèsaux oe�ients des polyn�mes doit être e�etué en temps onstant), alors lesrésultats présentés ii donnent une borne supérieur réaliste du omportementd'un tel programme.Les bornes que nous donnons pour les algorithmes probabilistes n'inluentpas le oût de génération des nombres premiers. De plus, pour simpli�er lesnotations, nous nous plaçons dans le adre de la multipliation rapide.Nous supposons de plus que les éléments de Fp sont représentés par desentiers positifs. Pour simpli�er les expressions, nous supposons égalementqu'une algorithmique rapide est utilisée pour l'arithmétique entière et poly-nomiale sur les orps �nis.Nous ommençons par étudier la omplexité des algorithmes probabilistesnous permettant de trouver un nombre premier p pour lequel F ait une bonnerédution. 103



Proposition 29. L'algorithme MCGoodPrime(F,Mγ, ǫ) retourne le premier pen Õ (wdy[ht(F ) + wht(Mγ)] + log ǫ−1) opérations binaires.Démonstration. Si A est un entier, le alul de AN peut être e�etué en
Õ (Nht(A)) opérations binaires en utilisant le sindage binaire (voir parexemple [BCS07, Mez07℄). Comme elui de d!, à nouveau en utilisant le sin-dage binaire, peut être e�etué en Õ (d) opérations, il su�t de mettre boutà bout l'ensemble des opérations en tenant ompte de la taille des nombresonsidérés pour obtenir le résultat.Théorème 16. Étant donné un nombre réel ǫ véri�ant 0 < ǫ ≤ 1, il existeun algorithme probabiliste de type Monte-Carlo qui alule T (F ) ave uneprobabilité d'erreur inférieure à ǫ et un nombre d'opérations binaires en :

Õ (d3
yd

2
xw

2 log2 ǫ−1[ht(Mγ) + ht(F )])Démonstration. L'appel de fontion MCGoodPrime(F ,Mγ ,ǫ) nous donne unnombre premier p tel que F ait une bonne rédution loale ave une proba-bilité d'erreur inférieure à ǫ et une taille ht(p) donnée par la proposition 20.La omplexité de ette étape, donnée par la proposition 29, est inluse dansnotre borne.Ensuite, on réduit les oe�ients de Mγ et Fn modulo p, et on véri�e que
p ne divise pas b = denom(F ). On note F n la rédution de Fn. Cette étaperequiert Õ (wht(Mγ) + wdxdyht(Fn) + ht(b) log p) opérations binaires.On peut alors fatoriser le polyn�me Mγ sur Fp pour un oût de Õ (w2 +
w log p) opérations dans Fp, et don Õ (w2 log p + w log2 p) opérations bi-naires. On hoisit alors un fateur irrédutible M de degré minimal. Lesoe�ients de F n doivent être réduits modulo M et p. Il y a (dx + 1)dyoe�ients et haque division implique Õ (w) opérations dans Fp. Le piredes as pour l'algorithme RNPuiseux apparaissant dans le as où M est dedegré w, on peut borner le oût de l'appel de fontion RNPuiseux(Fpw ,F )par Õ (d3

yd
2
x + d2

ydxw log p) opérations dans Fpw d'après le théorème 13. Letotal est don majoré par Õ (d2
ydxw[dydx + w log p+ ht(Mγ) + ht(Fn)] log p)opérations binaires. En prenant en ompte la borne pour ht(p) = log p, et enappliquant quelques majorations grossières, on obtient le résultat.Proposition 30. L'algorithme GMCGoodPrime(F,Mγ, ǫ) retourne le premier

p en Õ (wd2
xd

3
y[ht(F ) + wht(Mγ)] + log ǫ−1) opérations binaires.Démonstration. On applique le même raisonnement que dans la preuve dela proposition 29, en onsidérant les nombres engendrés par l'algorithmeGMCGoodPrime. 104



Théorème 17. Étant donné un nombre réel ǫ véri�ant 0 < ǫ ≤ 1, il existe unalgorithme probabiliste de type Monte-Carlo qui alule l'arbre de polygonesde F au-dessus de haque point ritique �ni de F ave une probabilité d'erreurinférieure à ǫ et un nombre d'opérations binaires en :
Õ (d3

yd
2
xw

2 log2 ǫ−1[ht(Mγ) + ht(F )])Démonstration. Il su�t d'appliquer les mêmes arguments que eux de lapreuve du théorème 16 en utilisant les résultats des propositions 20 et 29,ainsi que le théorème 14.2.4 Calul numérique des développements dePuiseuxÀ l'aide des aluls modulaires dérits dans la partie 2.2, nous obtenonsl'arbre des polygones T (F ). Cette setion est dédiée au alul numérique desséries de Puiseux à partir des données exates ontenues dans l'arbre T (F ).Le travail présenté dans ette partie n'a pas prétention à être omplet : nousne prenons pas ii en ompte la préision numérique néessaire pour les al-uls, ni la propagation des erreurs numériques. De e fait, nous ne fournissonspas ii d'algorithmes erti�és. En pratique, nous nous ontenterons d'ajouterun nombre de hi�res de préision égal au logarithme du nombre d'opérationsnéessaires à l'algorithme pour garder les erreurs numériques sous ontr�le.La erti�ation du résultat reste don un travail ouvert.Une première esquisse de e travail a été publié dans [Pot07, setion 5℄.Dans et artile, nous utilisons un algorithme basé sur l'algorithme lassiqueCNPuiseux (voir la setion 2.1.3), qui utilisait un �ltre à deux étages : l'unsur les polygones de Newton [Pot07, setion 5.3℄, et l'autre sur les partitions[Pot07, setion 5.4℄. Dans ette thèse, nous adoptons une stratégie similaire,en onservant notamment ette notion de �ltre à deux étages. En e quionerne le tri utilisant les polygones de Newton, nous garderons la stratégieemployée dans [Pot07℄. Par ontre, nous proposons une approhe di�érenteen e qui onerne le tri utilisant les partitions. En e�et, l'approhe propo-sée dans [Pot07℄, basée sur un théorème de B. T. Smith [Smi70℄, ne tenaitpas ompte de la littérature plus réente. Ii, nous nous appuyerons sur lestravaux e�etués sur les pgd approhés, et plus partiulièrement eux uti-lisant la déomposition en valeur singulière. Pour des raisons de rédation,nous ferons référene aux travaux de Z. Zeng [Zen03, Zen04, Zen05℄. Néan-moins, toute méthode de alul de pgd approhé utilisant la déomposition105



en valeur singulière peut être utilisée pour notre méthode. De plus, d'autresapprohes que elles utilisant la déomposition SVD peuvent être elles aussiutilisées, même si ela néessite très ertainement un peu de travail en equi onerne la partie permettant de trouver le degré du pgd alulé. Noustenons à remerier Mark van Hoeij pour avoir noti�é l'idée d'utiliser la dé-omposition SVD au sein de et algorithme, ainsi qu'Olivier Ruatta pour lesexpliations fournies sur le alul de pgd approhés.En�n, pour simpli�er les expliations, nous supposons pour l'instant quenous alulons les développements de Puiseux au-dessus du point x = 0.Nous expliquerons omment traiter le as général à la �n de ette setion.De plus, nous utiliserons la notation suivante : un polyn�me H̃ représenteraune approximation du polyn�me exat H .Si l'on onsidère le point x = 0, on peut alors dérire la situation initialede la manière suivante :1. À la première étape de l'algorithme, nous avons une approximationnumérique F̃ du polyn�me F . La raine de l'arbre T (F ) nous donneégalement son polygone exeptionnel EN (F ). De e fait, pour haquearête ∆, nous obtenons une approximation φ̃∆ du polyn�me araté-ristique φ∆.2. Ensuite, le sommet de profondeur 1 de T (F ) assoié à l'arête étiquetéepar ∆ nous donne la partition [φ∆]. Connaissant les multipliités desraines du polyn�me φ∆, il est possible de aluler une approximationdes raines de φ∆. Cei est par exemple traité dans la setion 3 de[Zen03℄. Nous dérirons ei dans la setion 2.4.2.3. Finalement, il se peut que nous obtenions plusieurs approximationsnumériques orrespondant à di�érentes raines de φ∆ ayant la mêmemultipliitéM . Chaune de es raines dé�nit un nouveau polyn�me H̃.À et ensemble de polyn�mes orrespond l'ensemble des sous-arbres de
T (F ) dont les arêtes initiales sont étiquetées par (∆,M). Néanmoins,omme il n'y a auune orrespondane anonique entre K et Fp, nousne pouvons établir de bijetion entre les sous-arbres de T (F ) étiquetéspar ∆ et M et les polyn�mes H̃. De e fait, nous traiterons les poly-n�mes orrespondant à la même arête ∆ et à la même multipliité Msimultanément.Ensuite, nous trierons les polyn�mes en fontion des sous-arbres dans lasuite de l'algorithme. Plus préisément, a�n de onneter les polyn�mes nu-mériques obtenus aux feuilles de l'arbre T (F ), nous utilisons un �ltre à deuxétages :� Tout d'abord, nous séparons les polyn�mes numériques en fontion de106



leur polygones de Newton. Cette partie sera e�etué à l'aide de l'algo-rithme Tri-Polygones que nous dérirons dans la setion 2.4.1.� Puis nous séparons les polyn�mes approhés ayant le même polygonede Newton en fontion des multipliités des raines de leurs polyn�mesaratéristiques. Cette partie, traitée par l'algorithme Tri-Partitions,est dérite dans la partie 2.4.2.Il se peut que e faisant, ertains polyn�mes ne soient pas séparés lorsde e proessus de �ltrage. Néanmoins, nous avons alors obtenu l'ensembledes polygones de Newton et l'ensemble des partitions de leurs polyn�mesaratéristiques. De e fait, nous avons eu toutes les informations exatesnéessaires pour suivre l'algorithme numériquement jusqu'à e point. On seretrouve don dans la même situation que dans le as initial : il nous resteune liste de polyn�mes numériques que nous séparerons ultérieurement sinéessaire.Dé�nition 25. Nous dirons que deux polyn�mes numériques H̃1 et H̃2 sontfrères s'ils sont dé�nis par l'algorithme Numerial-NPuiseux à partir deséries d'arêtes et sommets de T (F ) étiquetées identiquement.Avant de dérire les algorithmes qui nous permettent de faire ela, nousallons ommener par traiter un exemple qui illustre le proédé de �ltre àdeux étages. Cet exemple est dérivé d'un exemple présenté sur un poster lorsde la onférene ISSAC 2007. On peut noter que et exemple ne présenteauune di�ulté numérique : il a ii uniquement une fontion illustrative duproessus de �ltrage.Nous onsidérons ii un polyn�me F ∈ K[x, y] de degré 68 en y et 60 en x.Après aluls modulaires, nous obtenons que les yles de séries de Puiseuxont la forme suivante :(1) y = x1/2(α + x1/3(· + x1/12(· + . . . )))(2) y = x1/2(α + x1/3(· + x1/12(· + . . . )))(3) y = x1/2(β + x1/2(a+ x1/2(· + . . . )))(4) y = x1/2(β + x1/2(a+ x1/2(· + . . . )))(5) y = x1/2(β + x1/2(a+ x1/2(· + . . . )))(6) y = x1/2(β + x1/4(· + x7/8(· + . . . )))(7) y = x1/3(· + x4/15(· + . . . ))(8) y = x1/3(δ + x1/3(b+ x1/3(· + . . . )))(9) y = x1/3(δ + x1/3(ǫ+ x1/6(· + . . . )))(10) y = x1/3(δ + x1/3(ǫ+ x1/6(· + . . . )))107
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Fig. 2.6 � Suivre l'arbre des polygonesIi, les oe�ients représentés par des · sont des oe�ients non nuls in-déterminés. Les oe�ients représentés par une même lettre greque sont desoe�ients non nuls et égaux. En�n, les lettres a et b représentent des poten-tiels oe�ients nuls, 'est-à-dire des oe�ients nuls modulo p. Il nous fautdon aluler numériquement es oe�ients. S'ils sont e�etivement nuls,on obtiendra des petites valeurs numériques, dont on peut espérer qu'ellesn'in�ueront pas sur l'évaluation des séries. À l'aide de es données aluléesmodulo p, on peut onstruire l'arbre des polygones T (F ).Sur la �gure 2.6, nous avons représenté l'ensemble des polygones de New-ton génériques onsidérés, ainsi que la fatorisation sans fateur arré numé-rique des di�érents polyn�mes aratéristiques renontrés au fur et à mesurede l'algorithme. Cette �gure n'est pas don une représentation préise de
T (F ), même si elle ontient l'ensemble des informations ontenues dans e108



dernier (exepté le polygone exeptionnel EN (F ) qui ne présente pas iid'intêret).Nous allons détailler les deux situations qui apparaissent au niveau dessymboles (⋆) et (⋆⋆) de la �gure 2.6.Tout d'abord, si l'on onsidère le polyn�me aratéristique assoié à l'arêtede pente 1/3 de GN (F ), nous obtenons deux raines 0.25 et 1 de même mul-tipliité 5. Nous ne pouvons don pas les séparer à e stade de l'algorithme. Àl'étape suivante, au niveau du symbole (⋆), nous avons don deux polyn�mesnumériques, ainsi que deux sous-arbres de T (F ). Ces sous-arbres possèdentune raine étiquetée par deux polygones de Newton di�érents. Cela va donnous permettre de di�érenier nos deux polyn�mes numériques : en onsidé-rant le oe�ient en x4 de es polyn�mes, on obtient deux oe�ients 0. et
1. ; ainsi, le premier polyn�me numérique orrespond au polygone de Newtonde droite, et le seond à elui de gauhe. Nous onnaissons don maintenantle polygone de Newton de haun de nos polyn�mes numériques, e qui nouspermet de ontinuer nos aluls. Nous avons ii e�etué le premier étage denotre �ltre : il s'agit de l'utilisation de l'algorithme Tri-Polygones, déritdans la setion 2.4.1.De la même façon, le polyn�me aratéristique dé�ni par l'arête de pente
2/3 du premier polygone de Newton de la olonne de gauhe, situé au-dessusdu symbole (⋆⋆), possède deux raines 1. et 0.125 ayant la même multipliité
2. Par ontre, à l'étape suivante, les deux polygones de Newton fournis par
T (F ) sont identiques, de même que la struture de multipliité de l'uniquearête de e polygone. Il ne nous est don pas possible de séparer les deuxpolyn�mes numériques. Mais nous possédons quand même leurs polygones deNewton, ainsi que leur struture de multipliité. Cela nous permet don deonduire nos aluls numériques. À la �n, nous �nissons le alul de la partiesingulière sans avoir pu séparer es deux yles selon les branhes de T (F ).Mais ela ne nous est pas néessaire, tant que nous onnaissons les polygonesde Newton et les strutures de multipliité des polyn�mes aratéristiques.Nous allons maintenant donner la desription de la partie numérique denotre algorithme, qui est donnée par la proédure Numerial-NPuiseux.Étant donné que nous faisons des aluls numériques, la notion de ratio-nalité est ii inutile. Cet algorithme est don basé sur l'algorithme lassiqueCNPuiseux. De plus, pour pouvoir relier les aluls numériques aux informa-tions exates ontenus dans T (F ), nous utilisons deux algorithmes intermé-diaires, Tri-Polygones et Tri-Partitions, dérits respetivement dans lesparties 2.4.1 et 2.4.2. En�n, omme l'algorithme traite plusieurs polyn�messimultanément, il est néessaire de onnaître, pour haque appel réursif, la109



préédente raine qui a permis de aluler le polyn�me H̃ onsidéré. En ef-fet, dans la phase de �remontée� de l'algorithme (la dernière boule Pour del'algorithme), ette raine est néessaire. Ainsi, nous utilisons également latable T pour établir es onnexions.Numerial-NPuiseux(H,L)Entrée :
H : un ensemble de (H̃, θ̃) où :� les H̃ sont des polyn�mes numériques ayant des anêtres égaux dans
T (F ),� θ̃ est la dernière raine utilisée pour aluler H̃ (θ̃ = 0 pour l'appelinitial).
L l'ensemble des arbres de polygones possibles pour les éléments de
H.Sortie :ECHEC si la préision des approximations ne permet pas de onlure.Sinon, pour haque polyn�me H̃ de H,� un ensemble de quadruplets {[G̃i, Pi, Q̃i, [ξ̃i, H̃i]]}i, où :
• H̃i est un polyn�me numérique,
• ξ̃i est l'approximation numérique de la raine du dernier polyn�mearatéristique qui a permis de dé�nir e quadruplet
• les triplets {[G̃i, Pi, Q̃i]}i forment une approximation numériqued'un ensemble de représentants pour :- les yles de H au-dessus 0 pour l'appel initial,- les yles de H qui s'annulent en x = 0 pour les appels réursifs.Début

S0 ← Tri-Polygones(H,L)Pour haque (P,HP ,LP) dans S0 faireSi P = ((0, 1), (1, 0)) alorsRetourner ∪(H̃,θ̃)∈HP
{[H̃, x, y, [θ̃, H̃]]}Fin

S1,S2 ← Tri-Partitions(P,HP ,LP)Si S1 = ECHEC alors Retourner ECHEC FinPour haque arête ∆ de P faireCaluler m, q, lPour haque (H′,L′) dans S1 faire
# Chaque raine du sous-arbre T ∈ L′ est étiquetée par la même
# partition M = (Mα1

1 . . .Mαs
s ).Pour i allant de 1 à s faire

Hi ← {}Pour haque (H̃, θ̃) dans H′ faire110



ξ ← S2[H̃,∆]Pour j = 1 . . . αi faire
α̃← ξ̃

1/q
ij

# Les ξ̃ij sont les raines de multipliité Mi dans ξ̃
H̃0 ← H̃(xq, xm(α̃+ y))/xl

Hi ←Hi ∪ {(H̃0, α̃)}
T [α̃, H̃0]← [θ̃, H̃]FinFin

S3 ← Numerial-NPuiseux(Hi ,Li)
#Li est l'ensemble des sous-arbres orrespondant à HiSi S3 = ECHEC alors Retourner ECHECPour haque [G̃, P, Q̃, [β̃, H̃ ]] dans S3 faire
R← R∪ {[G̃, P q, Pm(β̃ +Q), T [β̃, H̃]]}FinFinFinFinFinRetourner RFin

2.4.1 Relier les polyn�mes aux polygonesDans ette partie, nous dérivons, sans néanmoins le formaliser, l'algo-rithme Tri-Polygones. Nous avons don un ensemble H de polyn�mes nu-mériques H̃, ainsi que l'ensemble L des sous-arbres de T (F ) orrespondantà es polyn�mes.Tri-Polygones(H,L)Entrée :
H : une liste de ouples {(H̃, θ̃)} où :� les H̃ sont des polyn�mes numériques frères dans T (F ),� θ̃ est la dernière raine utilisée pour aluler H̃ (θ̃ = 0 pour l'appelinitial).
L : l'ensemble des arbres de polygones assoiés aux éléments de HSortie : 111



Pour haque polygone de Newton P qui étiquette la raine d'un arbrede L, un triplet (P,HP ,LP) où :� HP est la liste de polyn�mes numériques dont le polygone de Newtonest P.� LP est l'ensemble des arbres de polygones de L ayant P pour raine.Pour dérire et algorithme, nous introduisons :� D = {P1, . . . ,Pr}, l'ensemble des polygones de Newton distints quiétiquettent les raines des arbres de polygones dans L,� n = [n1, . . . , nr], un ensemble d'entiers tel que nk est le nombre d'arbresde polygones dans L ayant pour raine Pk.Nous sindons H en fontion des polygones Pj de la façon suivante :1. Si r = 1, alors retourner l'ensemble (H,L).2. On alule l'enveloppe onvexe inférieure P de l'union des polygonesde Newton dans D.3. Il existe un point (i, j) ∈ P qui appartient à l'un des Pk, mais pas àl'ensemble des polygones. On pose alors D1 = {Pk | (i, j) ∈ Pk} et
D2 = D\D1. On notera e dernier D2 = {Pk1, . . . ,Pkr

}.4. Ensuite, on trie les éléments de H par valeur déroissante de la valeurabsolue de leur oe�ient en xjyi, puis on sinde les éléments de Hde la manière suivante : les N1 = nk1 + · · · + nkr
premiers polyn�mesforment un ensemble H1, et les autres forment un ensemble H2.5. En�n, nous appliquons réursivement l'algorithme Tri-Polygones auxouples (D1,H1) et (D2,H2), obtenant ainsi deux ensembles R1 and

R2. Nous retournons en�n l'ensemble R1 ∪R2.2.4.2 Relier les polyn�mes aux partitionsNous onsidérons maintenant l'algorithme Tri-Partitions. Nous dispo-sons don d'un ensemble H′ = {H̃i}1≤i≤s de polyn�mes numériques qui ont lemême polygone de Newton P, ainsi que l'ensemble des sous-arbres de T (F )assoiés à es polyn�mes. Nous onsidérons ii une arête ∆ de P, et notrebut est de aluler, pour haque polyn�me aratéristique φ̃(i)
∆ dé�ni par H̃iet ∆, une approximation numérique de ses raines, en respetant la struturede multipliité [φ

(i)
∆ ]. Nous rappelons que [φ

(i)
∆ ] n'est pas onnu, mais que l'ononnaît uniquement un ensemble de andidats donnés par T (F ).Plus préisément, haque polyn�me exat Hi dé�nit un polyn�me ara-téristique assoié à l'arête ∆, que nous noterons dorénavant Pi. Ce polyn�me112



Pi possède une struture de multipliité [Pi]. Nous ne disposons pas des po-lyn�mes exats, mais uniquement d'une approximation H̃i, et don d'uneapproximation P̃i des Pi. Nous souhaitons don trouver une approximationdes raines multiples de polyn�mes onnus de manière inexate.Pour e faire, nous proposons une stratégie s'appuyant sur la déomposi-tion en valeur singulière. Pour simpli�er la rédation, nous faisons unique-ment référene aux travaux de Z. Zeng dans [Zen03, Zen05℄, dont le but estpréisément de aluler les raines multiples de polyn�mes onnus de manièreinexate. Outre le fait que es travaux soient reonnus par la ommunauté dualul formel pour leur qualité, nous verrons omment l'utilisation de la dé-omposition en valeur singulière (SVD) permet d'utiliser l'information exateque nous possédons, à savoir les s partitions de d = deg(P1) = · · · = deg(Ps),orrespondant à l'ensemble des strutures de multipliité des polyn�mes
(P1, . . . , Ps).Nous allons don ommener par dérire les idées utilisées dans la stratégiedéveloppée dans [Zen03, Zen05℄, avant de montrer omment utiliser la listedes strutures de multipliité.Stratégie développée par Z. ZengDans [Zen03, Zen05℄, Z. Zeng présente deux algorithmes, qui utilisés en-semble, permettent de aluler les raines multiples d'un polyn�me dont lesoe�ients sont onnus de manière inexate. Le premier algorithme, déritdans la setion 3 de es artiles, permet de aluler à une grande préision esraines à partir des multipliités des raines, ainsi qu'une première approxi-mation des raines. Suivant [Kah72℄, l'auteur transforme le problème en unproblème des moindres arrés sur une variété dé�nie à l'aide de la struturede multipliité.Le seond algorithme, dérit dans la setion 4 de [Zen03, Zen05℄, alulel'approximation initiale néessaire au premier algorithme, ainsi que les multi-pliités des raines du polyn�me. Pour ela, et algorithme utilise des alulsde plus grand diviseur ommun (pgd) de polyn�mes approhés et de leurdérivée, pour obtenir une fatorisation sans fateur arré du polyn�me onsi-déré.Avant de rentrer plus en détail dans et algorithme, nous allons ommenerpar rappeler la dé�nition du plus grand diviseur ommun approhé. En e�et,le alul exat du pgd de deux polyn�mes est un problème mal onditionné :la plupart du temps, si l'on onsidère deux polyn�mes ayant un pgd nontrivial, et que l'on applique l'algorithme symbolique du alul de pgd à une113



approximation de es deux polyn�mes, on obtient un pgd onstant. Pourrésoudre e problème, de nombreux auteurs ont étudié le alul d'un pgdapprohé de deux polyn�mes onnus de manière inexate (voir par exemple[Zen04℄ pour une bibliographie détaillée).Suivant [Zen03℄, nous rappelons les propriétés dé�nissant le plus granddiviseur ommun approhé de deux polyn�mes P et Q, que nous noterons
u = agcd(P,Q) :1. Proximité : u est le pgd exat de deux polyn�mes P0 et Q0 prohe desdeux polyn�mes P et Q,2. Degré maximal : u est le polyn�me de plus grand degré parmi les poly-n�mes prohes de P et Q,3. Distane minimale : Le ouple (P0, Q0) minimise la distane entre

(P,Q) et l'ensemble des polyn�mes dé�nissant un pgd de degré deg(u).Il existe di�érentes méthodes pour aluler un tel pgd approhé. Celleprésentée dans les travaux de Z. Zeng est basée sur la déomposition envaleur singulière, et a été introduite dans [CGTW95℄. L'algorithme II de[Zen03, Zen05℄ utilise ette déomposition : elle permet de trouver le degrédu pgd herhé, et ainsi, en faisant des appels suessifs à l'algorithme dealul de pgd, la struture de multipliité du polyn�me onsidéré.Plus préisément, étant donné deux polyn�mes P et Q, il existe r valeurssingulières nulles de la matrie de Sylvester de P et Q, où r est le degré de
pgcd(P,Q). L'intérêt de ette déomposition est qu'elle est numériquementstable. De e fait, si les polyn�mes P et Q sont légèrement perturbés, il y aura
r valeurs singulières �petites�. Ainsi, l'idée est que si un seuil de tolérane estdonné en entrée de l'algorithme, il est possible de déterminer le degré dupgd herhé en omptant le nombre de valeurs singulières inférieures à unnombre dépendant de e seuil (voir [Zen05, setion 4.4℄ pour plus de détailssur e seuil). De plus, pour éonomiser des aluls, il est possible de alulerles valeurs singulières par valeur déroissante.En�n, le veteur singulier à droite de la déomposition SVD fournit uneapproximation initiale des polyn�mes v et w tels que, si u = agcd(P,Q),
P = u · v et Q = u · w. À l'aide de ette donnée, on peut trouver unepremière approximation de u en résolvant un système linéaire. Ensuite, ettepremière approximation du triplet (u, v, w) est ra�née à l'aide d'une itérationde Gauss-Newton qui permet de trouver le pgd herhé.En suivant e proédé, étant donné un polyn�me f , on peut ainsi aluler
u0 = agcd(f, f ′), puis u1 = agcd(u0, u

′
0) et. En reommençant jusqu'à obte-114



nir un pgd onstant, on obtient �nalement une fatorisation sans fateursarrés de f , et don la struture de multipliité de f , ainsi qu'une approxima-tion des raines multiples en utilisant un algorithme lassique de résolutionnumérique sur la partie sans arré de f .Utilisation de l'ensemble des partitions de d0 = deg(P (k))Comme vu dans l'introdution de ette setion, nous disposons en plusdes s polyn�mes P̃ (k) de même degré d0, de l'ensemble des s partitions de
d0 orrespondant à l'ensemble des strutures de multipliité des P (k). Unepremière stratégie pourrait don être la suivante :1. Caluler les raines multiples des polyn�mes P̃ (k) à l'aide des algo-rithmes de Z. Zeng,2. Véri�er que l'ensemble des strutures de multipliité trouvées orres-pond à l'ensemble des partitions données par les aluls modulaires.Néanmoins, il est possible d'utiliser la liste de partition à notre dispositionau sein de l'algorithme de alul de pgd approhé. En e�et, omme nouspossédons l'ensemble des strutures de multipliité des P (k), nous possédonsdes andidats pour les degrés de l'ensemble des pgd approhés alulés lorsde l'algorithme de Z. Zeng. Il est ainsi possible de séparer les polyn�mes
P (k) à haque alul de pgd e�etué dans les algorithmes de Z. Zeng. Deplus, ela nous permet d'obtenir un algorithme qui ne néessite pas d'utiliserde seuil de tolérane pour les valeurs singulières, omme e serait le asave une utilisation direte des algorithmes de Z. Zeng. Ce travail de tri àl'aide des pgd suessifs est présenté dans l'algorithme réursif Tri-pgd.Pour haque polyn�me P̃ (k), nous dé�nissons maintenant la suite de triplets(
ũ
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t−1) > 0Le prinipe de l'algorithme Tri-pgd est de aluler la suite de triplets ainsidé�nie, qui permet ensuite de aluler la déomposition sans fateurs arrésdu polyn�me P̃ . Ainsi, on fera appel à et algorithme ave une liste U =

{[(P̃ (k), 1, 1)]}1≤k≤s, puis à l'appel réursif, on ajoutera le triplet assoié aupgd de P̃ (k) et P̃ (k)′ à haque élément de ette liste, et.115



En�n, et algorithme utilise la fontion intermédiaire Diminuer, qui à uneliste d'entiers [α1, . . . , αs] assoie la liste [αi − 1 | αi > 1]. De plus, si l estune partition, nous notons #l son ardinal. Par exemple, on a #[122331] = 6.Tri-pgd(U ,L, dr)Entrée :
U = {[
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ũ
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r , 1 ≤ k ≤ s ont le même degré.
dr : le degré des polyn�mes ũ(k)

r onsidérés.
L : une liste de ouples {(l(k),L(k))}1≤k≤s où :� l(k) est une partition de dr,� L(k) est l'arbre de polygones d'où provient l(k).Sortie :ECHEC si la préision des approximations ne permet pas deonlure.Sinon, un ensemble de ouples {(U ′,L′)} où :� U ′ est une liste d'éléments [(ũ0, ṽ0, w̃0), . . . , (ũt, ṽt, w̃t)] de suitede triplets omme dé�nie préédemment.� L′ est l'ensemble des arbres de polygones assoiés aux élémentsde U ′.Début1. Si dr = 0 alors Retourner
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Lα ← {(Diminuer(l(k)),L(k)) | d−#l(k) = α}
R ← R, Tri− pgcd(Uα,Lα, α)Fin7. Retourner R.FinPour le alul des m plus grandes valeurs singulières (point 3 de l'algo-rithme Tri-pgd), on peut proéder de la manière suivante :� Caluler la plus grande valeur singulière assoiée à haque polyn�me

u
(k)
r , 1 ≤ k ≤ s.� Tant que m+s valeurs singulières n'ont pas été alulées, aluler la va-leur singulière assoiée au polyn�me dont la plus petite valeur singulièrealulée est la plus grande parmi l'ensemble suivant :

{plus petite valeur singulière alulée pour le polyn�me u(k)
r | 1 ≤ k ≤ s}En as dégalité, n'importe quel hoix parmi l'ensemble des plus petitesvaleurs onvient, exepté s'il ne reste plus qu'une valeur singulière àaluler (dans e as, on retourne ECHEC). De plus, si l'on a déjà aluléles dr valeurs singulières assoiées à l'un des polyn�mes, on ignore epolyn�me pour le hoix des valeurs singulières à traiter.En e qui onerne le alul des valeurs singulières par valeurs dérois-santes, nous renvoyons le leteur aux travaux de Z. Zeng.Ainsi, l'un des intérêts de et algorithme est qu'il ne néessite pas dedé�nir un seuil de tolérane. En e�et, 'est ii la donnée des strutures demultipliité qui nous permet de savoir quand arrêter le alul des valeurssingulières.En�n, nous pouvons maintenant dérire l'algorithme Tri-Partitions :Tri-Partitions(P,H,L)Entrée :

P : un polygone de Newton,
H : une liste de polyn�mes numériques {H̃} ayant le même polygonede Newton P,
L : l'ensemble des sous-arbres de T (F ) assoiés à es polyn�mes H̃,Sortie : 117



R une liste ontenant, pour haque ensemble de partition {[φ∆]}∆∈P ,où haque [φ∆] étiquette le �ls d'arête ∆ de P du même sous-arbre de
L, un ouple (H′,L′) tel que :� H′ est une liste de polyn�mes numériques dont haque polyn�mearatéristique φ̃∆ assoié à l'arête ∆ de P a pour partition [φ∆].� L′ est l'ensemble des éléments de L tel que haque �ls de P d'arêteétiquetée par ∆ est étiqueté par la partition [φ∆].
S une table à double entrée telle que S[H̃,∆] donne les raines mul-tiples du polyn�me aratéristique assoié à H̃ et ∆.Début
R← {(H,L)}Pour haque arête ∆ de P faireCaluler d∆ la longueur de ∆ divisée par q
R1 ← {}Pour haque ouple (H0,L0) ∈ R faire
H1 ← {}Pour haque polyn�me H̃ ∈ H0 faireCaluler φ̃∆ le polyn�me aratéristique assoié à H̃
H1 ← H1 ∪ {[H̃, φ̃∆]}Fin

L1 ← {}Pour haque sous-arbre T ∈ L0 faireExtraire la partition l0 qui étiquette le fils d'arête
∆ de P

L1 ← L1 ∪ {[l0, T ]}Fin
R0 ← Tri-pgd(H1,L1,d∆)Si R0 =ECHEC alors Retourner ECHEC,ECHEC FinPour haque ouple (U ,L0) ∈ R0 faireDéfinir H0 l'ensemble des polyn�mes bivariés orres-pondant aux polyn�mes aratéristiques de U
R1 ←R1 ∪ {(H0,L0)}Pour haque [H̃, (ũ0, ṽ0, w̃0), . . . , (ũt, ṽt, w̃t)] ∈ U faireCaluler l'ensemble ξ des raines multiples de P̃ àpartir des triplets (ũi, ṽi, w̃i)1≤i≤t [Zen05, setion 4.3℄
S[H̃,∆]← ξFinFinFin

R← R1 118



FinRetourner (R,S)Fin2.4.3 Cas généralDans ette setion, nous avons pour l'instant onsidéré que nous étions au-dessus du point x = 0. Si l'on souhaite traiter les développements de Puiseuxau-dessus de n'importe quel point ritique, ela demande d'e�etuer plusqu'un simple hangement de variable x ← x + x0. Une telle stratégie seraitsu�sante si l'on onnaissait la fatorisation symbolique du disriminant de
F en y. En e�et, on pourrait alors, pour haque fateur irrédutible :1. Caluler une raine x0 de e fateur modulo p, e�etuer un hangementde variable x ← x + x0 modulo p, puis aluler l'arbre des polygones

T0(F ) du polyn�me ainsi dé�ni. Nous rappelons que, omme haqueraine engendre le même arbre de polygone, n'importe quel hoix deraine onvient.2. Caluler l'ensemble des raines numériques du fateur irrédutible on-sidéré, puis pour haque raine x̃1, faire le hangement de variable x←
x+x̃1 et appliquer l'algorithme Numerial-NPuiseux en suivant l'arbrede polygones T0(F ).Néanmoins, aluler la fatorisation dans K[x] du disriminant de F en ypeut s'avérer oûteux. Pour éviter e alul, on peut se ontenter de alulerla fatorisation modulo p du disriminant, pour laquelle on dispose d'algo-rithmes rapides. Puis, pour haque fateur irrédutible de ette fatorisation,on alule l'arbre des polygones dé�ni par le polyn�me translaté de l'une desraines de e fateur irrédutible. Ensuite, on alule l'ensemble des rainesmultiples numériques du disriminant à l'aide de la struture de multipliitéobtenue modulo p. À nouveau, omme il n'y a pas de orrespondane entre

Fp et K, il n'est pas possible de relier les polyn�mes numériques dé�nis partranslation à partir des raines numériques de multipliité M aux arbres depolygones orrespondants à es polyn�mes (qui ont été alulés à partir desraines de multipliitéM modulo p).Ainsi, nous traiterons es raines simultanément, faisant appel à l'algo-rithme Numerial-NPuiseux ave es deux ensembles. Nous séparerons esensembles dans la suite de l'algorithme à l'aide du proessus de �ltre à deuxétages dérit préédemment. 119



2.5 ExemplesDurant ette thèse, nous avons programmé un prototype de l'algorithmeNumerial-NPuiseux. Par manque de temps, e dernier n'utilise pas à l'heurede la rédation les algorithmes basés sur les travaux de Z. Zeng présentés dansla setion 2.4.2, mais suit l'algorithme proposé dans [Pot07℄. Néanmoins, eprototype donne des résultats enourageant autant sur le point de la stabiliténumérique que sur les temps de alul. Ce prototype a été réalisé ave Maple,et les exemples présentés ii ont été alulés ave Maple 10.Notons Ma,d(x) le polyn�me xd − 2(ax− 1)2. Cette famille de polyn�mesvient de [Mig92, page 170℄. La spéi�ité du polyn�me Ma,d(x) est qu'il pos-sède deux raines réelles distantes de moins de 2a−
d+2
2 .Le premier exemple illustre la stabilité numérique onstatée. Nous onsi-dérons ii le polyn�me F1(x, y) = y3 −M10,5(x). Dans notre algorithme demonodromie (voir le hapitre 3), nous avons besoin de aluler les séries dePuiseux au-dessus des raines du polyn�me M10,5(x) à l'ordre 16

3
. Nous om-parons ii le nombre de hi�res exats des oe�ients obtenus de deux façonsdi�érentes :� en alulant les développements de Puiseux symboliquement (utilisationde la ommande algurves[puiseux℄ de Maple) puis en les évaluantnumériquement (deuxième olonne),� en utilisant notre prototype (troisième olonne).La première olonne du tableau donne le nombre de hi�res de préision dela mantisse, 'est-à-dire la variable Digits de Maple.Digits évaluation numérique algorithme Numerial-NPuiseux10 0 740 0 3650 6 47On voit ii qu'à une préision donnée, notre algorithme donne de meilleursrésultats numériques que l'évaluation numérique des développements symbo-liques. De plus, on obtient un nombre de hi�res signi�atifs très prohe dela variable Digits utilisée.Nous donnons maintenant un deuxième exemple illustrant e phénomène :nous onsidérons le polyn�me F2(x, y) = (y3−M10,6(x))(y

3−M10,3(x))+y
2x5.Son disriminant en y possède un fateur irrédutible P (x) ∈ Z[x] de degré

30, ave ertains oe�ients plus grands que 1013. Nous nous intéressons120



ii uniquement au premier oe�ient non nul des séries de Puiseux dé�niesau-dessus des raines de P (x), elui de x 1
2 . On obtient alors :Digits évaluation numérique algorithme Numerial-NPuiseux10 0 420 0 1530 5 29En�n, nous onsidérons une famille de polyn�mes dé�nis de la manièreréursive suivante :

Gn(x, y) =
(
y⌈n

2 ⌉ − P⌈n
2 ⌉(x)

)
G⌊n

2 ⌋(x, y)où
Pn0(x) =

1

n0
3!
x

(
xn0 + (n0 − 1) x− 1

n0!

)
.Les séries de Puiseux au-dessus de 0 des polyn�mes Gn ont leur oe�ientsdans Q. En l'absene de nombre algébrique, les aluls symboliques ne sontdon pas handiapés par les extensions de orps.Nous faisons ii les aluls ave 10 hi�res de préision en e qui onerneles aluls numériques. Nous nous intéressons ii aux temps de alul, om-parant les temps mis par l'algorithme symbolique algurves[puiseux℄ deMaple et par l'algorithme Numerial-NPuiseux(inluant le alul de T (F ))pour aluler la partie singulière des développements de Puiseux au-dessus de

0. Nous donnons également le nombre de hi�res exats obtenus pour les oef-�ients des séries de Puiseux en utilisant l'algorithme Numerial-NPuiseux.Polyn�me algorithme symbolique algorithme Numerial-NPuiseuxonsidéré temps en seonde temps en seondes préision
G8 0.031 0.029 9
G12 0.041 0.099 9
G16 2.3 0.221 9
G20 0.751 0.550 9
G24 2.889 0.920 9
G28 8.509 1.719 9
G32 30.820 5.040 92.6 Conlusions et PerspetivesLa méthode hybride que nous avons introduite nous permet de alulerune approximation numérique des séries de Puiseux au-dessus des points121



ritiques, ave une préision et une stabilité qui semble expérimentalementsatisfaisante. À notre onnaissane, ette façon de aluler en se servant dealuls modulaires pour guider des aluls numériques est nouvelle.En e qui onerne la partie modulaire de l'algorithme, le ritère de bonnerédution nous permet de erti�er l'exatitude des informations trouvées, etainsi de aluler l'arbre des polygones T (F ) à l'aide de aluls modulaires.De plus, la taille du premier p utilisé pour aluler l'arbre des polygones estpetit, 'est-à-dire logarithmique en la taille des entrées, si l'on utilise l'un desdeux algorithmes probabilistes MCGoodPrime ou LVGoodPrime. Le premierne erti�e pas l'exatitude du résultat, ontrairement au deuxième. De plus,dans le adre du alul du groupe de monodromie, nous avons déjà aluléle disriminant de F en y, e qui nous permet d'utiliser l'algorithme de typeLas-Vegas sans oût supplémentaire. En�n, dans le as où F est unitaireen y, nous avons donné de nouvelles bornes pour la omplexité de la partiemodulaire de notre algorithme, améliorant les résultats existants.Ensuite, nous avons montré omment utiliser et arbre de polygones pouraluler numériquement les développements de Puiseux. Nous avons ainsiprésenté un proessus de �ltre à deux étages pour pallier à la non orres-pondane entre Fp et C, e qui nous permet de onneter les informationsobtenues lors du alul modulaire aux aluls numériques. Nous avons no-tamment montré omment utiliser les travaux de Z. Zeng pour aluler lesraines multiples des polyn�mes aratéristiques en utilisant les struturesde multipliités potentielles fournies par l'arbre des polygones.Néanmoins, e travail reste ouvert. Tout d'abord, la omplexité de la par-tie modulaire de l'algorithme ne traite pas le as non unitaire. Il sembleraitpourtant que elui-i puisse se traiter dans la même omplexité que le asunitaire. Mais nous n'avons pas ahevé à l'heure atuelle la preuve d'un telrésultat. Ensuite, la partie numérique de et algorithme néessite enore dutravail : nous ne traitons pas ii la préision numérique néessaire, et nepouvons don obtenir de bornes sur la omplexité binaire de la partie nu-mérique. De même, nous ne gérons pas non plus la propagation des erreursnumériques. Ave de telles informations, il serait alors possible de erti�erl'algorithme, en prenant en ompte les bornes sur la préision des approxi-mations utilisées. De plus, il n'existe pas à l'heure atuelle d'implémentationde l'algorithme Tri-Partitions. Celui-i pourra se faire à partir du paque-tage développé par Z. Zeng pour Maple et Magma, où sont programmés lesalgorithmes dérits dans [Zen05℄, mais il n'est pas sûr qu'une utilisation dela stratégie dérite dans le paragraphe 2.4.2 ne néessite pas de reprendre leode proposé dans es paquetages. 122



Chapitre 3Calul du groupe de monodromied'une ourbe algébrique plane
Dans e hapitre, on onsidère un orps de nombres algébriques K, Ksa l�ture algébrique, et C = {(x0, y0) ∈ C2 |F (x0, y0) = 0} une ourbealgébrique plane, où F = ydy +

∑dy−1
k=0 ak(x)y

k ∈ K[x, y] est un polyn�me quenous supposerons sans fateur arré, unitaire et primitif en y. On notera dxle degré de F en x, et l'on supposera que e degré est stritement positif.L'objet de e hapitre est de dérire une méthode pour aluler le groupede monodromieM de la ourbe C. Une première version de e travail a étépubliée dans [Pot07℄.3.1 IntrodutionComme dans le hapitre 1, notons α1, . . . , αn l'ensemble des points ri-tiques omplexes de la ourbe C (omme préisé dans la setion 1.2.2 duhapitre 1, nous ne nous intéressons pas ii au point x = ∞). Le as n = 1étant faile à traiter, nous supposerons que n > 1 a�n d'éviter les as ex-trêmes dans notre raisonnement. Les points ritiques étant en nombre �ni,on peut hoisir un point de base régulier a ∈ C\{α1, . . . , αn} tel qu'il n'y aitpas deux points ritiques distints alignés ave le point a. On peut ensuiteordonner les points ritiques par valeur roissante de l'argument arg(αi− a),omme dans [TT84℄. Pour aluler le groupe de monodromieM, nous uti-liserons des hemins homotopes à eux de la �gure 3.1, puisque e sont eshemins que Tretko� et Tretko� utilisent dans [TT84℄ pour aluler l'homo-logie de la surfae de Riemann. Notre but est don de trouver la permutation123
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α1Fig. 3.1 � Chemins pour le monodromieengendrée par haun des laets γi de la �gure 3.1.Pour e faire, la méthode que nous proposons dans e hapitre suit leshéma lassique suivant :1. Pour haque laet γ, on hoisit une suite de points intermédiaires a =
x0, x1, . . . , xk = a.2. On alule les �bres F(xi) pour haque point intermédiaire.3. On apparie les éléments de F(xi) à eux de F(xi+1) bijetivement,de telle manière que deux éléments onnetés orrespondent au mêmeprolongement analytique (voir la �gure 3.2).Il existe d'autres méthodes qui suivent e shéma (voir la setion 3.2.1).C'est le hoix des hemins, ainsi que la façon dont les �bres sont alulées etonnetées, qui aratérisent la méthode.Dans e hapitre, nous reprenons les prinipes de la méthode dérite dans[Pot07℄. Les ontributions apportées par e travail sont les suivantes :� Nous utilisons un arbre de reouvrement minimum pour la distane eu-lidienne de l'ensemble V = {a, α1, . . . , αn}, ei a�n de réduire la lon-gueur totale des hemins que nous aurons à suivre. En e�et, le prolonge-ment analytique e�etué le long de haque portion de l'arbre ommune124
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Fig. 3.2 � Méthode � relier les �bres �à plusieurs laets ne sera e�etué qu'une seule fois. Nous proposons en-suite dans la partie 3.4 deux méthodes pour obtenir des hemins suivantet arbre qui soient homotopes aux γi. Ce dernier point reti�e les he-mins donnés dans [Pot07℄, qui n'étaient pas orrets : les ontraintesd'espae nous ont amené à simpli�er exagérément les expliations, quidonnaient de e fait des laets pas forément homotopes aux γi.� Nous relions les �bres entre deux points intermédiaires à l'aide de déve-loppements en série tronqués à un ordre ontr�lé. Nous donnons notam-ment des bornes sur les ordres de tronation a�n d'avoir des onnexionserti�ées (proposition 34). De plus, nous alulons de tels développe-ments au-dessus de points réguliers, mais aussi au-dessus des pointsritiques. Ces derniers dérivent les fontions lorsqu'elles sont prolon-gées le long d'un ar de erle autour d'un point ritique (proposition33), et nous donnent la monodromie loale (proposition 32).� En�n, dans la partie 3.5.2, nous étudions la omplexité du prolongementanalytique pour obtenir un ompromis entre les ordres de tronationet le nombre de points intermédiaires à utiliser pour haque arête del'arbre. Nous donnons aussi une borne sur le nombre total de pointsintermédiaires à onsidérer en utilisant ette méthode. Une premièrestratégie de ompromis entre le nombre de points intermédiaires et lesordres de tronation est présentée dans [Pot07℄. Celle proposée ii estun ra�nement de ette approhe.Pour �nir ette introdution, nous rappelons qu'étant donné un point x0 de
C, nous notons δ(x0) la distane entre x0 et son plus prohe point ritique (x0125



exepté s'il est lui même un point ritique). De plus, nous noterons ommedans le hapitre 1 X0 = C\{α1, . . . , αn} le plan omplexe privé des pointsritiques de F .3.2 État de l'artDans ette partie, nous dérivons brièvement les di�érentes approhes exis-tantes pour aluler le groupe de monodromie.3.2.1 Méthode � relier les �bres �Cette partie détaille les méthodes suivant la stratégie dérite dans la pré-édente setion.Dans [DvH01℄, Bernard Deonink et Mark van Hoeij dérivent l'algo-rithme qu'ils ont implanté en Maple (ommande monodromy du paquetagealgurves). Leur stratégie onsiste à éviter les points ritiques en hoisis-sant des hemins qui ontournent les points ritiques à une distane au moinségale à 2
5
δ(αi) pour haque point ritique αi. Ensuite, le prolongement analy-tique est e�etué de la manière suivante : étant donnés deux points suessifsd'un hemin x1 et x2, la �bre en x2 est approhée à l'aide d'un développementen série à l'ordre 1 au dessus de x1 ('est-à-dire en utilisant uniquement la dé-rivée première) ; ils onnetent haque point de la �bre en x2 à la plus proheestimation alulée à partir de F(x1), à ondition que les approximationssoient su�samment prohes (dans le as ontraire, un point intermédiaireest ajouté et le proédé est alors réitéré). Dans la plupart des as, et algo-rithme rend un résultat orret dans un temps plut�t rapide. Néanmoins, leritère de onnexion entre deux �bres n'est pas �able, et peut amener à demauvais résultats sur ertains exemples. De plus, le proessus de subdivisiondu hemin peut parfois être long (omme par exemple quand le hemin doitpasser entre deux points ritiques prohes), ou amener à des messages d'er-reur du fait d'un manque de préision utilisée pour les aluls, qui est dû à unontr�le empirique pour déteter les anomalies. On peut aussi noter que dufait de et empirisme, un alul de omplexité de et algorithme est di�ile.Pour résumer, le ode n'est pas omplètement �able et néessite parfois uneintervention humaine pour terminer.Exemple 25. Soit F (x, y) = y3−(x10−2 (10 x−1)2). Ce polyn�me a ommepropriété que deux de ses points ritiques, dont une approximation peut êtredonné par 0.09999929292 et 0.1000007071, sont à une distane inférieure à126



10−5. L'appel de fontion algurves[monodromy℄(F,x,y) e�etué ave unepréision de 10 hi�res retourne :Error, (in algurves/Permuted) Computation inaurate, uselarger value for DigitsLe même appel de fontion e�etué ave une préision de 12 hi�res retournele groupe de monodromie.Exemple 26. Soit F (x, y) = y4− 200 y2 +40 y− 2−x. Ce polyn�me a pourdisriminant ∆F = 2557952 − 25574403072 x − 5121536 x2 − 256 x3, dontune approximation des raines est donnée par : α1 = −10402.99505, α2 =
−9603.005051, α3 = 0.0001000200060. Ce polyn�me n'est pas intrinsèque-ment ompliqué : la seule di�ulté éventuelle est la di�érene de taille entreles raines du disriminant, puisque |α1|

α3
> 108. Relativement à ette di�é-rene, la di�érene entre les points ritiques α1 et α2 est don modérémentpetite, puisqu'inférieure à 103. Néanmoins, omme nous le verrons à la �n dee hapitre, il est possible de aluler le groupe de monodromie de F en utili-sant 10 hi�res de préision, et e tout au long des aluls. Mais la fontionalgurves[monodromy℄(F,x,y) de Maple néessite 60 hi�res de préisionpour que le programme se termine sans erreur.Pour résoudre les problèmes de onnexion, Mark van Hoeij et Mar Rybo-wiz (ommuniation personnelle) ont programmé un nouvel algorithme quiretourne un résultat erti�é. La erti�ation vient d'un théorème de B. T.Smith [Smi70℄, qui leur permet de aluler à haque étape une borne sur lalongueur du pas que l'on peut e�etuer pour avoir une onnexion �able. Lamajorité des aluls sont e�etués numériquement, mais ils utilisent aussi del'arithmétique d'intervalle et de l'arithmétique rationnelle exate pour pou-voir erti�er le résultat. Cela donne une méthode �able, mais qui sou�rede temps de alul longs, notamment dans le as où deux points ritiquessont prohes, où leur algorithme néessite de trop nombreux pas pour pas-ser entre. De plus, le alul de la longueur d'un pas permettant d'obtenir laerti�ation du résultat est oûteuxDans es deux méthodes, la présene de trop nombreux pas intermédiairesest dûe à la méthode de onnexion, et en e qui onerne la ommandealgurves[monodromy℄ de Maple, au fait que les auteurs utilisent des déve-loppements à l'ordre 1. Dans ette thèse, nous nous utiliserons des dévelop-pements tronqués à un ordre supérieur, et nous détaillerons un ompromisentre le nombre de pas à e�etuer et les ordres de tronation.127



3.2.2 Utilisation d'une équation di�érentielleIl existe de nombreux algorithmes permettant de trouver, à partir du po-lyn�me F , une équation di�érentielle dont les séries {Si(x)} sont solutions[Com64, CC86, CC87b, CSTU02, BCL+07℄. Une telle équation di�érentielledonne aès à des algorithmes e�aes pour aluler les développements ensérie des Si(x) [vdH99, vdH01, BCL+07, Mez07℄. Plus préisément, à l'aide del'équation de réurrene dé�nie par l'équation di�érentielle, il est possible dealuler les N premiers termes d'une série solution en un temps linéaire en N .De plus, plusieurs travaux ont été e�etués sur le prolongement analytique deséries solutions d'une équation di�érentielle [CC87a, CC90, vdH99, Mez07℄.Ainsi, on pourrait résoudre notre problème en alulant l'équation di�éren-tielle assoiée au polyn�me F , puis utiliser es outils.Mais es études sont basées sur l'hypothèse que l'on herhe une grandepréision pour le résultat. Dans notre as, nous n'avons pas besoin d'unegrande préision sur les séries étudiées, mais uniquement d'un nombre determes su�sant pour pouvoir onneter l'évaluation des séries à la �bre.De e fait, en pratique, nous avons besoin de développements en série àdes ordres qui ne sont pas su�samment grands pour pro�ter de la bonneomplexité asymptotique de es algorithmes. Or, les algorithmes utilisantl'équation di�érentielle ont une bonne omplexité en fontion du nombre determes souhaité N , mais pas forément en fontion des autres paramètrestels que dx, dy ou la taille des oe�ients. Même s'il n'y a auune di�ultéthéorique pour onstruire l'équation di�érentielle assoiée au polyn�me F , lataille de l'équation di�érentielle, ainsi que le temps de alul de ette équationdi�érentielle, peuvent être importants. En�n, étant donné que l'on onnaîtpréisément le polyn�me F , on peut aluler les �bres, et on est don ertainde ne pas s'éloigner des feuillets. Nous n'avons don pas hoisi de suivre etteapprohe.3.3 Prolongement analytiqueNotre méthode pour aluler le groupe de monodromieM est une méthodeutilisant le proessus de prolongement analytique. Nous ommençons donpar dérire e proédé.Nous rappelons tout d'abord quelques résultats sur les séries solutionsdu polyn�me F vu omme un polyn�me univarié en y, avant de s'intéresserau point de vue analytique des séries de Puiseux, puis de dérire omment128



onneter les séries solutions au-dessus de x0 à la �bre en un point x1 dudisque de onvergene des séries.3.3.1 Prinipe du prolongement analytiqueNous onsidérons tout d'abord un point du plan omplexe x0 régulier. Onrappelle le résultat suivant :Théorème 18 (des fontions impliites). Soit x0 un point régulier de F ,et F(x0) = {y1, . . . , ydy
} la �bre de F en e point. Alors il existe dy sériesentières, holomorphes Si(x) =

∑∞
k=0 βik(x− x0)

k, telles que :� F (x, Si(x)) = 0 dans un voisinage de x0,� Si(0) = yi.De plus, le rayon de onvergene de es séries est au moins égal à δ(x0), ladistane entre x0 et son plus prohe point ritique.Nous rappelons que es séries peuvent être alulées � rapidement � à par-tir de la �bre en utilisant l'algorithme Newton-quadratique [KT78, vzGG99℄(voir la setion 2.1.1 du hapitre 2)Ce théorème nous permet de dérire le proédé de prolongement ana-lytique. Notons
S(x) =

∞∑

k=0

βk (x− x0)
k (3.1)l'une des dy séries dé�nies par le théorème 18, et soit x1 ∈ B0 = D(x0, δ(x0)).Alors on peut exprimer S(x) omme une série en (x− x1) .

S(x) =
∞∑

k=0

β ′
k (x− x1)

k (3.2)en développant les puissanes (x − x0)
k = (x − x1 + x1 − x0)

k , k ∈ N eten réordonnant la série (3.1) en puissanes de (x− x1). Le rayon de onver-gene de la série (3.2) véri�e trivialement δ(x1) ≥ δ(x0) − |x1 − x0| > 0. Siette inégalité est strite, alors le disque de onvergene B1 = D(x1, δ(x1))s'étend en dehors de B0, et l'on peut réitérer e proessus en un point x2 quiappartient à B2 mais pas à B1 (voir la �gure 3.3).Ce proessus s'appelle le prolongement analytique de la série (3.1).Proposition 31. Soit γ un hemin dans le plan omplexe, de point de départ
a et de point d'arrivée b, qui ne passe par auun point ritique de F . Alorsles dy séries S1, . . . , Sdy

au dessus de a dérites dans le théorème 18 peuventêtre prolongées analytiquement le long du hemin γ.129
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Fig. 3.3 � Une étape du prolongement analytique.3.3.2 Séries de Puiseux : point de vue analytiqueSi x0 est un point ritique, alors les séries solutions du polyn�me F sontdes séries de Puiseux
Sij(x) =

∞∑

k=0

βik ζ
jk
ei

(x− x0)
k
ei (3.3)ave 0 ≤ j ≤ ei−1 et 1 ≤ i ≤ s (voir le théorème 2 du hapitre 1). Nous allonsmaintenant rappeler quelques résultats d'analyse onernant es séries. Pourela, pour tout entier positif e, on hoisit une détermination pour la fontionraine e-ième, que l'on note e

√
x. Plus préisément, ette détermination estaratérisée par un angle θ ∈ [−π, π[ tel que e

√
z = |z|1/e exp (I (argθ z)/e)ave argθ z ∈]θ, θ + 2 π] et I le nombre omplexe I2 = −1. La ligne dedisontinuité de la fontion est alors la demi-droite d'origine 0 et qui forme unangle θ ave l'axe réel positif. L'expression xk

e orrespond alors à la fontion
e
√
X

k et les séries (3.3) dé�nissent dy fontions dans un disque ouvert.Lemme 19. Le rayon de onvergene des séries de Puiseux en un point x0est au moins égal à δ(x0).Démonstration. voir [Mar67℄. 130



Fig. 3.4 � Prolongement analytique de F1 autour du point ritique 0Soit maintenant B une demi-droite dans le plan omplexe d'origine x0 etaratérisée par l'angle θ ∈ [−π, π[ formé ave l'axe réel positif, que l'on no-tera B = (x0, θ). On hoisit alors une détermination pour les fontions raine
ei-ième de telle sorte que toutes les séries Sij orrespondantes admettent Bomme ligne de disontinuité. Les fontions Sij sont alors analytiques dansle domaine simplement onnexe D(x0, δ(x0))\B.Exemple 27. Considérons l'exemple 3, page 28 du hapitre 1, ainsi quela �gure 3.4, qui donne une représentation de la partie réelle de la ourbealgébrique plane assoiée à F1 dans un voisinage de 0. Sur ette �gure, laouleur représente la partie imaginaire, et les intersetions illustrées ii n'ensont pas, puisque les parties imaginaires di�èrent en es points. Soit x1 6= 0un point dans e voisinage 0 (le point rouge dans le plan omplexe sur leerle). Comme x1 est un point régulier (le seul point ritique �ni de F1131



est 0), la �bre en x1 de F1 est onstituée de trois points distints (les 3points noirs sur la ourbe). Comme l'illustre la �gure 3.4, si l'on prolongeanalytiquement une des séries S1j(x) ∈ Q[[(x−x1)]] solution de F1 le long duerle entré en 0 et passant par x1, alors après un tour, la série prolongée
S̃1j(x) véri�e S̃1j(x1) 6= S1j(x1) : en réitérant e proédé pour haque pointde la �bre F(x1), on s'aperçoit que faire un tour autour du point ritique 0engendre une permutation sur les points de la �bre.Notre stratégie de prolongement analytique repose sur deux résultats quenous allons maintenant détailler.Proposition 32. Si r est un nombre réel positif plus petit que δ(x0), alorsle hemin γ(t) = x0 + r exp ((θ + 2 π t) I) dérit un erle C(c0, r) autourdu point x0 quand t varie de 0 à 1. Pour tout 1 ≤ i ≤ s, l'ensemble
{Sij(γ(0)}0≤j≤ei−1 est un sous-ensemble de F(γ(0)). Le prolongement analy-tique le long du hemin γ de Sij(x), 0 ≤ j ≤ ei − 1 retourne Si j+1(γ(0)), où
l = l si 1 ≤ l ≤ ei − 1 et ei = 1.En d'autres termes, le prolongement analytique le long de γ permute y-liquement les valeurs {Sij(γ(0)}0≤j≤ei−1. Ainsi, les développements de Pui-seux nous permettent de aluler l'ation sur la �bre F(x1) pour tout point
x1 ∈ D(x0, δ(x0)). Cette ation est lamonodromie loale en x0. De plus, letype de permutation engendrée par l'ation loale est donnée par les indiesde rami�ation des développements de Puiseux au-dessus de x0.Exemple 28. Considérons à nouveau l'exemple 4, page 28 du hapitre 1 etregardons la permutation engendrée sur la �bre F(x1), où x1 est un pointprohe de 0, par le prolongement analytique le long du erle entré en 0 etpassant par x0. La �gure 3.5 illustre e phénomène (la représentation de laourbe étant la même que pour la �gure 3.4). On voit bien ii que les 3 sé-ries onjuguées d'indie de rami�ation 3 engendrent un 3-yle sur la �bre
F(x0). De même, les deux séries onjuguées d'indie de rami�ation 2 en-gendrent un 2-yle, et la dernière série, d'indie de rami�ation 1, engendreun 1-yle. Ainsi, la monodromie loale est une permutation de type [3, 2, 1],orrespondant aux indies de rami�ation e1 = 3, e2 = 2 et e3 = 1.Proposition 33. Tout prolongement analytique suivant un hemin inlutdans D(x0, δ(x0))\B peut être alulé en évaluant les séries de Puiseux Sijle long de e hemin.Démonstration. Les séries Sij sont analytiques dans D(x0, δ(x0))\B.132



Fig. 3.5 � Prolongement analytique de F2 autour du point ritique 03.3.3 Ordres de tronationProposition 34. Soit x0 un point du plan omplexe et� S(x) =
∑∞

k=0 µk(x− x0)
k
e une série de Puiseux au-dessus de x0,� S̃N(x) =

∑N
k=0 µk(x− x0)

k
e sa tronation à l'ordre N ,� ρ le rayon de onvergene de S(x),� x1 ∈ D(x0, ρ),� r ∈ R tel que |x1 − x0| < r < ρ,� M une borne supérieure pour sup

x∈D(x0,r)

|S(x)|,� η ∈ R+∗,� β =
(

|x1−x0|
r

) 1
e .Alors, N ≥ ln

(
η
M

)
+ ln(1− β)

ln(β)
− 1⇒

∣∣∣S(x1)− S̃N(x1)
∣∣∣ ≤ η.133



Démonstration. Traitons d'abord le as non rami�é, 'est-à-dire e = 1.
∣∣∣∣∣S(x1)−

N∑

k=0

µk(x1 − x0)
k

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∞∑

k=N+1

µk(x1 − x0)
k

∣∣∣∣∣

≤
∞∑

k=N+1

|µk| |x1 − x0|kEn utilisant la formule de Cauhy, on a :
|µk| =

∣∣∣∣
1

2iπ

∫

‖ω−x0‖=r

S(ω)

(ω − x0)k+1
dω∣∣∣∣

=
1

2π

∣∣∣∣
∫ 2π

0

S(x0 + reiθ)

rk+1ei(k+1)θ
rieiθdθ∣∣∣∣

≤ 1

2π

∫ 2π

0

|S(x0 + reiθ)|
rk

dθ
≤ M

rkFinalement, on a :
∣∣∣∣∣S(x1)−

N∑

k=0

µk(x1 − x0)
k

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=N+1

Mβk

=
M

1− β βN+1Or, M

1− β βN+1 ≤ η ⇐⇒ N ≥
ln
(

η(1−β)
M

)

ln(β)
− 1 puisque β < 1Supposons maintenant que x0 soit un point ritique, et que la série S(x) =∑∞

k=0 µk(x− x0)
k
e ait un indie de rami�ation e > 1. Si l'on pose G(x, y) =

F (x0 + xe, y), alors la série S1(x) =
∑∞

k=0 µkx
k est une série de Puiseuxde la ourbe algébrique plane dé�nie par le polyn�me G, et son indie derami�ation est égal à 1. Comme |x| < ρ si et seulement si |x|1/e < ρ1/e, lerayon de onvergene de la série S1 est au moins égal à ρ1/e. De e fait, enposant x2 = (x1 − x0)

1/e ∈ D(0, ρ1/e), on peut utiliser le résultat démontrédans le as e = 1 pour la série S1. On a don :
N ≥ ln

(
η
M

)
+ ln(1− β)

ln(β)
− 1⇒

∣∣∣S1(x2)− S̃1

N
(x2)

∣∣∣ ≤ ηet l'égalité S1(x2) = S(x1) nous permet de onlure.134



Remarque 18. Pour trouver l'ordre de tronation néessaire N , il nous fautestimer la borne M . On alulera une borne pour les valeurs des séries |S(x)|dans le disque D(x0, δ(x0)) en utilisant les bornes données dans [Mig92, page170℄ sur les raines de polyn�mes univariés.3.3.4 Conneter les séries aux �bresSoit x0 un point du plan omplexe et notons {S1(x), . . . , Sdy
(x)} les dyséries de Puiseux dé�nies au-dessus de x0. Dans le as où x0 est un pointritique, notons B la ligne de disontinuité hoisie pour es séries. Soit alors

x1 ∈ D(x0, δ(x0))\B, et notons F(x1) = {y1, . . . , ydy
} la �bre au-dessus de

x1. Le but de ette setion est, pour tout 1 ≤ i ≤ dy, de trouver l'indie jtel que Si(x1) = yj. Cela dé�nit une permutation σ telle que Si(x1) = yσ(i)pour tout 1 ≤ i ≤ dy. La stratégie présentée dans la setion 3.5.1 utilisera emoyen de onnexion.Pour obtenir la permutation σ, nous utiliserons un algorithme de réso-lution numérique d'équation qui, étant donné un polyn�me univarié, renddes approximations numériques ỹi des raines yi du polyn�me, ainsi que desnombres ρi ∈ R+⋆ tels que :1. Les disques D(ỹi, ρi) ne s'intersetent pas, et haque disque ontientexatement une raine du polyn�me.2. Si ǫ est la plus petite distane entre deux ỹi distints, alors ǫ/2−r > 0,où r = max{ρ1, . . . , ρdy
}.Ce sujet a été fortement traité dans la littérature [Pan97℄. Nous proposonsmaintenant une approhe possible, basée sur un théorème de B. T. Smith[Smi70℄, que nous ommençons par rappeler. Il est entendu que d'autresapprohes sont possibles et que nous n'avons pas étudié e point de manièreexhaustive.Théorème 19. Soit P (z) un polyn�me de degré N à oe�ients dans leorps C, et supposons que N raines omplexes distintes z1, . . . , zN soientdonnées. On dé�nit alors

ρk = N |P (zk)| /
N∏

i = 1
i 6= k

|zi − zk|.Alors l'union des disques D(zk, ρk) ontient l'ensemble des raines de P (z).De plus, haque omposante onnexe onstituée de K erles ontient exa-tement K raines de P (z). 135



Démonstration. voir [Smi70℄L'utilisation que nous faisons de es résultats sont basés sur l'hypothèseque nous avons à notre disposition un algorithme numérique qui alule les ra-ines d'un polyn�me à une variable, et que et algorithme onverge quand onaugmente la préision utilisée pour les aluls numériques (voir par exemple[Pan97℄ pour plus d'informations sur e sujet). En e�et, ave une telle hypo-thèse et le théorème 19, nous obtenons l'algorithme suivant :1. Fixer arbitrairement une petite préision.2. Caluler les approximations z1, . . . , zN des raines de P . Si ertaines ap-proximations oïnident, augmenter la préision, et répéter ette étapetant que les approximations ne sont pas toutes di�érentes.3. Caluler les ρk du théorème 19. Si les disques ainsi onstruits s'inter-setent, augmenter la préision et retourner au point 2.Si l'on suppose que l'algorithme de résolution satisfait notre hypothèse, alorse proédé onverge. De plus, les ρi peuvent être aussi petits que l'on veut. Dee fait, la dernière étape peut être répétée jusqu'à e que la quantité ǫ/2− rsoit positive.On a alors le résultat suivant (illustré par la �gure 3.6) :Proposition 35. Si Ni est un entier tel que |Si(x1) − S̃i

Ni

(x1)| < ǫ/2 − r,alors σ est aratérisé par :
|S̃i

Ni

(x1)− ỹσ(i)| = min
1≤j≤dy

{|S̃i

Ni

(x1)− ỹj|}Démonstration. On a Si(x1) = yσ(i), et don |S̃i

Ni

(x1)− yσ(i)| < ǫ
2
− r. Ainsi,

|S̃i

Ni

(x1) − ỹσ(i)| ≤ |S̃i

Ni

(x1) − yσ(i)| + |yσ(i) − ỹσ(i)| < ǫ/2. Comme ǫ est ladistane minimum entre deux raines approhées ỹi et ỹj, on a |S̃i

Ni

(x1) −
ỹk| > ǫ/2 pour tout k 6= σ(i), et la proposition suit.Ainsi, en supposant que l'on onnaisse les indies de rami�ations desséries dé�nies au-dessus de x0, on peut onneter les séries aux �bres de lafaçon suivante :1. Caluler une approximation de la �bre F(x1), ainsi qu'une borne r surl'erreur de ette approximation, à l'aide d'un algorithme tel que dériti-dessus. 136
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ỹ3

ρ1

ρ3

y3

ρ2

y2

ỹ2
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Fig. 3.6 � Relier les séries en x0 à la �bre F(x1)2. Caluler une borne M pour la valeur des séries |Si(x)| dans le disque
D(x0, δ(x0)) [Mig92, page 170℄3. Appliquer la proposition 34 ave une préision η = ǫ/2−r pour obtenirdes ordres de tronation Ni tels que |Si(x1)− S̃i

Ni

(x1)| < ǫ/2− r.4. Évaluer les séries tronquées S̃i

Ni

(x) en x1, puis onneter haque sérieà l'approximation de la �bre la plus prohe.3.4 Choix de bons hemins pour le alul de lamonodromieNous ommençons par onsidérer la �gure 3.7. Ii, nous onsidérons donune polyn�me ayant deux points ritiques �nis α1 et α2. La partie gauhede la �gure montre les hemins γi lassiques : pour haun de es laets γi,on part du point de base a, on va jusqu'au point xi, on ontourne le pointritique αi en suivant le erle entré en αi et de rayon |αi − xi|, puis l'onretourne de xi au point de base αi. Supposons maintenant que nous ayons déjàalulé le prolongement analytique assoié au hemin γ2. Il parait alors plusintéressant d'utiliser le travail e�etué de a au point x0 lors de e alul pour137
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Fig. 3.7 � Choix possibles pour les hemins γitraiter le point ritique α1. Nous n'avons ainsi qu'à aluler le prolongementanalytique entre x0 et x′1 et le long du erle entré en α1. Ave un tel hemin
γ′1, on minimise don la longueur totale du hemin à parourir.De manière générale, si l'on souhaite minimiser la longueur totale deshemins au-dessus desquels on doit e�etuer le proessus de prolongementanalytique, il nous faut suivre des hemins passant le long d'un arbre dereouvrement minimum pour la distane eulidienne de l'ensemble de points
V = {a, α1, . . . , αn}. Cette idée nous a été suggéré par Mark van Hoeij.Bien que naturelle, elle néessite néanmoins un travail non négligeable pourtrouver des hemins suivants et arbre qui soit homotopes aux γi. Dans ettesetion, nous allons proposer deux méthodes pour trouver de tels hemins.3.4.1 Arbre de reouvrement minimum pour la distaneeulidienneNous ommençons par dérire la façon de aluler et arbre de reouvre-ment minimum. Nous dérivons également quelques propriétés intéressantesd'un arbre de reouvrement minimum pour la distane eulidienne, que nousutiliserons régulièrement par la suite.Calul d'un arbre de reouvrement minimalSi l'on onsidère le graphe omplet G ayant pour sommets V = {α0 =
a, α1, . . . , αn}, alors les algorithmes lassiques de théorie des graphes tels quel'algorithme de Prim ou l'algorithme de Kruskal [Gan06℄ nous permettent138
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Fig. 3.8 � Propriété de l'arbre de reouvrement minimal pour la distanede aluler un arbre de reouvrement minimal pour la distane eulidiennede l'ensemble V, que nous noterons T . La omplexité de es algorithmes dé-pendant du nombre d'arêtes du graphe G, il est préférable de aluler préa-lablement une triangulation de Delaunay de l'ensemble V, puis de trouverun arbre de reouvrement minimum pour l'ensemble ainsi obtenu. La trian-gulation de Delaunay peut être alulée ave une omplexité en O(n logn).Ensuite, les algorithmes de Prim ou Kruskal ont une omplexité elle aussien O(n logn), puisque le nombre d'arêtes d'une triangulation omplète estinférieur à 3n.Remarque 19. Il se peut également que l'on obtienne des résultats inté-ressants en utilisant un arbre de Steiner [Gan06℄, mais e dernier semblebien plus di�ile à obtenir, étant donné qu'il n'existe pas à l'heure atuelled'algorithme ayant une omplexité polynomiale.Propriétés d'un arbre de reouvrement minimum pour la distaneeulidienneDans la suite de e hapitre, nous utiliserons les deux lemmes suivants :Lemme 20. Soit [αi, αj] une arête de l'arbre T , r = |αi−αj | et αij =
αi+αj

2le milieu de l'arête [αi, αj]. Alors il n'y a auun point ritique dans le disqueouvert Dij = D(αij,
r
2
).Démonstration. La �gure 3.8 donne une illustration géométrique de la situa-tion. Supposons que αk ∈ Dij . Si l'on enlève l'arête [αi, αj] à T , on obtientdeux omposantes onnexes. Le sommet αk appartient à l'une d'entre elle,139



par exemple elle de αi. L'arbre T2, identique à T exepté l'arête [αi, αj]remplaée par l'arête [αk, αj], a un poids inférieur à elui de T .Lemme 21. L'angle entre deux arêtes de l'arbre T ayant un sommet om-mun est supérieur ou égal à π
3
.Démonstration. Notons [αi, αj ] et [αj , αk] les deux arêtes onsidérées. Alors,si l'on onsidère le triangle αiαjαk, omme T est un arbre de reouvrementminimum pour la distane, le �té [αi, αk] est le �té le plus long des trois�tés du triangle. Cela revient à dire que l'angle entre les deux arêtes [αi, αj]et [αj , αk] est le plus grand des trois angles du triangle, et est don supérieurou égal à π

3
.3.4.2 Chemins dans l'arbre TLe lemme 20 nous assure que le disque Dij a une intersetion non videave les disques D(αi, δ(αi)) et D(αj, δ(αj)). Ainsi, on peut hoisir des pointsintermédiaires xij et xji tels que (voir la �gure 3.9) :� xij et xji appartiennent à l'arête [αi, αj],� xij ∈ Dij ∩D(αi, δ(αi)),� xji ∈ Dij ∩D(αj , δ(αj)),On peut supposer de plus que, pour le point ritique αi, tous les points

(xij)j ainsi réés sont à la même distane de αi. Ainsi, pour haque oupled'indies (k, j) tels que les arêtes [αk, αi] et [αi, αj ] existent dans T , il existedeux ars de erle A(xik, xij ,+) et A(xik, xij ,−) entrés en αi, et allant de
xik à xij respetivement dans le sens trigonométrique et dans le sens nontrigonométrique.Dé�nition 26. Étant donné deux points du plan omplexe x0 et x1 apparte-nant à T , on appellera hemin dans l'arbre tout hemin onstitué d'unesuession d'ars de erle A(xik, xij,±) et d'arêtes [xij , xji], ayant pour pointde départ x0 et pour point d'arrivée x1.Exemple 29. Si l'on onsidère la �gure 3.9, la partie représentée par un traitplein est un hemin dans l'arbre égal à A(xik, xij ,+) · [xij, xji] ·A(xji, xjl,−).Il est ainsi possible, pour haque point ritique αl, de onstruire un hemindans l'arbre joignant a à l'un des points xlh prohe du point ritique αl.Notre but est de trouver un tel hemin dans l'arbre δl tel que, si βl est lelaet ayant pour point de base xlh et suivant le erle entré en αl dans lesens trigonométrique, alors le laet γ′l = δ−1

l · βl · δl est homotope dans X0 auhemin γl (voir la �gure 3.1). 140
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Fig. 3.9 � Disques de onvergene et points intermédiairesExemple 30. Considérons K = Q et F (x, y) = (x−1) y3−2 x3 y2 +x y+1.La �gure 3.10 montre un tel hemin γ′5 (sur ette illustration, deux pointsritiques n'in�uant pas sur le hemin γ5 ne �gurent pas pour plus de larté).3.4.3 Chemin dans l'arbre homotope à γl : méthode 1Nous allons maintenant dérire une méthode permettant de onstruiredes hemins dans l'arbre, omme dé�nis préédemment, homotopes aux γlde la �gure 3.1. Cette méthode 1 est un travail non publié en ommun aveMar Rybowiz. La deuxième méthode, présentée dans la setion suivanteest autonome.Les prinipes sont les suivants :1. Nous e�etuons un parours en profondeur de l'arbre (� depth-�rstsearh �) à partir du point de base a. Pour haque sommet, ses voisinssont toujours traités dans un ordre trigonométrique, à partir de l'arêtepar laquelle on arrive au sommet. En onservant les arêtes traverséeset en ontournant les point ritiques suivant des ars toujours orientésdans le sens trigonométrique, nous pouvons onstruire des hemins dansl'arbre θl de sorte que les τl = θ−1
l βlθl engendrent le groupe Π1(X0, a)(voir la �gure 3.11), mais ne soient pas forément homotopes aux γldans X0.2. En nous inspirant d'une des preuves lassiques du théorème 6, nousexprimons les τl en fontion des γl.141
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Fig. 3.11 � τ7 = θ−1
7 β7θ7étape, elle ontient la suite d'arêtes et d'ars qui a permis d'arriver au pointourant de l'arbre.Les primitives sur les piles que nous utilisons sont :� PileVide() : réé une nouvelle pile vide,� NonVide(P ) : renvoie vrai si la pile est non vide, faux sinon,� Sommet(P ) : renvoie l'élément au sommet de la pile P , sans le dépiler,� Empiler(x,P) : empile l'objet x sur la pile P ,� Dépiler(P ) : supprime l'objet se trouvant au sommet de la pile,� Copie(P ) : duplique le ontenu de la pile P .Nous onsidérons T omme un arbre enrainé en le point de base a = α0et nous identi�ons haque sommet αi à son indie i. Nous supposons quel'arbre est donné lassiquement par une table de voisins, 'est-à-dire parun tableau T indié de 0 à n tel que T [l] soit une pile (ou liste haînée)ontenant les voisins dans T du point ritique l, ordonnés omme suit : lepremier voisin est le père de l dans T et les autres voisins sont ordonnés dansle sens trigonométrique à partir de l'arête entre l et son père.Le point ritique 0 néessite un traitement partiulier. D'une part, il n'apas de père : ses �ls sont ordonnés à partir de n'importe quelle demi-droitese terminant en α0. D'autre part, on n'a jamais à ontourner e sommet ni àl'inlure à l'intérieur d'un laet.En�n, les ars et portions d'arêtes à suivre sont exprimés en fontion despoints xij . Mais auun alul n'est e�etué sur es points et l'on pourrait seontenter de onserver uniquement les indies.143



Générateurs(T, n)Entrées :
T : Un tableau omme i-dessus.
n : Le nombre de points ritiques.Sortie : Un tableau C tel que C[l] ontienne le hemin dans l'arbre θ−1

lpour 1 ≤ l ≤ n, représenté sous forme d'une pile de segments etd'ars.Début
PS ← PileVide() // Pile des sommets (points ritiques)
PC ← PileVide() // Pile des heminsPour l de 1 à n faire
Q[l]← Sommet(T [l]) // Initialement, Q[l] est le père de lDépiler(T [l]) // Le prohain ar autour de l débute en Q[l]FinEmpiler(0, PS)Tant que NonVide(PS) faire
l ← Sommet(PS)Si NonVide(T [l]) alors // Il reste des voisins à traiter
v ← Sommet(T [l])Si l 6= 0 alorsEmpiler(A(xlQ[l], xlv,+), PC) // On tourne autour de lEmpiler([xlv , xvl], PC) // puis on avane vers v
Q[l]← v // Le prohain ar débute en vSinonEmpiler([α0, xv0], PC)FinEmpiler(v, PS)Dépiler(T [l]) // On supprime v des voisins de lSinonTant que Sommet(PC) est un ar faireDépiler(PC) // Dépiler les ars autour de lFinSi l 6= 0 alors
C[l]← Copie(PC)Dépiler(PC) // Dépiler l'arête ayant onduit à lFinDépiler(PS)FinRetourner(C)Fin. 144
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Fig. 3.12 � Un exemple des hemins τiThéorème 20. Cet algorithme renvoie le résultat attendu.Démonstration. Indiation : Si nous supprimons les instrutions relatives à lapile PC, nous obtenons l'algorithme lassique de parours en profondeur d'unarbre. Il se termine et tous les sommets sont traités. Les instrutions relativesà PC ne servent qu'à mémoriser le suivi des arêtes et le ontournement despoints ritiques par les ars.Remarque 20. On pourrait aussi ombiner le tri des voisins ave e par-ours. Nous avons hoisi de le déoupler a�n d'être plus lair.Théorème 21. Les laets τl = θ−1
l βlθl, pour 1 ≤ l ≤ n, engendrent Π(X0, a).Démonstration. Comme l'illustre la �gure 3.12, les laets τl sont homotopesà des laets qui ne s'intersetent pas et haque τl �entoure une fois� le pointritique αl. Le résultat est alors mentionné dans [LZ04℄. Il peut se démontrerà l'aide du théorème de Seifert et Van Kampen.145
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Fig. 3.13 � Déouper le plan selon les points ritiquesExpression des τl en fontion des γlNous proposons pour ette tâhe d'utiliser une version e�etive de lapreuve du théorème 6, telle que dérite par exemple dans [Vol97℄ (théorème4.27).D'après notre hypothèse sur le point a, il existe n demi-droites issues de a,notées {Lj}1≤j≤n, telles que le �ne Γj dé�ni par a, Lj et Lj+1 ontienne ununique point ritique αj dans son intérieur (on pose Ln+1 = L1). La situationest illustrée par la �gure 3.13. On rappelle que par hypothèse, il existe aumoins deux points ritiques.Soit maintenant τl le laet dans l'arbre de base a = α0 et entourant lepoint ritique αl. Lorsqu'on parourt e laet en respetant son orientation,on renontre les Lj ; nous notons {bi}1≤i≤h les points d'intersetion suessifs(hormis a) et nous posons b0 = bh+1 = a. On désignera par Lc(i) l'uniquedemi-droite ontenant bi. Notons µi (0 ≤ i ≤ h) la portion (orientée) dulaet τl entre bi et bi+1, de sorte que :
τl = µh · µh−1 · · ·µ2 · µ1 · µ0.Considérons ensuite (voir �gure 3.14) :

τ ′l = µh · [a, bh] · [bh, a] · µh−1 · · ·µ2 · [a, b2] · [b2, a] · µ1 · [a, b1] · [b1, a] · µ0.146
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Fig. 3.14 � Exprimer τl en fontion des γiIl est lair que τ ′l est homotope à τl dans X0. Dé�nissons les hemins :
π0 = [b1, a] · µ0,

π1 = [b2, a] · µ1 · [a, b1],
π2 = [b3, a] · µ2 · [a, b2],

. . .

πh−1 = [bh, a] · µh−1 · [a, bh−1],

πh = µh · [a, bh]Les πi sont des laets de base a tels que haque πi soit inlus dans Γc(i) ou
Γc(i)−1

(on pose Γ0 = Γn). Pour exprimer τl en fontion des γj, il su�t dond'exprimer à homotopie près haque πi en fontion des γj . Il est lair que πine peut être homotope qu'à 5 laets : γ±1
c(i), γ±1

c(i)−1 (on pose γ0 = γn) ou lelaet nul. 147
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Fig. 3.15 � Di�érents as possiblesA�n de simpli�er les aluls et la présentation, nous faisons la remarquesuivante : nous pouvons déformer ontinûment τl dans X0 de sorte que lesars de erle de ontournement des points ritiques soient arbitrairementprohes de es derniers. Ainsi, au lieu d'avoir à déterminer les intersetionsde τl ave les Lj , il su�t de déterminer les intersetions des Lj ave les arêtessur le hemin dans T allant de a à αl ; les ars de erle peuvent être ignorés.En tenant ompte de ette remarque, les situations possibles sont donnéespar la �gure 3.15.Les as de π0 et πh se traitent omme des situations dégénérées des autres.Du point de vue des aluls, nous avons simplement besoin de pouvoir déi-der, lorsque le point ritique pertinent n'appartient pas à µi, s'il se trouve dumême �té de µi que a. S'il appartient µi, nous devons déider des positionsrelatives de bi et bi+1 le long de Lc(i).Exemple 31. Considérons l'exemple de la �gure 3.12. En utilisant ettealgorithme, nous obtenons immédiatement :
τ1 = γ1 τ2 = γ2 τ3 = γ−1

2 γ3γ2 τ4 = γ−1
2 γ4γ2 τ5 = (γ4γ2)

−1γ4(γ4γ2)

τ6 = (γ5γ4γ2)
−1γ6(γ5γ4γ2) τ7 = (γ5γ4γ2)

−1γ7(γ5γ4γ2)148



Les expressions sont relativement simples dans et exemple, mais il en vaautrement lorsque l'arbre possède une géométrie sinueuse, et en partiulierlorsqu'il � s'enroule � sur lui-même.Expression des γl en fontion des τlCe problème se ramène à de l'algorithmique des groupes libres : étantdonné le groupe libre G =< γl | 1 ≤ l ≤ n > à n générateurs nous pouvonsdé�nir le sous-groupe H de G par H =< τl | 1 ≤ l ≤ n >, où les τlsont vus omme des mots en les γl. Par le théorème 21, on a H = G, desorte que les γl s'expriment omme des mots en les τl. Les logiiels de alulformel spéialisés pour les groupes tels que GAP (voir [GAP07℄) ou MAGMAdisposent de fontions permettant, plus ou moins expliitement, de trouveres expressions.Exemple 32. Nous reprenons le as de l'exemple 3.12. La suite i-dessousde ommandes du paquetage FGA (Free Group Algorithms) de GAP 4 per-met d'obtenir les expressions herhées. Ce paquetage, dû à Christian Sievers[Sie03℄, fait partie de la distribution standard ; il est hargé par défaut.# Commandes pour réérire un ensemble de générateurs# (ti)_i = (tau_i)_i d'un groupe libre en fontion# d'un autre ensemble de générateurs (gi)_i = (gamma_i)_i.# Construit un groupe libre \`a 7 générateurs et# affete les générateurs aux variables g1,...,g7#G := FreeGroup("g1","g2","g3","g4","g5","g6","g7");AssignGeneratorVariables(G);# Expression des ti en fontion des gi.# Le aratère ^ représente la onjugaison.#d1 := g4*g2;d2 := g5*g4*g2;t1 := g1;t2 := g2;t3 := g3^(g2^(-1));t4 := g4^(g2^(-1));t5 := g5^(d1^(-1)); 149



t6 := g6^(d2^(-1));t7 := g7^(d2^(-1));# Constrution du sous-groupe de H engendré par les ti#H := Group(t1,t2,t3,t4,t5,t6,t7);# Constrution d'un groupe libre \`a 7 générateurs#F := FreeGroup("z1","z2","z3","z4","z5","z6","z7");# Constrution de l'homomorphisme de F dans H tel que# l'image de zi soit ti.#f := GroupHomomorphismByImages(F, H,GeneratorsOfGroup(F),GeneratorsOfGroup(H));# Détermination des expressions des gi en fontion des zi.#gap> PreImagesRepresentative(f,g1);z1gap> PreImagesRepresentative(f,g2);z2gap> PreImagesRepresentative(f,g3);z2*z3*z2^-1gap> PreImagesRepresentative(f,g4);z2*z4*z2^-1gap> PreImagesRepresentative(f,g5);z2*z4*z5*z4^-1*z2^-1gap> PreImagesRepresentative(f,g6);z2*z4*z5*z6*z5^-1*z4^-1*z2^-1gap> PreImagesRepresentative(f,g7);z2*z4*z5*z7*z5^-1*z4^-1*z2^-1Il su�t maintenant de remplaer zi par τi dans les expressions i-dessuspour obtenir l'expression de γi et fontion des τi. A nouveau, on remarqueque dans et exemple, le alul est simple, mais que 'est loin d'être le aspour ertains arbres.On pourra aussi aéder diretement à des routines de plus bas niveau :150



# Autre méthode: on ne passe pas par la onstrution# de l'homomorphisme.# [2, 3, -2℄ signifie: t2 * t3 * t2^(-1)#gap> AsWordLetterRepInGenerators(g1,H);[ 1 ℄gap> AsWordLetterRepInGenerators(g2,H);[ 2 ℄gap> AsWordLetterRepInGenerators(g3,H);[ 2, 3, -2 ℄gap> AsWordLetterRepInGenerators(g4,H);[ 2, 4, -2 ℄gap> AsWordLetterRepInGenerators(g5,H);[ 2, 4, 5, -4, -2 ℄gap> AsWordLetterRepInGenerators(g6,H);[ 2, 4, 5, 6, -5, -4, -2 ℄gap> AsWordLetterRepInGenerators(g7,H);[ 2, 4, 5, 7, -5, -4, -2 ℄La méthode utilisée par le paquetage FGA de GAP 4 est basée sur la or-respondane largement étudiée entre les sous-groupes d'un groupe libre et lanotion d'� automate inverse � (nous remerions Laurent Bartholdi et Alexan-der Hulpke pour nous avoir élairé sur le fontionnement des routines GAPi-dessus). Cette orrespondane fournit notamment un algorithme pour dé-terminer une base d'un sous-groupe d'un groupe libre (ensemble minimalde générateurs). Un des avantages de ette approhe est qu'elle permet detransférer des résultats de omplexité obtenus dans le adre de l'étude desautomates.Par exemple, on déduit de [BMMW00℄ (proposition 2.3) que le oût de laonstrution de l'automate orrespondant au groupe H =< τl | 1 ≤ l ≤ n >,vu omme sous-groupe du groupe G =< γl | 1 ≤ l ≤ n > est en O(N2), où
N désigne la longueur total des τl, onsidérés omme mots réduits en les γl.En onservant la trae des opérations e�etuées durant la onstrution del'automate, on peut obtenir l'expression des γl en fontion des τl, à un oûtvraisemblablement similaire.Néanmoins, nous avons étudié une approhe plus direte basée sur destransformations de Nielsen. La situation que nous onsidérons est partiuliè-rement simple du point de vue de la théorie des groupes et nous proposonsi-dessous un formalisme adapté.Préisons nos dé�nitions et notations :151



� Un mot de G est dé�nit omme étant une suite �nie de symboles del'alphabet A = {γl, γ
−1
l }1≤l≤n. Il s'agit don d'un objet de la forme

γ
ǫi1
i1
γ

ǫi2
i2
· · · γǫir

ir où les ǫij valent ±1. Les mots représentent les élémentsde G et le mot vide représente l'élément neutre de G, noté aussi 1.� Un mot est dit réduit s'il ne ontient auune séquene de la forme
γ

ǫij

ij
γ
−ǫij

ij
(ave ǫij = ±1). Tout mot w de G peut-être mis sous formeréduite w par suppression réursive des termes de la forme γǫij

ij
γ
−ǫij

ij
.Deux mots représentent le même élément du groupe si et seulement siils ont la même forme réduite.� Un mot h est un pré�xe d'un mot v s'il existe un mot w tel que v = hw.� Si u et v sont deux mots, nous notons uv le mot : uv = v−1uv. Ainsi, si

w est un troisième mot, (uv)w = uvw.� Si m est un entier stritement positif et w un mot, nous noterons wm =
ww · · ·w le mot formé de w repété m fois. Si m est stritement négatif,
wm est le mot w−1 répété |m| fois.� Dans la suite, nous onsidèrerons les τl omme des mots réduits en les
γl. Pour tout l, il existe un unique mot réduit gl de G tel que τl = γgl

let γgl

l soit réduit.� Nous noterons L(w) la longueur d'un mot w, 'est-à-dire le nombre desymboles γǫij

ij
néessaires à l'ériture de w.L'idée de l'algorithme est simple : si τl = γgl

l , on a γl = τ
g−1

l

l . Les gl sontdes mots en les γl, mais puisque G = H , ils peuvent aussi être vus ommedes mots en les τl et τ−1
l , maintenant onsidérés omme des symboles. Ainsi,en onjuguant τl par une suite de τi (et τ−1

i ) bien hoisis, on doit obtenirl'expression de γl en fontions des τi.La proposition 36 i-dessous indique la façon dont hoisir les onjuguéspour réduire la longueur des mots, tant que les τl sont di�érents des γl. Enappliquant réursivement es résultats, on obtiendra un mot de longueur 1,à savoir un γl ou son inverse.Proposition 36. Les énonés suivants sont équivalents :
(a) Il existe un indie k (1 ≤ k ≤ n) tel que τk 6= γk.
(b) Il existe deux indies k et l (1 ≤ k, l ≤ n), ainsi que ǫl ∈ {±1}, telsque g−1

l γǫl

l est un pré�xe de g−1
k .

(c) Il existe deux indies k et l (1 ≤ k, l ≤ n), ainsi que ǫl ∈ {±1}, telsque L(τ τl
ǫl

k ) < L(τk).Démonstration. Montrons que (a) implique (b). Soit i0 un indie tel τi0 6= γi0.Il existe des entiers non nuls u1, . . . , ur (r ≥ 1) et des indies i1, . . . , ir tels152



que ij 6= ij+1 pour 1 ≤ j ≤ r − 1 et :
γi0 = τ

τ
u1
i1

τ
u2
i2

...τur
ir

i0
.S'il n'existe auun triplet (k, l, ǫl) véri�ant (b), alors pour tout j entre 0 et

r, il existe un pré�xe g̃ij de gij véri�ant :
γi0 = g−1

ir
γ−ur

ir
g̃ir · · · g̃−1

i1
γ−u1

i1
g̃i1 g̃

−1
i0
γi0 g̃i0 g̃

−1
i1
γu1

i1
g̃i1 · · · g̃−1

ir
γur

ir
giret tel que le membre de droite de l'égalité soit un mot réduit. C'est lairementimpossible ar les membres de gauhe et de droite n'ont pas la même longueur.Véri�ons ensuite que (b) implique (c) : soit h un mot réduit tel que g−1

k =

g−1
l γlh (le as ǫl = −1 est analogue). Alors τ τl

k = γh−1gl

k et :
L(τ τl

k ) ≤ 1 + 2[L(h) + L(gl)] = 1 + 2[L(gk)− 1] = L(τk)− 2. (3.4)En e qui onerne (c) ⇒ (a), il su�t de remarquer que si τk = γk alors
L(τ τl

k ) ≥ L(τk) ar L(τk) = 1 et L(τ τl

k ) > 0. La situation est identique si
ǫl = −1.On en déduit immédiatement l'algorithme i-dessous, dans lequel on nepréise pas la représentation hoisie pour les mots et pour lequel on neherhe pas à optimiser la omplexité. On suppose qu'on dispose d'une fon-tion Longueur qui donne la longueur d'un mot, d'une fontion Redutionpour la rédution d'un mot et en�n d'une fontion Préfixe qui a un ouple
(w1, w2) assoie Vrai si le mot w1 est un pré�xe de w2 et Faux sinon.Algorithme Conversion(T,Γ,G,n)Entrée :

T : un tableau de symboles représentant les τl,
Γ : un tableau de symboles représentant les γl,
G : un tableau de mots réduits en les Γ[i] représentant les gl,
n : un entier, taille des tableaux préédents.Sortie :Un tableau R tel que R[l] soit un mot réduit en les symboles T [i]représentant γl en fontion des τi.Début

N ← 0Pour i de 1 à n faire
N ← N + Longueur(G[i])
R[i]← T [i] 153



FinTant que N 6= 0 fairePour i de 1 à n fairePour j de 1 à n faireSi Préfixe(G[i]−1Γ[i]±1, G[j]−1) alors
S ← Longueur(G[j])
G[j]← Redution(G[j]G[i]−1Γ[i]±1G[i])
R[j]← R[i]−1R[j]R[i]
N ← N − S + Longueur(G[j])FinFinFinFinRenvoyer RFin.Sans avoir préisé la représentation des mots, il est déliat d'étudier laomplexité de et algorithme. Néanmoins nous proposons l'analyse grossièresuivante : soit N la somme des longueurs des gl. Par la proposition 36, laboule Tant que sera exéutée au plus N fois puisqu'à haque itération lalongueur totale est réduite. Ainsi, les fontions Préfixe et Rédution serontappelées au plus n2N fois. En�n, si M est le maximum des longueurs des gl,il est raisonnable de penser que les appels de fontions Préfixe et Redutionnéessiteront au plus O(M) omparaisons et suppressions de symboles. Au�nal, on obtient O(n2NM) opérations élémentaires.Cependant, si l'on herhe une façon astuieuse de représenter les motspermettant d'identi�er plus rapidement les pré�xes, on est amené à intro-duire un graphe orienté dont les arêtes sont étiqueté par des symboles del'alphabet et à e�etuer un traitement des mots τl analogue à elui de laonstrution de l'automate, telle que dérite dans [BMMW00℄. Nous en ti-rons deux onlusions : notre approhe spéi�que n'est en fait pas fondamen-talement di�érente de la méthode générale utilisée par le paquetage FGA deGAP, et, on peut déduire de la proposition 36 un algorithme de omplexité

O(N2).Il serait intéressant d'étudier les majorations de N et M en fontion de nque l'on pourrait obtenir à partir de l'algorithme exprimant les τl en fontiondes γl. Nous n'aborderons pas ette question en détail ii. Nous remarqueronssimplement qu'il est faile de onstruire un exemple pour lequel N ∈ O(n2) :prendre les points ritiques alignés sur une droite horizontale et le point154
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Fig. 3.16 � Trouver le hemin homotope à [a, α7]de base à gauhe des points ritiques et au-dessus de ette droite. Dans eas, τl = (γl−1 . . . γ1)
−1γl(γl−1 . . . γ1) est de longueur 2l − 1, de sorte qu'ensommant sur l, on obtient bien O(n2) (mais si le point de base est au-dessousde la droite, alors la longueur de τl est 1...).3.4.4 Chemin dans l'arbre homotope à γl : méthode 2Nous détaillons maintenant une autre approhe possible pour trouver unhemin dans l'arbre homotope au segment [a, αl]. Nous avons hoisi de dé-tailler ette approhe ar elle présente l'intérêt de minimiser les aluls : ellene néessite que très peu de aluls autres que des omparaisons d'indies.On herhe don quelle suite d'arêtes de T il faut parourir, mais surtoutdans quel sens on doit suivre l'ar de erle A(xik, xij ,±) pour haque ouple([αk, αi],[αi, αj]) d'arêtes onséutives. Dans ette partie, nous supposeronsque le point de base a est hoisi de telle sorte la partie réelle de a est in-férieure à la partie rélle de haun des points ritiques αi. Cette hypothèseest e�etuée a�n de simpli�er les expliations. Nous expliquerons à la �n deette setion omment se passer d'une telle hypothèse. En�n, pour illustrernos propos tout au long de ette partie, nous traiterons les as renontrés surdes exemples, et notamment sur elui donné par la �gure 3.16.Déoupage du segment [a, αl]Remarque 21. Si [a = α0, αl] est une arête de T , alors le hemin γ′l herhéest tout simplement [a, xl0]·A(xl0, xl0,+)·[xl0, a]. Nous supposerons don dansla suite que [a, αl] /∈ T . 155



Dans e as, il est possible que le segment [a, αl] traverse l'arbre T :Lemme 22. Soit [αi, αj] une arête de T . Si ette arête intersete le segment
[a, αl], alors on a i < l < j ou i > l > j.Démonstration. Cei est une onséquene direte de l'ordre hoisi pour lespoints ritiques (e�etué ave la détermination prinipale) et de l'hypothèsesur le point de base a.Cette ondition est néessaire, mais pas su�sante. En e�et, la �gure 3.16fournit un ontre-exemple : l'arête [α9, α6] véri�e 9 > 7 > 6. Mais ette arêten'a pas d'intersetion ave le segment [a, α7] ; elle en a néanmoins une avela droite (aα7).Nous noterons a0 = a, a1, . . . , as−1, as = αl les points d'intersetion entre
T et [a, αl]. Nous supposons que es derniers sont ordonnés par ordre d'ap-parition sur le segment [a, αl].Remarque 22. Compte tenu des hypothèses sur le hoix du point de base,les points (ah)1≤h≤s−1 sont réguliers.Intersetion(T , l)Entrée :
T : Un arbre de reouvrement de V.
l : un entier véri�ant 1 ≤ l ≤ n.Sortie :
L : la liste ordonnée d'arêtes [αi, αj ] de T qui intersetent le segment

[a, αl]. L'ordre est donné par l'ordre d'apparition des points d'in-tersetion sur le segment [a, αl].
L′ : la liste d'arêtes [αi, αj] de T qui intersetent la demi-droite ∆l ⊂

(aαl), d'origine αl, et telle que a /∈ ∆l.Cet algorithme utilise tout d'abord le lemme 22, puis trie la liste d'arêtesobtenues selon leur ordre d'apparition le long de la demi-droite [aαl). Ceuxayant une intersetion ave le segment [a, αl] sont retournés ordonnés dans
L, et les autres sont retournés dans la liste L′ (d'après l'hypothèse sur lepoint de base a, il n'y a pas d'intersetion entre l'arbre T et la demi-droite ∆d'origine a, appartenant à la droite (aαl), et telle que αl /∈ ∆. Seule la liste
L nous intéresse en e qui onerne les intersetions entre T et le segment
[a, αl]. Néanmoins, la liste L′ sera utile pour l'algorithme Sens-Paroursdérit plus loin.En�n, nous ferons ii l'hypothèse que les points ah ont été alulés, etnous utiliserons don es points dans la suite pour simpli�er les expliations.156



D'un point de vue purement algorithmique, e alul n'est néanmoins pasnéessaire. Nous expliquerons ei à la �n de ette setion.Exemple 33. Si l'on onsidère la �gure 3.16, la liste d'arêtes intersetant
(a, α7) est :

{[α2, α13], [α16, α4], [α5, α10], [α3, α8], [α9, α6]}.Après avoir ordonné es arêtes par ordre d'apparition de a à α7, on éliminel'arête [α9, α6], et l'on obtient L = {[α2, α13], [α16, α4], [α5, α10], [α3, α8]}. Ona de plus :
a0 = a, a1 ∈ [α2, α13], a2 ∈ [α16, α4], a3 ∈ [α5, α10], a4 ∈ [α3, α8] et a5 = α7On a de plus L′ = {[α9, α6]}.Le problème se ramène ensuite à trouver un hemin homotope au segment

[ah, ah+1] pour 0 ≤ h ≤ s− 1, puis à mettre bout à bout les hemins trouvéspour obtenir le hemin homotope à [a, αl].Sens de ontournement des points ritiquesA e stade de l'algorithme, nous herhons un hemin homotope au seg-ment [ah, ah+1], où ah et ah+1 appartiennent à des arêtes de l'arbre T , et telsque l'arbre T n'intersete pas le segment ouvert ]ah, ah+1[.Nous ommençons par poser les notations suivantes :� πh est le hemin dans l'arbre homotope à [ah, ah+1] dans C\V reherhé,� τh est l'unique suite d'arêtes de T menant de ah à ah+1.La suite d'arêtes τh sera donné par l'algorithme Relier-arêtes, que nousne détaillons pas ii (il s'agit uniquement d'un parours d'arbre). Le hemin
πh ontient forément les arêtes de τh. Néanmoins, il se peut que l'on ait àpasser par d'autres arêtes intermédiaires.Exemple 34. Considérons le segment [a4, a5] de la �gure 3.16.On a ii τ4 = [a4, α8]· [α8, α12]· [α12, α17]· [α17, α18]· [α18, α14]· [α14, α9]· [α9, a5].Mais on voit bien sur la �gure 3.17 que π3 ontient l'arête [α12, α11].Supposons maintenant que nous onnaissons la suite d'arêtes de T qu'ilnous faut suivre pour obtenir le hemin πh. Pour haque ouple d'arêtesonséutives [αk, αi], [αi, αj] de ette suite, il nous faut trouver le sens ǫkijégal à + ou − que l'on doit utiliser pour ontourner le point ritique αi,157
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Fig. 3.17 � Le hemin π4 homotope à [a4, a5] dans C\Vobtenant ainsi un ar de erle A(xik, xij , ǫkij). Il est à noter que l'on peuttrès bien avoir k = j, auquel as A(xij , xij, ǫjij) est le laet βǫjij

i de point debase xij , et suivant le erle de entre αi et de rayon |αi − xij | dans le sens
ǫjij.Lemme 23. Soit πh un hemin dans l'arbre homotope au segment [ah, ah+1]dans C\V. Alors si A(xik, xij , ǫkij) et A(xi′k′, xi′j′, ǫk′i′j′) sont des ars deerles appartenant à πh, on a ǫkij = ǫk′i′j′.Démonstration. Supposons que e ne soit pas le as. Alors il existe une su-ession d'arêtes [αk, αi], [αi, αj], [αj , αl] telle que la partie de πh orrespondantà es arêtes soit A(xik, xij ,+) · [xij , xji] ·A(xji, xjl,−), omme 'est le as surla �gure 3.9 ; le ontournement des points ritiques peut évidemment être in-versé, mais ela donne un raisonnement similaire. Ainsi, le hemin onstruittraverse l'arbre T . Or, pour être homotope à [ah, ah+1], le hemin πh ne doitpas interseter l'arbre T .Ainsi, haque point ritique ontourné par le hemin πh doit l'être dans lemême sens. Il nous faut don trouver e sens de ontournement.Notons X = C\[ah, ah+1] le plan omplexe privé du segment [ah, ah+1].Alors, dans X, tout hemin ayant pour point de départ ah et pour pointd'arrivée ah+1 est homotope à τ ou τ ′ (voir la �gure 3.18).Mais, omme l'on ontourne tous les points ritiques dans le même sens,toute suite d'arêtes que l'on aurait ainsi à ajouter à notre hemin forme en158



τ
′

τ
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ah

Fig. 3.18 � Classes d'homotopie dans C\[ah, ah+1]fait un laet qui ne traverse pas le segment [ah, ah+1], et est don homotopi-quement nul dans X. De e fait, le hemin πh est homotope dans X à τh, ete dernier est lui même homotope à l'un des deux hemins τ ou τ ′.La droite (a, αl) divise naturellement le plan en deux parties, que nousappellerons respetivement le τ -plan pour le demi-plan ontenant τ , et le
τ ′-plan pour elui ontenant τ ′.Lemme 24. Le point ritique αi appartient au τ -plan si et seulement si i > l.Démonstration. C'est une onséquene direte de l'ordre des points ritiqueset du hoix du point de base a.La lasse d'homotopie dans X de τh est alors donnée par le lemme 25. Onnote ii τh = [ah, αi1 ] · [αik , αik+1

]1≤k≤sh−1 · [αish
, ah+1]. On rappelle que nousavons éarté le as [ah, ah+1] = [a, αl] (voir la remarque 21 et l'algorithmeChemin), e qui implique sh ≥ 1.Lemme 25. Soit ∆ la demi-droite ]ahah+1), et notons nh l'entier égal aunombre de points d'intersetion entre ∆ et les sh premières arêtes de τh, plus

1 si ish
> l. Alors on a :
τh est homotope dans X à τ si et seulement si nh est impair.Démonstration. Soit ∆ =]x0x1) une demi-droite telle que :� x0 ∈]ah, ah+1[,� x1 appartient au τ -plan,� ∆ ne passe par auun point ritique.D'après le théorème de Jordan, le laet τh · [ah+1, ah] sépare le plan omplexeen deux omposantes onnexes, l'une bornée que l'on noteraD, et l'autre non.159



En parourant la demi-droite ∆ en partant de x0, on obtient une suessiond'entrées et de sorties dans D. A la �n, omme D est borné, on se situeforément dans la omposante non bornée. Si le nombre d'intersetions estimpair, ela veut dire que l'on était dans D au départ, et don que τh esthomotope à τ . Sinon, on a ommené dans la omposante non bornée, e quisigni�e que τh est homotope à τ ′.En onsidérant des demi-droites ∆ formant un angle de plus en plus petitave la droite (ah ah+1), on peut passer le raisonnement à la limite pourobtenir le lemme, ave l'argument supplémentaire suivant pour traiter ladernière arête : ish
> l (e qui signi�e d'après le lemme 24 que αish

appartientau τ -plan) si et seulement si il existe η > 0 tel que pour toute droite ∆ telque dérite au début de ette preuve et formant un angle 0 < ǫ ≤ η ave ladroite (aαl), ∆ intersete [αish
, ah+1[.Ensuite, si τh est homotope à τ (voir �gure 3.18), alors il nous faudrasuivre l'arbre en ontournant les points ritiques dans le sens trigonométrique.Sinon, on les ontournera dans le sens non trigonométrique.Le lemme 25 nous onduit naturellement à l'algorithme suivant. Ii, onnote #L′ le ardinal de la liste L′.Sens-Parours(τh,L′,L′′, h, l)Entrée :

τh = [ah, αi1] · [αik , αik+1
]1≤k≤sh−1 · [αish

, ah+1] la liste d'arêtes de Tmenant de ah à ah+1 ave sh ≥ 1.
L′ : la liste ordonnée d'arêtes de T qui intersetent le segment [a, αl].L'ordre est donné par l'ordre d'apparition des points d'interse-tion sur le segment [a, αl].
L′′ : la liste d'arêtes [αi, αj ] de T qui intersetent la demi-droite ∆l ⊂

(aαl), d'origine αl, et telle que a /∈ ∆l.
h : l'indie du segment onsidérée.
l : l'indie du point ritique onsidéré.Sortie :
ǫ : Le sens + ou − dans lequel il faut ontourner les points ritiquespour suivre le hemin πh homotope à [ah, ah+1] dans C\V.Début

L ← L′[h+ 2 · · ·#L′] ∪ L′′

nh ← 0Pour k allant de 1 à sh − 1 faireSi [αik , αik+1
] ∈ L et ik 6= l alors nh ← nh + 1 FinFinSi ish

> l alors nh ← nh + 1 Fin160
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sens non trigonométrique

Fig. 3.19 � Contournement de αiSi nh est impair alorsRetourner +SinonRetourner −FinFin.Exemple 35. Considérons le segment [a0, a1] de la �gure 3.16. On a ii
τ0 = [a0, α21] · [α21, α20] · [α20, α19] · [α19, α16] · [α16, α4] · [α4, α1] · [α1, α2] · [α2, a1].Exepté la dernière arête, seule [α16, α4] a une intersetion ave la droite
[a, α7]. Or, si L′,L′′ est la sortie de Intersection(T , 7), on a [α16, α4] ∈ L′,et 'est le deuxième élément de ette liste (voir l'exemple 33). Comme 2 > 1,
n0 ← n0 + 1.Pour la dernière arête, τ0 parourt [α2, α13] de α2 à α13. Puisque 2 < 7,toute droite ∆ omme dans la preuve du lemme 25 n'intersete pas [α2, a1].Finalement, on obtient n0 = 1, qui est impair. Le sens de ontournement despoints ritiques entre a0 et a1 est don le sens trigonométrique.Série d'arêtes à suivreNous allons maintenant dérire omment trouver le hemin πh une fois quel'on onnait le sens de ontournement des points ritiques que doivent suivreles ars de erle de e hemin. Pour ela, il faut, à haque point ritiqueapprohé, ontourner e dernier jusqu'à e que l'on renontre une arête, quiest alors l'arête suivante de notre hemin. La �gure 3.19 illustre e point devue.Nous devons don onnaître un ordre loal pour haque point ritique del'arbre T , donné par l'algorithme Permutation-Loale. Ce dernier retourne,pour haque point ritique αi, l'ensemble Li des indies de ses voisins, ainsique la permutation σi, qui à un élément j de Li retourne le voisin suivant k161



de Li dans l'ordre trigonométrique.La suite d'arêtes suivie par le hemin πh est alors donnée par l'algorithmesuivant :Chemin-h(V, T ,L, σ, [ah, ah+1], h, l, ǫh)Entrées :
V : l'ensemble des points ritiques augmenté du point de base.
T : un arbre de reouvrement minimum de V.
σ = σ0, . . . , σn : les permutations loales en les αi.
L = L0, . . . ,Ln : les ensembles voisins des αi.
[ah, ah+1] : le segment onsidéré
h : l'indie du segment onsidéré.
l : l'indie du point ritique onsidéré.
ǫh = + ou − : le sens de ontournement des points ritiques pour lehemin πh.Sortie :
πh : Un hemin dans l'arbre T homotope à [ah, ah+1] dans C\V.DébutSi h = 0 alors
j ← 0Si ǫh = + alorsSi pour tout i ∈ L0, i < l alors k ← minL0Sinon k ← min{i ∈ L0 | i > l} FinSinonSi pour tout i ∈ L0, i > l alors k ← maxL0Sinon k ← max{i ∈ L0 | i < l} FinFinSinonSi (ǫh = + et jh < kh) ou (ǫh = − et jh > kh) alors

(j, k)← (jh, kh)Sinon
(j, k)← (kh, jh)FinFin

πh ← [ah, xkj]
b← vraiTant que b faireSi ǫh = + alors w ← σk(j) Sinon w ← σk

−1(j) Fin
πh ← πh · A(xkj , xkw, ǫh)Si ah+1 = αl et w = l alors162



Si ǫh = + alors w0 ← σw(k) Sinon w0 ← σw
−1(k) FinSi A(xlk, xlw0, ǫh) intersete [α0, αl] alors

πh ← πh · [xkw, xwk]
(j, k)← (k, w)Sinon
b← faux
πh ← πh · [xkw, ah+1]FinSinon Si ah+1 ∈ [αk, αw] et(ah+1 = αl ou (k < w et ǫh = −) ou (k > w et ǫh = +)) alors

b← faux
πh ← πh · [xkw, ah+1]Sinon
πh ← πh · [xkw, xwk]
(j, k)← (k, w)FinFinRetourner πhFin.À haque boule Tant que de l'algorithme Chemin-h, les indies j, k, wsont dé�nis de telle façon que le hemin onstruit va de l'arête [αj , αk] àl'arête [αk, αw].Si ah ∈ [αjh

, αkh
], la �gure 3.20 illustre omment trouver par lequel desdeux points intermédiaires xjhkh

ou xkhjh
le hemin πh doit ommener.

ah+1
ah

αkh

αjh

sens trigonométrique

sens non trigonométrique
xjhkh

xkhjh

Fig. 3.20 � Point intermédiaire suivant ahLe as h = 0 demande un traitement partiulier. La �gure 3.21 illustrealors les as à onsidérer. On rappelle que nous avons éarté le as où [a, αl] ∈
T , e qui implique que l /∈ L0.En�n, le as ah+1 = αl demande de s'assurer que l'on oublie pas de ontour-163



k < j < i < lαk

αl

sens non trigonométrique

αi

αj

a

sens trigonométrique

Fig. 3.21 � Choix de l'arête de départner ertains points ritiques quand on arrive au point αl. Le test d'intersetionse résout en pratique par une simple omparaison d'arguments.Exemple 36. Considérons le hemin π0 dans l'arbre T de la �gure 3.16 ho-motope au segment [a0, a1], illustré sur la �gure 3.22. Ii, le seul point ritiquerelié au point de base a est α21. Le hemin π0 ommene don par [a, x21,0].Ensuite, le sens de ontournement des points ritiques est le sens trigono-métrique (voir l'exemple 35). L'ordre loal en α21 nous donne σ21(0) = 20.La suite du hemin est don A(x21,0, x21,20,+). A e stade, nous n'avons pasenore atteint l'arête [α2, α13] don on ontinue, et on ajoute l'arête [x20, x19]à π0. Et on ontinue ainsi jusqu'à arriver au point x2,1. On a alors j = 1 et
k = 2. On a ainsi w = σ2(1) = 13, et on ajoute don au hemin l'ar de erle
A(x2,1, x2,13,+). Ii, nous avons atteint l'arête [α2, α13]. Mais le hemin n'estpas �ni, puisque pour avoir un hemin homotope au segment [a0, a1] dans
C\V, il nous faut enore ontourner le point ritique α13. Cei est bien faitpar notre algorithme : on a k = 2 = min{2, 13} et ǫh = + don on ontinuela boule Tant que. On ajoute don le segment [x2,13, x13,2] au hemin, puison pose j = 2 et k = 13, et ensuite w = σ13(2) = 2, ajoutant A(x13,2, x13,2,+)au hemin. On a alors k = 13, w = 2 et ǫh = +. Cei est bien la �n de laboule Tant que, et don de l'algorithme. On obtient �nalement :164



a2a1

α1

α2 α4

α16

α20

α13

α21

α19

α0 = a = a0

π0

α5

Fig. 3.22 � Le hemin π0 homotope à [a0, a1] dans C\V
π0 = [a, x21,0] · A(x21,0, x21,20,+) · [x21,20, x20,21] · A(x20,21, x20,19,+) ·
[x20,19, x19,20] ·A(x19,20, x19,16,+) · [x19,16, x16,19] ·A(x16,19, x16,4,+) · [x16,4, x4,16] ·
A(x4,16, x4,1,+) · [x4,1, x1,4] · A(x1,4, x1,2,+) · [x1,2, x2,1] · A(x2,1, x2,13,+) ·
[x2,13, x13,2] · A(x13,2, x13,2,+) · [x13,2, a1]Il se peut également que le début du hemin ommene par ontournerun point ritique (ou plus généralement une branhe de l'arbre), ommel'illustre la �gure 3.23. Ii, le début du hemin π2 est donné par [a2, x9,6] ·
A(x9,6, x9,6,+) · [x9,6, x6,9] · . . .
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a3 = α8
a2

π2

α1

α2

α3

α4

α5

α6
α7

α9α11

α10

α12

α13

α14

α15

α16

a

Fig. 3.23 � Le hemin π2Algorithme de onstrution des heminsEn�n, l'algorithme Chemin donne, pour haque point ritique αl, un he-min δl homotope à [a, σl].Chemin(V, T , σ,L)Entrées :
V : l'ensemble des points ritiques augmenté du point de base.
T : un arbre de reouvrement minimum de V.
σ = σ0, . . . , σn : les permutations loales en les αi.
L = L0, . . . ,Ln : les ensembles voisins des αi.Sortie : Pour haque point ritique αl, un hemin dans l'arbre δl homo-tope à [a, αl].Début

n← #V − 1Pour l allant de 1 à n faireSi [a, αl] ∈ T alors δl ← [a, αl] Boule suivante Fin
δl ← ∅
(L′,L′′)← Intersection(T , l)Pour h allant de 0 à #L′ − 1 faire
τ ← Relier-arêtes(T ,L′[h],L′[h+ 1])
ǫ← Sens − Parcours(τ,L′,L′′, l)
π ← Chemin − h(V, T ,L, σ, [ah, ah+1], l, ǫ)166



δl ← δl · πFinFinRetourner δFin.Ainsi, nous avons dérit dans ette partie un algorithme qui onstruitun hemin suivant l'arbre homotope au hemin γl dans X0. Nous onluonsette setion en faisant quelques remarques, notamment sur le point de vuealulatoire de et algorithme.Tout d'abord, il n'est pas néessaire de aluler préisément les valeursdes points ah : la seule information dont nous avons besoin est de pouvoirordonner les points ah sur le segment [a, αl]. En e�et, et ordre mis à part, laseule information importante onernant ah est l'arête de l'arbre à laquelleil appartient. Ainsi, on peut �ter à haun des hemins πh les arêtes [ah, xij ]et [xkw, ah+1], quitte à rajouter l'arête [xkw, xwk] entre πh et πh+1 pour l'ob-tention du hemin δl.Cette remarque prise en ompte, on peut voir que l'avantage de et algo-rithme est qu'il a uniquement besoin de aluler deux hoses :� l'ordre des points d'intersetion ah entre [a, αl] et T .� la permutation loale de haque point ritique renontré.Toutes les autres opérations se ontentent de omparer les indies des pointsritiques.Ensuite, pour simpli�er la formulation, notre algorithme retourne des he-mins δl homotope au segment [a, αl]. En pratique, on ne herhe pas à at-teindre le point ritique αl, mais uniquement le point xlk, si [xkl, αl] est ladernière arête du hemin δl retourné (en dé�nissant x0l = a pour traiter leas partiulier où [a, αl] ∈ T ). Pour avoir un tel hemin, il su�t don deremplaer l'arête [xkl, αl] par [xkl, xlk] dans le hemin δl trouvé. Cette modi-�ation e�etuée, le laet γ′l = δ−1
l · βl · δl est homotope dans X0 au hemin

γl. En�n, l'hypothèse sur le point de base e�etué au début de ette setionpeut failement être supprimée : elle permet uniquement de mieux dérire ladivision du plan en les deux demi-plans que sont le τ -plan et le τ ′-plan (voirle lemme 24). Ainsi, si l'on e�etue les orretions suivantes :� Remplaer � ish
> l � par � αish

est dans le τ -plan �dans l'algorithmeSens-Parours,� Modi�er les traitements des arêtes initiales et �nales dans l'algorithmeChemin-h (il su�t de remplaer les omparaisons d'indies par la notion167



d'appartenane au τ -plan ou au τ ′-plan).Alors l'hypothèse sur le point de base a n'a plus à être onsidérée dans nosalgorithmes.3.5 Connexion entre les �bresPour haque point ritique αl, la setion 3.4 nous donne un hemin dansl'arbre γ′l homotope au hemin γl de la �gure 3.1. Ce hemin γ′l est onstituéd'une suession de segments [xij , xji] et d'ars de erles A(xji, xjk,±). Dansette partie, nous allons dérire la façon dont on onnete les �bres suessivesau-dessus des points de e hemin.3.5.1 PrinipeNous ommençons par expliquer le prinipe de la méthode en illustrantelle-i à partir de la �gure 3.9, page 141. Nous expliquerons dans la setion3.5.2 omment améliorer l'e�aité de e proédé.Nous ommençons par aluler la �bre de F en le point de base a et au-dessus de tous les points xij par lesquels passe notre hemin. Ensuite, poursuivre le segment [xij , xji], nous alulons les développements en série de Fau-dessus du milieu αij de l'arête [αi, αj]. Puis l'on onnete es développe-ments en séries aux deux �bres F(xij) et F(xji), omme dérit dans la partie3.3.4. Cela nous permet de onneter les éléments de es �bres deux à deux.Pour suivre l'ar de erle A(xji, xjk,±), on alule les développementsen série de Puiseux au dessus du point ritique αj , puis on évalue es dé-veloppements en les points xji et xjk pour les onneter aux �bres en espoints, et ainsi onneter les deux �bres entre elles (voir la proposition 33).Pour ela, il est reommandé de hoisir une détermination pour la fontionraine e-ième qui soit telle que la ligne de disontinuité B de es dévelop-pements soit la plus éloignée possible des points xji et xjk, a�n d'éviter aumaximum les problèmes numériques qui peuvent apparaître si les points deonnexion étaient trop près de B. Le meilleur hoix possible est la demi-droite B = (αj, (arg(ck− cj)+ arg(ci− cj))/2+µπ) où µ est égal à un si l'onva dans le sens trigonométrique et zéro sinon. De plus, d'après le lemme 21,l'angle formé entre haune des arêtes onsidérées et la demi-droite B est aumoins égal à π
6
.En ombinant es onnexions, et si l'on note, omme à la �n de la setion168



3.4.1, δl le hemin qui va du point de base a à l'un des points de onnexion xlhprohe du point ritique αl, alors on onnete ainsi F(a) à F(xlh). Le laete�etué autour du point ritique αl est alors obtenu à l'aide de la proposition32. En�n, il n'est pas néessaire d'e�etuer le prolongement analytique le longdu hemin δ−1
l , puisque la onnexion entre les �bres F(xlh) et F(a) le longdu hemin δ−1
l peut être obtenue en inversant elle alulée pour le hemin

δl. Ainsi, nous avons dérit une méthode qui permet de aluler le groupe demonodromieM. Cette méthode néessite les aluls suivants :� Les développements de Puiseux au dessus de haun des n points ri-tiques αi,� Les développements en séries au dessus de n+ 1 points réguliers (les nmilieux des arêtes de l'arbre, ainsi que le point de base a),� une approximation numérique des �bres en les points intermédiaires,soient 2n points (on peut se ontenter de 2 points intermédiaires pararête).Néanmoins, jusqu'à présent, nous n'avons pas enore pris ompte les ordresde tronation. Or, eux-i peuvent être élevés, et de e fait, en se ontentantde deux points d'évaluation par arête de T , on obtiendrait une méthodeinutilisable en pratique. En e�et, si l'on onsidère la borne donnée par laproposition 34, on s'aperçoit que ette borne tend rapidement vers l'in�niquand β tend vers 1, e qui orrespond au as où le point d'évaluation x1est relativement prohe du rayon de onvergene de la série onsidérée. Cettesituation apparaît quand on a une arête de l'arbre T onstitué de deux pointsritiques αj et αk prohes, et que l'un des voisins αl de αk dans T est àune distane plus importante. Dans e as, de part sa dé�nition (voir lasetion 3.4.2), le point de onnexion xkl est néessairement prohe du rayonde onvergene des séries alulées en αkl, milieu de l'arête [αk, αl].Exemple 37. Considérons le polyn�me F (x, y) = y3 − x5 + 2 (10x − 1)2 ∈
Q[x, y]. Ce polyn�me, provenant de [Mig92, page 170℄, a omme partiularitéque deux de ses points ritiques sont très prohes (à une distane inférieureà 10−

7
2 ). En prenant par exemple a = −3 + 2I omme point de base, onobtient des points ritiques indexés de la façon suivante (on donne ii uneapproximation de es points ritiques) :� α1 ≃ −2.990197594− 5.065348139 I,� α2 ≃ 0.09977763419,� α3 ≃ 0.1002248660,� α4 ≃ 5.780392689,� α5 ≃ −2.990197594 + 5.065348139 I.169



L'arbre de reouvrement minimum est alors :
T = {[a, α5], [a, α2], [α2, α1], [α2, α3], [α3, α4]}Pour pouvoir aluler la permutation assoiée au point ritique α1, nous al-lons don suivre l'arête [α1, α2]. Comme δ(α2) ≃ 0.00044723181, le point x2,1le plus éloigné de α2 que l'on puisse prendre véri�e x2,1 ≃ 0.09954472791−

0.0003817996285 I. De e fait, pour évaluer les séries au-dessus de α1,2 ≃
−1.445209980 − 2.532674070 I en x2,1, on obtient (voir la proposition 34)
β =

|α1,2−x2,1|
δ(α1,2)

≃ 0.9998492506. En utilisant les bornes de [Mig92℄, on trouveune borne M = 26.85009798 pour les valeurs des séries dans le disque deonvergene. En alulant la �bre en x2,1, on obtient une préision néessaire
η ≃ 0.03565093653. Au �nal, le ritère de la proposition 34 nous dit qu'ilfaudrait avoir un ordre de tronation N ≥ 102309 pour avoir une onnexion�able entre la �bre F(x2,1) et les séries en α1,2.Pour ra�ner notre stratégie, nous allons don introduire des points inter-médiaires supplémentaires, en nombre ontr�lé, omme dérit dans la partiesuivante.3.5.2 Compromis entre le nombre de pas et les ordresde tronationComme nous l'avons vu dans l'exemple 37, les ordres de tronation donnéspar la proposition 34 peuvent atteindre des tailles trop élevées en pratique.Nous allons ii étudier plus préisément ette borne, et allons expliquer om-ment la ontr�ler au mieux.La proposition 34 nous donne don une borne :

N ≥ ln
(

η
M

)
+ ln(1− β)

ln(β)
− 1, ave β =

( |x1 − x0|
ρ

) 1
eOn peut séparer ette formule en deux parties. D'une part, on a le nombre

ln
(

η
M

), qui dépend des feuillets du revêtement (C, x) : s'ils sont prohes l'unde l'autre ou pas, s'ils prennent des valeurs importantes ou pas et. Cettepartie dépend don intrinsèquement du problème, et est de e fait di�ile àontr�ler. Par ontre, l'autre partie de ette borne, ln(1−β)
ln(β)

, dépend unique-ment de β, et don des points du plan omplexe utilisés pour le prolongementanalytique. De e fait, ette partie est failement ontr�lable. Nous allonsdon maintenant proposer une stratégie dans laquelle nous allons utiliser des170



points intermédiaires supplémentaires, de telle sorte que haun des nombres
β onsidérés soient bornés par une onstante. Il s'agit ii d'un ra�nementdu raisonnement proposé dans [Pot07℄. En e�et, l'argument utilisé dans etartile provenait prinipalement d'observations pratiques. Ii, nous onsidé-rons de plus la omplexité du prolongement analytique pour a�ner le hoixdu nombre β.Optimiser le prolongement analytiqueDans notre ontexte, le problème est don de minimiser le oût ('est-à-dire la omplexité binaire) du prolongement analytique entre le milieu del'arête αij et le point xij . Le problème est don d'approher le point ritique
αi le long du hemin [αij, xij ]. De plus, on sait (voir le lemme 20), que pourtout point x0 ∈ [αij , xij ], on a δ(x0) = |x0 − αi|. On peut don shématisernotre problème de la façon suivante :� Le point x = 0 est un point ritique.� x0 est un point régulier dont le plus prohe point ritique est 0.� x1 ∈ [0, x0].� On veut minimiser la omplexité binaire du prolongement analytiqueentre x0 et x1.Des études de e as ont été e�etuées dans le adre des séries solutionsd'une équation di�érentielle [CC87a, CC90, vdH99, Mez07℄. Ces études sontbasées sur le fait qu'il existe des algorithmes alulant les séries solutionsd'une équation di�érentielle ayant une omplexité binaire quasi linéaire en lenombre de termes souhaités.Dans notre as, l'algorithme de Newton quadratique (voir la setion 2.1.1),qui permet de aluler les séries solutions du polyn�me F en un point régulier,a une omplexité arithmétique quasi linéaire en le nombre de termes alulés(voir le théorème 8). Étant donné que et algorithme peut être utilisé sur
C, on peut éviter les problèmes d'extensions de orps et de roissane desoe�ients, et ainsi haque opération arithmétique a un oût onstant. Fi-nalement, nous ferons don l'hypothèse que l'on dispose d'un algorithme quialule une approximation numérique des séries solutions de F et qui possèdeune omplexité binaire quasi linéaire en le nombre de termes alulés.Notons p1, . . . , ps+1 les points où l'on va aluler les séries solutions de
F , et x1 = e0, e1, . . . , es (ei ∈ [pi, pi+1]) les points de onnexion. Commedans [CC87a, CC90, vdH99, Mez07℄, nous hoisissons es points de telle ma-nière que le nombre β ∈]0, 1[ intervenant dans les ordres de tronation soitonstant, 'est-à-dire tel que : 171
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Fig. 3.24 � Points intermédiaires� le point x1 véri�e |x1| = βeδ(0) où e est le plus grand indie de rami�-ation des séries de Puiseux au-dessus de 0,� pour tout 1 ≤ i ≤ s, on a |pi − ei| = |pi − ei−1| = β|pi|.On obtient don |pi+1| = 1
1−β
|ei|, |ei| = (β + 1)|pi|, et omme |x1| = βeδ(0) :

|pi| =
(β + 1)i−1

(1− β)i
|x1| =

(β + 1)i−1βe

(1− β)i
δ(0)et |ei| =

(
β + 1

1− β

)i

|x1| =
(
β + 1

1− β

)i

βeδ(0)Finalement, on peut exprimer le nombre s en fontion de β : on veut que svéri�e (β+1)s−1

(1−β)s |x1| < |x0| ≤ (β+1)s

(1−β)s+1 |x1|, e qui nous onduit à :
s =




ln
(
(1− β) |x0|

|x1|

)

ln
(

β+1
1−β

)




=




ln
(

1−β
βe

|x0|
δ(0)

)

ln
(

β+1
1−β

)


Remarque 23. La stratégie proposée ii onsiste don à � s'éloigner � dupoint ritique 0. Ave un tel hoix, on obtient généralement un point ps+1 telque |ps+1| > |x0|. En pratique, on ajuste alors les points es et ps+1 de tellefaçon que ps+1 = x0 et es ∈ [ps, x0], omme 'est le as sur la �gure 3.24.Ensuite, siM est une borne supérieure pour sup

x∈D(x0,|x0|)
S(x) et sup

x∈D(0,δ(0))

S(x),alors M majore aussi sup
x∈D(pi,|pi|)

S(x), 1 ≤ i ≤ s + 1, puisque D(pi, |pi|) ⊂172



D(x0, |x0|) pour 1 ≤ i ≤ s + 1. De même, on peut prendre pour valeur ηla plus petite des préisions néessaires sur l'ensemble des �bres F(ei). Onobtient ainsi deux valeurs M et η (voir la proposition 34) qui ont la mêmevaleur pour tous les points intermédiaires onsidérés.Finalement, sous l'hypothèse que l'on utilise un algorithme de alul desdéveloppements en série de F qui a une omplexité binaire quasi-linéaire,nous sommes ramenés à minimiser le nombre de pas multiplié par le oût dehaque pas (qui est onstant dans notre stratégie), 'est-à-dire à minimiserla fontion suivante :
C(β) =

(
ln
(

η
M

)
+ ln(1− β)

ln(β)
− 1

)


ln
(

1−β
βe

|x0|
δ(0)

)

ln
(

β+1
1−β

)




= f1(β) (A+ ln(β)− ln(1− β)) (B + ln(1− β)− e ln(β))ave f1(β) = − 1

ln(β) ln( β+1
1−β )

, A = − ln
(

η
M

)
> 0 et B = ln

(
|x0|
δ(0)

)
> 0Si A et B tendent vers l'in�ni, qui est le pire des as (puisqu'il induitun oup important), la fontion C(β) est équivalent à la fontion f1(β), quiprend son minimum en β =

√
2− 1. Or, on a

C(
√

2− 1) ≃ 1.2873004 (A− 0.34657359) (B − 0.53479999 + 0.88137358 e) .La valeur β =
√

2− 1 semble don être la meilleure valeur à prendre. C'estette valeur que nous utiliserons par la suite.Nombre total de points intermédiairesNous revenons maintenant dans le adre général de notre problème : ononsidère une demi-arête [αij , αi] de l'arbre T . Si l'on remplae β par √2−1,
|x0| par δ(αij) et 0 par αi dans le nombre s de points intermédiaires trouvédans la setion préédente, on obtient un nombre de points intermédiaires àonsidérer pour la demi-arête [αij , αi] égal à :

s =




ln(2−
√

2)− e ln(
√

2− 1) + ln
(

δ(αij )

δ(αi)

)

ln
( √

2
2−

√
2

)




= e− 1 +




ln
(

2δ(αij )

δ(αi)

)

ln(
√

2 + 1)
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On rappelle qu'ave un tel nombre de points intermédiaires, toutes lesvaleurs de β (voir la proposition 34) son inférieures ou égales à √2− 1.En additionnant le nombre de points intermédiaires obtenu pour haquedemi-arête, on obtient �nalement, si n désigne le nombre de points ritiques :Proposition 37. Le nombre de points de développement et d'évaluation né-essaire pour aluler le groupe de monodromie par notre méthode est en
O(n ln Lmax

Lmin
+ g + dy), où Lmax et Lmin sont respetivement les longueurs dela plus grande et la plus petite arête de T , et g est le genre de la ourbe C.Démonstration. Pour haune des demi-arêtes de l'arbre T , on peut borner

ln
(

2δ(αij )

δ(αi)

) dans la valeur de s par ln Lmax

Lmin
. Étant donné qu'il y a n arêtes,on obtient le premier terme du résultat. D'après le lemme 21, il y a au plus 6arêtes de T inidentes à αi. Ainsi, lorsqu'on somme sur l'ensemble des demi-arêtes, on obtient une ontribution bornée par 6

∑
P(eP−1) = 12(g+dy−1),où la somme est prise sur l'ensemble des plaes P de C et la dernière égalitéest la formule d'Hurwitz. Cei nous donne le terme (g + dy).Corollaire 7. Le nombre de points de développement et d'évaluation est en

O(D2 ln Lmax

Lmin
), où D est le degré total de la ourbe C.Démonstration. Le genre g et le degré du disriminant de F en y sont en

O(D2) (voir respetivement [Mir95℄ et [vzGG99℄).Ainsi, pour une famille de polyn�mes pour lesquels la quantité Lmax

Lmin
estbornée, le orollaire nous dit que le nombre total de points intermédiairesaugmente linéairement en la taille de la sortie, qui est en O(D2). Finalement,on a :Théorème 22. Supposons que F ∈ Z[x, y] et notons ‖F‖∞ la plus grande va-leur absolue de ses oe�ients. Alors le nombre de points de développementset d'évaluation est en O(D6 +D5 log ‖F‖∞).Démonstration. Notons RF (x) ∈ Z[x] le résultant en y de F et Fy. La quan-tité Lmax peut être bornée par deux fois le rayon de n'importe quel disqueontenant l'ensemble des points ritiques. Choisissons ‖RF‖2 pour une telleborne [MS99, exerie 132℄, où ‖·‖2 est la norme eulidienne. Notons S ∈ Z[x]le produit des fateurs irrédutibles de RF dans Z[x]. Puisque S est un divi-seur de RF dans Z[x] de degré n, on a :

‖S‖2 ≤ 2n(n + 1)
1
2‖RF‖2 ≤ 2q(q + 1)

1
2‖RF‖2,174



où q = dx(2dy +1) majore le degré de S et de RF . Pour Lmin, on peut utiliserla borne inférieure sep(S) de [MS99℄. Comme le polyn�me S est supposé àoe�ients dans Z, on obtient :
Lmax

Lmin

≤ 2q(q−1)q(q+2)/2(q + 1)
q−1
2 ‖RF‖q2

≤ 2q(q−1)q(q+2)/2(q + 1)q+ 1
2‖RF‖q∞.On applique ensuite le lemme 10 page 84 du hapitre 2, , puis on obtient lerésultat à partir du orollaire 7 en majorant dx et dy par D.Dans la preuve de e théorème, nous avons onsidéré S omme un fateurquelonque de RF . Il serait intéressant d'avoir une borne plus �ne pour ‖S‖∞,qui ne dépendrait pas exponentiellement du degré n, ar ela permettraitd'obtenir un résultat en O(D5) au lieu de O(D6).3.6 Conlusion et PerspetivesNous avons dérit dans e hapitre un nouvel algorithme pour aluler legroupe de monodromie d'un revêtement (C, x). Celui-i minimise la longueurtotale des hemins parourus dans le plan omplexe en utilisant un arbre dereouvrement minimal pour la distane eulidienne de l'ensemble des pointsritiques. Nous avons notamment montré omment obtenir des hemins sui-vant et arbre homotopes à eux utilisés dans [TT84℄. Notre stratégie utilisedes développements de Puiseux au-dessus des points ritiques, obtenant ainsiles monodromies loales, ainsi que le prolongement analytique le long de he-mins prohes des points ritiques. L'utilisation de développements en sériestronquées à des ordres ontr�lés permet de erti�er la onnexion entre deux�bres suessives. De plus, es développements en série permettent d'obtenirdes bornes sur les intégrales utilisées lors du alul de l'appliation d'Abel[DP07℄. De plus, nous donnons un ompromis entre le nombre de pas inter-médiaires et les ordres de tronation onsidérés. On obtient ainsi des bornessur le nombre de points intermédiaires utilisés. Finalement, en utilisant l'al-gorithme symbolique-numérique dérit dans le hapitre 2 pour aluler uneapproximation numérique des développements de Puiseux, on obtient un nou-vel algorithme symbolique-numérique pour aluler le groupe de monodromiedu revêtement (C, x).Ce travail reste ouvert : si des bornes sur les erreurs engendrées pour lesoe�ients des séries de Puiseux sont données, alors il est possible, sous ré-serve d'avoir une algorithmique numérique donnant des bornes d'erreur, de175



erti�er le résultat obtenu, e que nous ne fournissons pas à l'heure atuelle.De plus, nous ne fournissons pas de omplexité pour le alul du groupe demonodromie. Néanmoins, les bornes sur le nombre total de points intermé-diaires sont une première étape vers un tel résultat.En�n, nous avons programmé un prototype de et algorithme sous Maple,mais e dernier néessite d'être ra�né, et dépend également de l'algorithmesymbolique-numérique de alul de développements de Puiseux. Pour résu-mer, il reste un travail important de programmation à e�etuer.
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ConlusionNous avons présenté dans ette thèse une nouvelle approhe pour alu-ler une approximation numérique des développements de Puiseux au-dessusd'un point ritique. Cet algorithme modulaire-numérique nous permet d'ob-tenir un nouvel algorithme symbolique numérique pour aluler le groupe demonodromie du revêtement (C, x). Des prototypes de es algorithmes ont deplus été implanté en Maple.Cette approhe onsistant à guider des aluls numériques à l'aide d'in-formations exates obtenues par aluls modulaires est à notre onnaissanenouvelle. Les expérimentations menées à l'aide de ette nouvelle version del'algorithme de Newton-Puiseux laissent à penser que ette méthode est e�-ae et numériquement stable.De plus, nous avons donné de nouvelles bornes de omplexité pour lapartie modulaire de notre algorithme de alul de développements de Puiseux,améliorant signi�ativement les bornes existantes.En�n, si l'on a à disposition une algorithmique numérique permettant deontr�ler les erreurs numériques tout au long des aluls, il est possible deerti�er l'algorithme de alul de développement de Puiseux, puis elui dealul de groupe de monodromie.Néanmoins, e travail n'est pas los. Outre la erti�ation qui n'est pase�etuée dans ette thèse, il y a de nombreux points à étudier et améliorer.Tout d'abord, la partie numérique de l'algorithme de Newton-Puiseux n'apas été programmée à e jour, et n'est don pas non plus utilisée dans leprototype d'algorithme développé pour le alul de groupe de monodromie.Ensuite, dans ette thèse, nous avons suivi le shéma lassique de l'al-gorithme Newton-Puiseux pour aluler les développements de Puiseux. Ilapparaît pourtant que et algorithme semble améliorable, notamment en al-ulant l'ensemble des séries de Puiseux en même temps plut�t que séparé-ment. Cei est un travail que nous avons ommené à étudier ave Grégoire177



Leerf et Joris van der Hoeven.Un autre point intéressant pour des travaux ultérieurs serait d'adapter lastratégie modulaire-numérique proposée dans ette thèse au as des équa-tions di�érentielles. En e�et, les séries singulières irrégulières solutions d'uneéquation di�érentielle linéaire utilisent des polygones de Newton ainsi quedes polyn�mes aratéristiques. Il semble don naturel de ré�éhir à une telleadaptation. Malheureusement, ela ne parait pas trivial : en e�et, dans leadre des équations di�érentielles, il ne parait pas lair que l'on puisse avoirun ritère de rédution aussi simple que elui utilisé quand l'on onnaît lepolyn�me bivarié qui dé�nit la ourbre algébrique.Pour �nir, il reste à traiter tout e qui onerne le ontr�le numériquedes erreurs, ei a�n d'obtenir un algorithme erti�é, mais également pourpouvoir obtenir la omplexité binaire de la partie numérique de notre algo-rithme, néessaire pour obtenir une omplexité binaire du alul du groupede monodromie.
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Calul de développements de Puiseux etappliation au alul du groupe de monodromied'une ourbe algébrique planeDans ette thèse, nous présentons un nouvel algorithme symbolique-numé-rique pour aluler une approximation numérique des développements dePuiseux au-dessus des points ritiques, que nous utilisons pour aluler legroupe de monodromie d'une ourbe algébrique plane. Essentiellement, l'al-gorithme de alul de développements de Puiseux utilise des aluls moduloun nombre premier p bien hoisi pour obtenir des informations exates sur lesséries de Puiseux. Ensuite, nous dérivons omment aluler une approxima-tion numérique de es séries de Puiseux à partir de es informations exates.Nous étudions également la omplexité de la partie symbolique de notre al-gorithme. En�n, nous proposons un algorithme symbolique-numérique pouraluler le groupe de monodromie d'une ourbe algébrique plane qui utilisees développements de Puiseux.Mots lés :Développements de Puiseux, Courbes algébriques, Corps �nis,Complexité, Caluls symboliques-numériques, Groupe de monodromie.
Computing Puiseux expansions and appliationto the omputation of the monodromy groupof a plane algebrai urveWe present a new symboli-numeri algorithm to ompute numerial ap-proximations of Puiseux expansions above ritial points. We use this new al-gorithm to ompute monodromy groups of plane algebrai urves. In essene,we ompute numerial approximations of Puiseux expansions in the followingway: omputations modulo a well hosen prime number p are used to obtainthe exat information required to guide �oating point omputations. Wealso give omplexity bounds for the symboli part of our algorithm. Then,we propose a new strategy to ompute monodromy groups of plane algebraiurves using this numerial approximations of Puiseux expansions.Key words : Puiseux expansions, Alebrai Curves, Finite Fields, Com-plexity, Symboli-Numeri omputations, Monodromy groups.


