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Introduction

L’électromagnétisme est un domaine d’activité qui demande de plus en plus d’outils numé-

riques performants et fiables. La complexité des structures étudiées et les différents environ-

nements électromagnétiques incitent à faire évoluer les simulateurs numériques pour qu’ils de-

viennent encore plus précis et encore plus stables en toutes circonstances. Certains outils reposent

sur les méthodes temporelles, d’autres sur les méthodes fréquentielles. Le choix des méthodes

temporelles peut s’avérer utile pour l’étude en une seule simulation d’un problème quelconque

sur une large bande de fréquence. Parmi toutes les méthodes temporelles à trois dimensions

utilisées dans le domaine de l’électromagnétisme, nous pouvons distinguer les trois principales :

la méthode des Différences Finies (FDTD), la méthode de Transmission Line Matrix (TLM)

et la méthode des Volumes Finis (FVTD). Elles sont basées sur la résolution des équations de

Maxwell dans le domaine temporel et sont généralement utilisées pour construire des simulateurs

numériques. Seule la nature ou la géométrie de l’application à modéliser permettent réellement

de faire un choix entre ces méthodes. Chacune d’entre elles possède ses propres avantages : la

FDTD est facile à mettre en oeuvre, elle est souple et non dissipative, la TLM est moins disper-

sive que la FDTD et la FVTD prend rigoureusement en compte les géométries complexes des

applications étudiées.

La méthode FVTD possède l’immense avantage de tolérer plusieurs types de maillage, en ef-

fet le domaine de calcul peut être discrétisé (ou maillé) en sous-domaines (ou mailles) de forme

quelconque. Le maillage sera dit ”structuré” (ou ”cartésien”) s’il est constitué d’un ensemble de

cellules élémentaires de forme hexaédrique régulières (ou cubique) alors que le maillage sera

dit ”non-structuré” s’il se compose de cellules élémentaires de forme tétraèdrique (voire prisma-

tique).

La mise en oeuvre d’un code numérique utilisant la méthode des Volumes Finis avec un

maillage ”cartésien” reste relativement accessible et demande une capacité de stockage d’in-

formations raisonnable. Certaines informations sur le maillage, telles que l’aire, le barycentre,

la normale des faces ou encore le volume des mailles sont connues par l’utilisateur, cela ne

demande donc pas de pré-traitements particuliers. Néanmoins, ce type de discrétisation reste
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insuffisant pour l’étude d’objets complexes de forme courbe, nous restons relativement limités

pour modéliser des objets de type sphère avec des hexaèdres réguliers, seule une discrétisation

très fine permet de suivre la géométrie entraînant automatiquement un nombre de mailles élevé

et défavorisant ainsi le temps de calcul. De plus, il est connu que les maillages en ”marche

d’escaliers” provoquent une dispersion locale supplémentaire de l’onde.

Par contre, un schéma Volumes Finis utilisé dans le cadre d’un maillage ”non-structuré”

assure une description conforme de la géométrie de l’objet. La prise en compte des zones de

géométrie très complexes se fera de façon plus naturelle et surtout plus précise sans que le

maillage ne soit trop lourd en nombre de cellules. Il a été montré [18] que le temps de calcul

d’une application était moins important en maillage ”non-structuré” qu’en maillage ”cartésien”

grâce essentiellement à un nombre de mailles moins important. Par conséquent, la modélisation

électromagnétique se fait sans restriction géométrique grâce à l’apport d’un mailleur fournissant

au code numérique les données nécessaires.

La méthode des Volumes Finis conduit à des schémas numériques explicites d’approxima-

tions décentrées dont les domaines d’applications sont aussi vastes que variés en mécanique

des fluides (depuis longtemps) ou en électromagnétisme (plus récemment). Plusieurs cas tests,

comme l’évaluation des modes de résonances dans une cavité [6, 9], l’étude de diffraction d’onde

électromagnétique sur des obstacles conducteurs [5, 31] en passant par la propagation d’onde

plane dans des structures complexes [24] ont permis de valider la méthode. La plupart des ap-

plications sont des problèmes en réception avec notamment des simulations de plusieurs cas à

grande échelle comme l’étude du champ diffracté par un avion [3, 4, 17, 18]. Le rayonnement

d’un résonateur dans une hémisphère diélectrique est aussi une étude montrant le bon comporte-

ment de la technique [22].

Certaines recherches ont donné lieu à une évolution des codes Volumes Finis toujours dans le

but d’affiner la précision des résultats scientifiques, l’introduction d’un pas temporel local, dans

une zone de calcul complexe où l’étude doit être rigoureuse, a été réalisée avec succès [20, 21].

La méthode FVTD peut aussi intégrer des structures sub-cellulaires tel que les fils minces

comme l’attestent différents travaux [23, 19].

L’idée d’hybrider la méthode des Volumes Finis avec d’autres méthodes numériques tem-

porelles permet de bénéficier des avantages de chacune des deux méthodes couplées, ouvrant

ainsi des perspectives intéressantes. Le domaine de calcul est divisé en deux sous-domaines dont

l’utilisateur aurait le choix du maillage et de la méthode à appliquer. En clair dans la zone où les

objets devront être modélisés de façon très précise, la méthode utilisée sera la méthode FVTD

avec un maillage ”non-structuré”, par contre dans la zone qui ne nécessite pas de description
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précise (souvent autour des structures), la méthode FDTD sera utilisée avec son maillage ”carté-

sien”.

Plusieurs approches de maillage hybride ont été testées comme la juxtaposition des maillages

(méthode des chimères) [29] qui consiste à recouvrir localement un maillage ”structuré” avec un

maillage ”non-structuré” et réciproquement. Toutefois, la méthode la plus couramment utilisée

est la méthode d’encastrement qui consiste en l’ajout d’un espace intermédiaire où les champs

seront calculés par les deux méthodes [3]. Ces approches ne sont pas parfaites, en effet le pas-

sage d’une interface entre maillage ”structuré” et maillage ”non-structuré” produit des réflexions

parasites non négligeables [25].

Les grandes difficultés du couplage entre la méthode des Différences Finies et la méthode

des Volumes Finis sont énumérées par D. Pacaud dans sa thèse[4] : d’une part le comportement

différent des deux méthodes (diffusion pour la FVTD et dispersion pour la FDTD), puis le pas-

sage d’un maillage ”structuré” au maillage ”non-structuré” avec un champ électromagnétique

pas situé au même endroit et enfin la difficulté de l’évaluation du gradient proche de l’interface

structuré/non-structuré.

Certaines études de couplage entre la méthode des Volumes Finis et des Différences Finies

ont montré des signes d’instabilités après de nombreuses itérations temporelles [16].

Cependant, de nombreuses publications énumèrent les bonnes performances des simulations

numériques avec un code numérique couplé FVTD/FDTD pour les calculs de SER de surfaces

de sphères [26, 27, 28, 30].

Une alternative intéressante serait d’hybrider la méthode FVTD non stucturé avec la méthode

FVTD structuré évitant ainsi d’éventuels conflits de méthodes numériques.

Ce mémoire est consacré à la mise en place d’un code électromagnétique reposant sur la

méthode numérique des Volumes Finis dans le domaine temporel. Il s’articule autour de cinq

chapitres.

Le premier chapitre est consacré à un bref rappel des propriétés des équations de Maxwell

puis à la description générale de la méthode FVTD. Ce chapitre présente et détaille l’évolution

historique des approximations et des définitions analytiques permettant de construire des sché-

mas décentrés explicites.

Le deuxième chapitre est un complément de la partie théorique de la méthode FVTD, nous

nous sommes appuyés sur un exemple de propagation 1D d’une onde électromagnétique dans

un espace homogène. La mise en place d’un code monodimensionnel nous autorise à étudier les

différentes approximations possibles du flux rencontrées au cours de l’étude bibliographique et



10 Introduction

à évaluer le comportement de chaque schéma numérique. Une étude complète sur la dispersion

et la dissipation sera réalisée.

Le troisième chapitre met en évidence l’élaboration d’un code tridimensionnel reposant sur

la méthode des Volumes Finis avec un maillage cartésien. Nous évoquerons toutes les simplifica-

tions et toutes les optimisations liées aux maillages structurés parallélipédiques. L’approximation

du flux de typeβγRK3 basée sur la résolution du problème de Riemann sera détaillée. Nous

parlerons aussi de la procédure de mise en oeuvre des sources d’excitation suivies de tests sur

certains cas numériques faisant office de validation.

Le quatrième chapitre aborde les conditions frontières à imposer au domaine de calcul d’une

simulation numérique. De nombreux problèmes électromagnétiques demandent des conditions

frontières infinies sollicitant ainsi l’utilisateur à intégrer des conditions absorbantes sur le volume

de calcul. C’est pourquoi, nous sommes amenés à mettre en place des conditions absorbantes de

type PML basées sur les couches CFS-PMLs. Nous détaillerons l’originalité de la mise en oeuvre

de ces couches en mettant l’accent sur le fait qu’il est inutile de modifier le calcul du flux. L’étude

du coefficient de réflexion récapitulera les performances de ces couches absorbantes.

La méthode FVTD d’approximationβγRK3 pour tout type de maillage est détaillée au cin-

quième chapitre. La procédure générale d’une simulation numérique sera évoquée en expliquant

le rôle du mailleur, indispensable pour la discrétisation de l’application. Nous présenterons no-

tamment la démarche utilisée pour régler le problème des conditions frontières autour d’un vo-

lume tétraèdrique. C’est ainsi que sera détaillée l’hybridation FVTD non-structuré/FVTD struc-

turé couplant deux types de maillage, suivis de plusieurs cas tests de validation.



Chapitre 1

Définition générale de la méthode Volumes Finis

1.1. Introduction

Les méthodes des Volumes Finis sont utilisées depuis longtemps pour les simulations numé-

riques en mécanique des fluides mais elles ont trouvé une seconde jeunesse avec des applica-

tions en électromagnétisme. Elles font partie, au même titre que les Différences Finies, de ces

méthodes numériques capables de résoudre les équations de Maxwell dans le domaine tempo-

rel. Tout problème électromagnétique résolu par un code numérique Volumes Finis obéit à une

procédure particulière, il faut d’abord diviser (ou mailler) le domaine de calcul en cellules élé-

mentaires (ou mailles) pour ensuite y résoudre les équations de Maxwell. L’attrait principal de ce

type de méthode est la tolérance vis à vis du maillage et de la position des inconnues. Les cellules

élémentaires de formes quelconques (hexaèdres, tétraèdres, prismes) peuvent être utilisées auto-

risant ainsi une description conforme de la géométrie de l’objet à étudier. Ce premier chapitre est

consacré à la description générale de la méthode FVTD en évoquant l’état de l’art de toutes les

évolutions. Dans un premier temps, nous avons brièvement étudié les propriétés mathématiques

des équations de Maxwell car la construction de tout schéma numérique passe par des critères

fondamentaux. En effet, la méthode FVTD est basée sur le caractère conservatif et hyperbolique

des équations de Maxwell. Puis nous évoquerons le souci sans cesse croissant d’obtenir des sché-

mas numériques de plus en plus précis et robustes, une augmentation du degré d’interpolation est

donc nécessaire pour l’évaluation du flux et automatiquement pour la construction de schémas

numériques d’ordre élevé en temps et en espace.

1.2. Equations de Maxwell

Il y a un peu moins de deux cents ans, Maxwell réunit les lois expérimentales trouvées par

ses prédécesseurs Faraday, Ampère et Gauss en les mettant en forme et en les exprimant sous
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forme différentielle. Ces équations mathématiques sont fondamentales, elles sont à l’origine de

la théorie de la relativité restreinte et de la physique quantique. Elles constituent la base de

l’électromagnétisme.

Ces équations, dites ”équations de Maxwell”, gèrent la propagation des ondes électroma-

gnétiques en fonction des sources et des propriétés du milieu. Les caractéristiques des champs

électriques et magnétiques se regroupent sous forme de quatre équations :

∂
−→
B

∂t

+ rot(
−→
E ) = −−→m (1.1)

∂
−→
D

∂t

− rot(
−→
H ) = −−→j (1.2)

div(
−→
D) = ρ (1.3)

div(
−→
B ) = 0 (1.4)

(1.1) est l’équation dite ”Maxwell-Faraday”.

(1.2) est l’équation dite ”Maxwell-Ampère”.

(1.3) est l’équation dite ”Maxwell-Gauss”.

(1.4) est l’équation dite ”Conservation de flux magnétique”.
−→
E et

−→
D représentent respectivement le champ électrique d’unité V/m et l’induction électrique

d’unité C/m2.
−→
H et

−→
B représentent respectivement le champ magnétique d’unité A/m et l’induction ma-

gnétique d’unité W/m2.

ρ représente la densité de charge d’unité C/m2 .
−→
j et−→m représentent la densité de courant et la densité magnétique d’unité respective A/m2

et V/m2.

Les lois constitutives reliant les champs électriques et magnétiques aux inductions électriques

et magnétiques dans un milieu homogène et isotrope s’écrivent :{ −→
D = ε

−→
E

−→
B = µ

−→
H

(1.5)

avecε la permittivité électrique du milieu en F/m etµ la perméabilité magnétique du milieu

en H/m .
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Notons également que le courant électrique et la densité de charge sont liés par une équation

de conservation de charge qui s’écrit :

div(J) +
∂ρ

∂t

= 0 (1.6)

1.3. Formulation conservative

Il est devenu relativement classique de considérer les équations de Maxwell instationnaires

en tant que système conservatif [1].

Ce type de formulation a souvent été utilisé en mécanique des fluides pour construire de

nombreux schémas conservatifs. Ceux-ci permettent d’aborder des problèmes de plus en plus

complexes en augmentant la précision. Leur efficacité et leur robustesse ne sont plus à prouver.

Soit le système de Maxwell dans un milieu isotrope et homogène où les caractéristiques

diélectriques(ε, µ) sont constantes en fonction de la fréquence :

ε∂tEx − ∂yHz + ∂zHy = −jx
ε∂tEy − ∂zHx + ∂xHz = −jy
ε∂tEz − ∂xHy + ∂yHx = −jz
µ∂tHx + ∂yEz − ∂zEy = −mx

µ∂tHy + ∂zEx − ∂xEz = −my

µ∂tHz + ∂xEy − ∂yEx = −mz

(1.7)

Identifions le système (1.7) à la forme conservative suivante :

∂tU + ∂xF1(U) + ∂yF2(U) + ∂zF3(U) = J (1.8)

avec

U =t (εEx, εEy, εEz, µHx, µHy, µHz) (1.9)

F1(U) =t (0, Hz,−Hy, 0,−Ez, Ey) (1.10)

F2(U) =t (−Hz, 0, Hx, Ez, 0,−Ex) (1.11)

F3(U) =t (Hy,−Hx, 0,−Ey, Ex, 0) (1.12)
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J =t (−jx,−jy,−jz,−mx,−my,−mz) (1.13)

soit sous forme condensée :

∂tU +
−→∇F(U) = J (1.14)

avecF(U) =t (F1(U), F2(U), F3(U)).

F1(U), F2(U), F3(U) sont respectivement les flux dans les directions−→x , −→y , −→z .

Cette formulation conservative du système de Maxwell s’exprime en fonction des champs

électriques, magnétiques (
−→
E ,
−→
H ) et des caractéristiques diélectriques du milieu (ε, µ).

1.4. Formulation hyperbolique

C’est une condition mathématique justifiant la construction des schémas numériques expli-

cites et stables. Toutes les propriétés qui en découleront seront à la base des schémas Volumes

Finis.

Soit la combinaison linéaire suivante :

n.F(U) =t (nx, ny, nz).
t(F1(U), F2(U), F3(U)) (1.15)

où t(nx, ny, nz) est un vecteur non nul quelconque deR3.

Nous avons :

nx.F1(U) = A1(nx).U , ny.F2(U) = A2(ny).U , nz.F3(U) = A3(nz).U

où

A1(nx) =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 nxµ
−1

0 0 0 0 −nxµ
−1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 −nxε
−1 0 0 0

0 nxε
−1 0 0 0 0


(1.16)
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A2(ny) =



0 0 0 0 0 −nyµ
−1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 nyµ
−1 0

0 0 nyε
−1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

−nyε
−1 0 0 0 0 0


(1.17)

et

A3(nz) =



0 0 0 0 nzµ
−1 0

0 0 0 −nzµ
−1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 −nzε
−1 0 0 0 0

nzε
−1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


(1.18)

de plus

n.F(U) =t (A1(nx).U, A2(ny).U, A3(nz).U) = A(n).U (1.19)

La matriceA est dite matrice jacobienne du système de Maxwell (1.7) et s’écrit :

A(n) =



0 0 0 0 nzµ
−1 −nyµ

−1

0 0 0 −nzµ
−1 0 nxµ

−1

0 0 0 nyµ
−1 −nxµ

−1 0

0 −nzε
−1 nyε

−1 0 0 0

nzε
−1 0 −nxε

−1 0 0 0

−nyε
−1 nxε

−1 0 0 0 0


(1.20)

Nous pouvons remarquer que cette matrice est fonction des constantes diélectriques(ε, µ) et

des normales(nx, ny, nz).

Elle admet trois valeurs propres réelles(λ1, λ2, λ3), de multiplicité double, données par :

(voir annexe 1)
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λ1 = c

λ2 = −c
λ3 = 0

(1.21)

Les vecteurs propres de la matrice jacobienneA permettent de construire une base deR6,

la matrice jacobienne est donc diagonalisable pour tout vecteur−→n non nul deR3 et pour tout

vecteurU .

Par conséquent, le système de Maxwell (1.7) est hyperbolique, autrement dit les ondes et

l’énergie associée se propagent en temps fini suivant des directions particulières.

1.5. Description de la méthode Volumes Finis

1.5.1. Définition

Le paragraphe précédent a montré que le système de Maxwell en régime transitoire était

linéaire, conservatif et hyperbolique sur la variableU . Ces propriétés justifient l’utilisation de

l’approximation numérique basée sur des schémas à flux décentrés parfaitement adaptés à l’ori-

gine pour la résolution des systèmes conservatifs et hyperboliques. Cette technique prouve, qu’en

électromagnétisme, ces schémas numériques construits sont très robustes, stables et efficaces

face à des problèmes complexes. En outre, de nombreuses recherches ont permis de limiter la

diffusion et la dispersion des schémas en augmentant l’ordre des approximations spatiales et

temporelles [2, 3, 4].

Des schémas centrés, c’est à dire sans terme de diffusion, accompagnés d’une discrétisation

temporelle de type “saute mouton” ont été mis en place dans le cadre de thèses [5, 6], le but est

d’obtenir des schémas peu diffusifs à long terme, moins coûteux en place mémoire et en temps

de calcul.

Néanmoins, tous les champs électromagnétiques ne sont pas calculés au même instant, de

plus la stabilité ne semble pas être garantie pour tous les différents types de maillage.

L’idée de base de la méthode Volumes Finis est de partitionner le domaine de calcul en sous

domaines (ou cellules élémentaires) grâce à un maillage initial de type éléments finis. L’ensemble

de ces cellules élémentaires constitue donc le domaine de calcul complet.

Comme nous l’avons évoqué en introduction, l’utilisateur a le libre choix pour partitionner

son domaine de calcul. Le maillage n’est pas unique, on distingue deux types de maillage : un

noté “structuré” ou “cartésien” et un autre noté “non-structuré”. Le maillage structuré consiste à

diviser le domaine de calcul en cellules élémentaires de forme quadrilatère pour les applications
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en deux dimensions et de forme hexaédrique pour les applications en trois dimensions. C’est une

discrétisation de type Différences Finies ( “marches d’escaliers”) qui facilite la construction du

maillage à tout utilisateur.

Par contre, le maillage dit “non-structuré” requiert un mailleur indépendant, spécifique, par-

faitement adapté à l’algorithme numérique. Son rôle est de partitionner l’application étudiée en

cellules élémentaires de forme aussi variées que des triangles (deux dimensions), tétraèdres ou

prismes (trois dimensions). C’est véritablement tout l’intérêt de la méthode numérique FVTD

car le maillage va suivre naturellement la forme de la structure, les géométries complexes seront

modélisées de façon plus rigoureuses et plus conformes sans que cela ne génère un nombre de

mailles trop important.

Le maillage bidimensionnel ou tridimensionnel étant réalisé, les équations de Maxwell doivent

être résolues et intégrées sous forme volumique à l’intérieur de chaque cellule. Historiquement,

nous pouvons distinguer au moins deux choix d’intégrations dont la différence se situe en fait

sur la localisation des inconnues : la formulation dite “noeuds-centrés” ou “cell-vertex” et la

formulation dite “éléments-centrés” ou “ cell-centered”.

La première associe les composantes des champs électromagnétiques sur les noeuds de chaque

cellule, ainsi comme le montre la figure (1.1), les sous-domaines d’intégration ne correspondent

pas aux mailles constituant le volume de calcul mais définissent une figure reliant les barycentres

de chaque cellule adjacente aux noeuds. Les cellules d’intégrations ainsi obtenues ont des géo-

métries complexes. La validité, la précision ainsi que la stabilité ont été prouvées à travers divers

codes utilisant cette approche [1, 13].

En revanche, la formulation dite “éléments-centrés” propose une solution d’ordre géomé-

trique bien plus judicieuse, les sous-domaines d’intégration correspondent aux mailles initiales

ainsi les champs électromagnétiques sont calculés au barycentre de chaque cellule élémentaire.

La figure (1.2) montre que cette approche est beaucoup plus naturelle.
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FIG. 1.1. Sous-domaines d’intégration : méthode “noeuds-centrés”

FIG. 1.2. Sous-domaines d’intégration : méthode “éléments-centrés”

Les deux approches offrent de très bons résultats [7] mais il parait évident qu’elles n’ont pas

les mêmes avantages ni les mêmes inconvénients. En effet, la formulation “noeuds-centrés” a

l’avantage de minimiser le temps de calcul du fait d’une condition de stabilité moins restrictive

mais elle est moins précise sur certains problèmes numériques. Le rapport [7] montre que la

formulation “éléments-centrés” est plus précise dans une bande de hautes fréquences d’un spectre

de mode de résonance.
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La prise en compte de la discontinuité entre deux milieux ou le traitement proche des condi-

tions frontières se font de façon plus naturelle avec la formulation “éléments-centrées”. Comme

le montre la figure (1.3), la technique tient compte de la frontière sans traitement particulier et

la surface de la cellule d’intégration est confondue avec la frontière. Par contre, la formulation

“noeuds-centrés” va demander un traitement particulier pour la cellule d’intégration car la figure

(1.4) montre que la cellule d’intégration est coupée par la frontière.

FIG. 1.3. Sous-domaines d’intégration : méthode “éléments-centrés” proche d’une frontière

FIG. 1.4. Sous-domaines d’intégration : méthode “noeuds-centrés” proche d’une frontière
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Par souci de précision, d’optimisation et surtout pour que chaque frontière soit bien prise en

compte, le choix pour la suite du travail s’est porté sur l’approche “éléments-centrés”.

Soit un domaine de calculΩ quelconque divisé par un nombre finiN de cellules élémentaires

Ci de volumeVi, la somme totale des mailles compose le domaine de calcul de telle sorte que

Ω = ∪N
i=1Ci.

Chaque maille se décompose enNi surfaces frontières fermées de superficieSk.

Les schémas FVTD sont obtenus en intégrant volumiquement la forme condensée du système

de Maxwell (1.14) .

L’intégration sur chaque sous-domaine d’intégration, sans terme source, s’écrit :∫
Vi

(∂tUi +
−→∇F(Ui))dv = 0 (1.22)

sachant que le théorème du “flux-divergence” (ou théorème de Gauss) est définit par :∫
Vi

−→∇F(Ui)dv =

∫
Si

F(Ui)−→nids (1.23)

L’équation (1.22) se note :

∂t

∫
Vi

Uidv +

∫
Si

F(Ui)−→nids = 0 (1.24)

Nous reconstruisonsUi comme une fonction constante sur la cellule de volumeVi pour abou-

tir à :

Vi∂tUi +

∫
Si

F(Ui)−→nids = 0 (1.25)

avec−→ni le vecteur normal extérieure de la face de superficieSi etF(Ui)−→ni le flux de la cellule

Vi.

La discrétisation spatiale nous amène finalement à résoudre l’équation suivante :

Vi∂tUi +

Ni∑
k=1

SkΦk(Ui, Uj) = 0 (1.26)

oùSk est l’aire de la facek , Φk(Ui, Uj) est le flux numérique de la facek (interface entre les

cellulesCi etCj) qui est fonction du vecteurUi et du vecteurUj.

L’équation (1.26) montre qu’il reste maintenant deux étapes à accomplir.

La première étape, sans doute la plus difficile, sera d’évaluer le flux numérique sur chaque

facek puis la deuxième étape sera d’effectuer la discrétisation temporelle.
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Nous pouvons déjà affirmer que c’est l’approximation de chaque flux généré par les faces

de chacune des mailles qui sera déterminante sur la précision et la nature du schéma numérique.

En d’autres termes, c’est la manière dont sera défini le flux qui dictera les performances du code

numérique Volumes Finis.

1.5.2. Evaluation générale du flux par résolution du problème de Riemann

La première idée fut de définir un flux numériqueΦ(Ui, Uj) décentré d’ordre un via la défi-

nition de P-D. Lax [14] :

Φ(Ui, Uj) =
F(Ui) + F(Uj)

2
− 1

2
|A(n)| (Uj − Ui) (1.27)

Remarque: ce flux décentré est la somme d’un flux centré et d’un terme diffusif assurant la

stabilité du schéma.

Cette définition ne tient pas compte des caractéristiques diélectriques d’un milieu, elle ne

reste valable que pour des milieux homogènes.

La matrice|A(n)| est définie dans l’annexe 2, elle est fonction des normales unitaires et de la

vitessec.

Cependant, il est intéressant de comprendre et d’expliquer l’origine de cette définition. Pour

cela, nous allons présenter le solveur de Riemann qui est un solveur numérique capable de dé-

finir les flux dans un milieu homogène et hétérogène. Le but de cette étude sera de retrouver

l’expression (1.27) du flux décentré.

1.5.2.1. Description du problème de Riemann

La définition du flux numérique est basée sur la résolution d’un problème de Riemann à l’in-

terface entre deux cellules. En dynamique des fluides, ce problème est résolu de façon approchée

mais le solveur obtenu ne vérifie pas la condition de saut à l’interface entre deux milieux. Il faut,

donc, résoudre ce problème de façon exacte dans le cadre des équations de Maxwell pour des

milieux linéaires. Le solveur de Riemann est le seul solveur adéquat pour construire des schémas

numériques qui tiennent compte de la continuité des composantes tangentielles [15].

Nous représentons le problème par deux milieux (milieu 1 et milieu 2) linéaires, isotropes

séparés par un plan faisant office d’interface (figure (1.5)), les caractéristiques diélectriques sont

constantes dans chaque milieu et les sources de courant se situent sur l’interface.

La propagation des ondes électromagnétiques dans un milieu se définit, dans le cas le plus

simple, par l’équation d’advection de formulation :
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(∂t + c.∂x)U = 0 (1.28)

La méthode consiste donc à résoudre temporairement l’équation d’advection dans chaque

milieu à partir d’une condition initiale préalablement définie.

La présence de l’interface impose une discontinuité qui se propageant linéairement à gauche

(c’est à dire dans le milieu 1) à la vitesse(−c) et une autre discontinuité qui se propageant

linéairement à droite de l’interface (c’est à dire dans le milieu 2) à la vitesse(c).

Sachant que les champs électromagnétiques décrivant l’onde sont constants dans chaque cel-

lule, le problème consiste donc à déterminer de part et d’autre de l’interface les inconnues tout

en tenant compte des discontinuités. En clair, il faut exprimer le passage de la zone 1 vers la zone

2, puis le passage de la zone 3 vers la zone 4 et enfin la relation liant la zone 2 et la zone 3.

Le problème se résume en un système de trois équations : la première qui tient compte de

la discontinuité se propageant à gauche, la deuxième qui tient compte de la discontinuité se

propageant à droite et la dernière tenant compte de la condition de transmission sur l’interface.

Pour le saut de la zone 1 à 2 et de la zone 3 à 4, il faut utiliser la relation de « Condition de

Saut de Rankine Hugoniot », c’est un artifice de calcul utilisé en mécanique des fluides, qui lie la

vitesse d’une discontinuité aux deux états voisins. Le passage de la zone 2 à 3 sera géré par une

condition de passage sur l’interface.

FIG. 1.5. Schéma général du problème de Riemann

1.5.2.2. Cas général sans terme de sources

Déterminons les valeurs des champsU− etU+ en fonction des valeurs des champsUg etUd

connus en se servant des propriétés précédentes.
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A gauche de l’interface, c’est à dire dans le milieu 1, on a∂tU − cg.∂xU = 0 où U est

constant et vautUg.

A droite de l’interface, c’est à dire dans le milieu 2, on a∂tU + cd.∂xU = 0 où U est

constant et vautUd.

Donc en tenant compte de la « Condition de Saut de Rankine Hugoniot », le système décrivant

le problème de Riemann se définit par :
AgU

− − AgUg = −CgU
− + CgUg

AdU
+ − AdUd = CdU

+ − CdUd

AgU
− − AdU

+ = 0

(1.29)

avecCg = cgId et Cd = cdId . Id étant la matrice identité,Ag et Ad étant les matrices

jacobiennes respectivement à gauche et à droite de l’interface.

Nous aboutissons aux expressions deU−etU+ : (voir le détail du calcul à l’annexe 3).

U−(AdCg + AgCd) = (AdCg + AdAg)Ug + (AdCd − AdAd)Ud (1.30)

U+(AdCg + AgCd) = (AgCg + AgAg)Ug + (AgCd − AgAd)Ud (1.31)

Soient les valeursU∗−, U∗+, U∗
g etU∗

d tels que :
U− = αgU

∗−

U+ = αdU
∗+

Ug = αgU
∗
g

Ud = αdU
∗
d

(1.32)

avec les matrices diagonales :αg =d (εg, µg) , αd =d (εd, µd)

et les vecteursUa
b =t (Ex, Ey, Ez, Hx, Hy, Hz)

a
b , a = ∗, −; b = g, d

Donc l’expression (1.30) devient :

αgU
∗−(AdCg + AgCd) = (AdCg + AdAg)αgU

∗
g + (AdCd − AdAd)αdU

∗
d (1.33)

Nous remarquons que :αgAg = αdAd.

D’où
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U∗−(αgCgAd + αdCdAd) =

(AdαgCg + AdAgαgCgC
−1
g )U∗

g + (AdαdCd − AdAdαdCdC
−1
d )U∗

d

(1.34)

soit

U∗− = (αgCg + αdCd)
−1((αgCg + AgαgCgC

−1
g )U∗

g + (αdCd − AdαdCdC
−1
d )U∗

d ) (1.35)

Nous savons que :

αgCg =d (Yg,Zg) (1.36)

et

αdCd =d (Yd,Zd) (1.37)

d(Yg,Zg) et d(Yd,Zd) sont des matrices diagonales composées uniquement d’impédances et

d’admittances des milieux considérés.

Les matrices de transmissionTg etTd s’écrivent :

Tg = (αgCg + αdCd)
−1αgCg =



Yg

Yg+Yd
0 0 0 0 0

0 Yg

Yg+Yd
0 0 0 0

0 0 Yg

Yg+Yd
0 0 0

0 0 0 Zg

Zg+Zd
0 0

0 0 0 0 Zg

Zg+Zd
0

0 0 0 0 0 Zg

Zg+Zd


(1.38)

Td = (αgCg + αdCd)
−1αdCd =



Yd

Yg+Yd
0 0 0 0 0

0 Yd

Yg+Yd
0 0 0 0

0 0 Yd

Yg+Yd
0 0 0

0 0 0 Zd

Zg+Zd
0 0

0 0 0 0 Zd

Zg+Zd
0

0 0 0 0 0 Zd

Zg+Zd


(1.39)

Donc l’expression (1.35) donne lieu à l’expression de la composanteU∗− :
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U∗− = ((Tg + AgTgC
−1
g )U∗

g + (Td − AdTdC
−1
d )U∗

d ) (1.40)

Nous savons que le flux à gauche de l’interface entre deux milieux s’écrit :

Φ− = AgU
− = AgαgU

∗−

Par conséquent,

Φ− = Agαg((Tg + AgTgC
−1
g )U∗

g + (Td − AdTdC
−1
d )U∗

d ) (1.41)

soit

Φ− = AgTgUg + |Ag|TgUg + AdTdUd − |Ad|TdUd (1.42)

avec

|Ag| = A2
gC

−1
g

|Ad| = A2
dC

−1
d

Le calcul du flux à droite de l’interface se fera de façon similaire pour aboutir aux expressions

suivantes :

U∗+ = ((Tg + AgTgC
−1
g )U∗

g + (Td − AdTdC
−1
d )U∗

d ) (1.43)

Φ+ = AgTgUg + |Ag|TgUg + AdTdUd − |Ad|TdUd (1.44)

Finalement pour des milieux hétérogènes, l’expression générale du flux numérique décentré

d’ordre un obtenu avec le solveur de Riemann s’écrit :

Φ(Ug, Ud) = AgTgUg + AdTdUd + |Ag|TgUg − |Ad|TdUd (1.45)

Remarque: pour la transmission entre deux milieux homogènes, les expressions se simpli-

fient car les caractéristiques diélectriques sont identiques

Ag = Ad = A
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et

cg = cd = c

Les matrices de transmission deviennent :

Tg = Td =
1

2

Ainsi, nous retrouvons bien l’expression du flux numérique dans un milieu homogène :

Φ(Ug, Ud) =
A

2
(Ug + Ud)−

|A|
2

(Ud − Ug)

La résolution exact du problème de Riemann nous a permis de démontrer l’expression géné-

rale du flux décentré d’ordre un dans un milieu hétérogène, nous avons aussi retrouvé l’expres-

sion du flux décentré dans un milieu homogène (1.27) définie dans le paragraphe précèdent.

Ce flux décentré est connu sous le nom de flux décentré de GODUNOV.

Cette approximation spatiale n’est que de l’ordre un et n’apporte pas une précision suffisante

pour nos simulations ( c’est une approximation qui dissipe beaucoup trop comme l’a montré D.

Pacaud [4] ), c’est pourquoi nous devons construire des schémas d’ordres supérieurs capables

d’être plus performants.

1.5.2.3. Cas particuliers

Le calcul du flux numérique sur une frontière de type mur électrique ou mur magnétique

demande un traitement particulier. La définition précédente n’est plus valable, nous ne devons

plus parler d’un passage d’un milieu à un autre. Cependant, comme le montre la figure (1.6),

c’est un demi-problème de Riemann qu’il faut résoudre où seul le passage de la zone 1 à 2 doit

être traité.

Le système se décompose en deux équations : l’une est obtenue en appliquant la « Condition

de Saut de Rankine Hugoniot » à la discontinuité se propageant à gauche de l’interface et l’autre

en appliquant la condition limite d’un mur électrique ou d’un mur magnétique.
mur electrique

AgU
− − AgUg = −cgU− + cgUg

E− = 0

(1.46)
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mur magnetique

AgU
− − AgUg = −cgU− + cgUg

H− = 0

(1.47)

La définition du flux généré par l’interface où se situe la condition frontière se déduit de la même

manière que précédemment en tenant compte des systèmes (1.46) et (1.47).

La procédure est identique lorsque que la condition frontière se trouvera à gauche de l’inter-

face.

FIG. 1.6. Schéma particulier d’un demi-problème de Riemann

1.5.3. Choix de l’approximation du flux

De nombreux rapports scientifiques et de nombreuses thèses ont confirmé que la précision

d’un flux décentré d’ordre un de type GODUNOV restait insuffisante [2, 3, 4, 7]. Il faut donc

construire un schéma numérique d’ordre supérieur permettant ainsi d’augmenter l’efficacité des

simulations.

L’extension de la méthode MUSCL (Monotonic Upwind Schemes for Conservation Laws)

[8] augmente la précision des schémas numériques en définissant de nouvelles valeurs extrapo-

lées (Uij,Uji) aux interfaces des cellules. En d’autres termes, nous allons redéfinir l’expression

du flux en se servant de ces nouvelles valeurs extrapolées mais en gardant la définition générale

du flux décentré de GODUNOV (1.45). Finalement, seuls les arguments de la définition changent

comme en témoigne le système (1.48).
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La reconstruction des champs(Uij, Uji) se fait par une fonction affine faisant intervenir le

gradient (
−→5Ui), le barycentreGi de la cellule et le barycentreGk de l’interface. La définition du

gradient sera détaillée au prochain paragraphe.
Φij = Φ(Uij, Uji) = AiTiUij + AjTjUji + |Ai|TiUij − |Aj|TjUji

Uij = Ui +
−→5Ui

−−−→
GiGk

Uji = Uj +
−→5Uj

−−−→
GjGk

(1.48)

L’interpolation est d’ordre deux. Le schéma numérique obtenu se nomme schéma MUSCL,

malheureusement les tests montrent que la diffusion reste encore trop importante [4].

De nouvelles valeurs aux interfaces ont été introduites avec un paramètre de décentrageβ

pondérant la dispersion, les valeurs extrapolées sont à nouveau réévaluées. Un nouveau flux est

défini, là encore, seuls les arguments de la définition du flux de GODUNOV changent.
Φij = Φ(Uij, Uji) = AiTiUij + AjTjUji + |Ai|TiUij − |Aj|TjUji

Uij = (2β)(Ui +
−→5Ui

−−−→
GiGk) + (1− 2β)

Ui+Uj

2

Uji = (2β)(Uj +
−→5Uj

−−−→
GjGk) + (1− 2β)

Ui+Uj

2

(1.49)

Ce schéma est connu sous le nom deβ schéma. Des études ont été menées afin de trouver la

valeur optimum deβ pour que le schéma soit d’ordre trois [9] pour un maillage cartésien. Cette

valeur est égale à1
3
.

F. Bonnet [2] a émis l’idée de minimiser la diffusion en intégrant un autre paramètre pondé-

ratif γ dans l’expression du flux (1.45).

Les résultats sont concluants, la dissipation du schéma est maîtrisée, l’expression du flux

numérique décentré s’écrit maintenant de la manière suivante :


Φij = Φ(Uij, Uji) = AiTiUij + AjTjUji + γ |Ai|TiUij − γ |Aj|TjUji

Uij = (2β)(Ui +
−→5Ui

−−−→
GiGk) + (1− 2β)

Ui+Uj

2

Uji = (2β)(Uj +
−→5Uj

−−−→
GjGk) + (1− 2β)

Ui+Uj

2

(1.50)

Des études approfondies [2, 9] ont montré que la valeur optimum empirique pourγ était0.1

et 1
3

pourβ.

Le schéma numérique obtenu est d’ordre trois, il se nommeβγ schéma.

Nous conclurons en disant que le calcul du flux est l’élément primordial de la construction

d’un schéma Volumes Finis. L’approximation des champs sur les interfaces ou plus exactement

l’approximation des flux gère la précision du code numérique. Historiquement, tous les efforts
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se sont concentrés autour de ce but afin d’aboutir à un schéma à flux décentré le moins dissipatif

et le moins dispersif possible.

1.6. Etude du gradient

1.6.1. Définition et rôle

Nous avons vu que l’approximation spatiale consistait en définitif à déterminer les flux à

partir d’une combinaison de champs de part et d’autre d’une face. Le degré de l’extrapolation est

fondamental pour la précision du schéma construit, plus le degré sera élevé plus l’approximation

sera précise.

Néanmoins, les deux valeurs (Uij etUji) extrapolées sur l’interface sont calculées grâce à une

combinaison du gradient
−→5Ui au centre de la cellule et des valeurs connues aux barycentres des

cellules voisines.

Il existe plusieurs approches pour calculer le gradient qui varient suivant le type de discréti-

sation spatiale utilisé : si l’approximation est de type “noeuds-centrés”, le gradient sera calculé

en moyennant les gradients de Galerkin aux noeuds du maillage. Si l’approximation est de type

“éléments-centrés”, le gradient peut être calculé de deux façons différentes comme en témoigne

le rapport [10] qui compare deux méthodes de calcul du gradient. La première proposée par

J.Durfofsky, S.Osher et B.Engquist [11] consiste à interpoler linéairement sur un maillage dual,

la deuxième consiste à utiliser la même technique que pour le calcul du flux numérique. C’est

celle que nous utiliserons, le gradient
−→∇Ui de la cellulei est défini de la façon suivante :

∫
Vi

−→∇Uidv =

Ni∑
k=0

∫
Sk

U∗−→nkds (1.51)

Vi
−→∇Ui =

Ni∑
k=0

SkU
∗−→nk (1.52)

où Vi est le volume de la cellulei, Sk est l’aire de la facek, Ni le nombre de faces de la

cellulei et−→nk la normale extérieure à la facek.

Pour chaque face, nous pondérons la valeurU∗ par les distances entre les centres de gravité

des cellules voisines et le barycentre de l’interface commune pour obtenir la formule (1.53) :

U∗ =
GjGkUi +GiGkUj

GjGk +GiGk

(1.53)
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Gj, Gi sont les barycentres respectifs de la cellule de volumeVj et de la cellule de volume

Vi.

Gk est le barycentre de la face commune aux cellules de volumeVi etVj (figure (1.7)).

FIG. 1.7. Calcul du gradient
−→∇Ui

1.6.2. Expression proche d’une condition limite

Mais l’expression (1.53) n’est plus valable lorsqu’il y a une trop grande discontinuité entre

deux cellules ou si la cellule est adjacente à une frontière. Ainsi pour la face confondue avec la

condition frontière, nous remplaçons la valeurU∗ par la valeur connue au barycentre de la cellule

U i (figure (1.8) ).

Donc pour la face 1, nous avons :

U∗ = Ui (1.54)

FIG. 1.8. Calcul du gradient proche d’une frontière
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1.7. Intégration temporelle

La discrétisation spatiale conduit à une équation différentielle classique de la forme :

∂tU + ψ(U) = 0 (1.55)

oùψ représente la discrétisation spatiale.

Les problèmes instationnaires nécessitent une intégration en temps très précise, une des ma-

nières la plus judicieuse pour construire des schémas précis en temps est d’utiliser la méthode

explicite multi-pas de Runge-Kutta d’ordre k.
U0 = Un

U l = U0 − ∆t

(k+1−l)

Un+1 = Uk

ψ(U l−1) l = 1, 2, ..., k (1.56)

avec4t le pas de discrétisation temporel.

Le schéma explicite à deux pas intermédiaires (k=3) est d’ordre trois en temps. Associé à

l’approximation spatialeβγ, le schéma construit est à la fois d’ordre trois en espace et en temps,

il se notera par la suite schéma d’approximationβγRK3.

En regroupant les formulations (1.50), (1.52), (1.53) et (1.56), l’expression générale du schéma

βγRK3 se définit par le système (1.57) :
U0

i = Un
i

U l
i = U0

i − ∆t

(q+1−l)Vi

∑Ni

k=1 SkΦ(Uij, Uji)

Un+1
i = U q

i

l = 1, 2, q (1.57)

avec 
Φ(Uij, Uji) = AiTiUij + AjTjUji + γ |Ai|TiUij − γ |Aj|TjUji

Uij = (2β)(Ui +
−→5Ui

−−−→
GiGk) + (1− 2β)

Ui+Uj

2

Uji = (2β)(Uj +
−→5Uj

−−−→
GjGk) + (1− 2β)

Ui+Uj

2

(1.58)

1.8. Stabilité

La question de stabilité est un problème récurrent pour toutes résolutions numériques, cer-

tains schémas sont inconditionnellement stables, d’autres le sont sous condition.

Le point crucial est la valeur du pas temporel intervenant dans la définition de la discrétisation

temporelle, une valeur trop grande risque de faire osciller, voir diverger le schéma.
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La stabilité pour les codes Volumes Finis est assurée par une relation liant le pas temporel et

les pas spatiaux s’inspirant du critère de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL).

S. Piperno a déterminé la relation de stabilité (1.59) valable pour des schémas numériques

utilisant la méthode Volumes Finis tridimensionnelle [12].

Cette condition de stabilité s’écrit donc :

c4t 6 min
2Vi∑Ni

k=1 Sk

(1.59)

1.9. Conclusion

Toutes les modélisations électromagnétiques suivent une procédure bien précise à savoir le

maillage du domaine de calcul en cellules élémentaires puis la résolution du système de Maxwell

dans chaque maille en utilisant la méthode numérique de notre choix. Ce chapitre nous a permis

de décrire de manière générale la technique de la méthode des Volumes Finis dans le domaine

temporel et d’en retirer les principales caractéristiques. Dans un souci sans cesse croissant d’ob-

tenir des schémas numériques performants en terme de précision, l’évolution des définitions de

ces flux n’a cessé de croître au fil des années pour aboutir à une définition de flux décentré d’ordre

supérieur assez complexe, faisant intervenir une approximation du champ sur chaque interface.



Chapitre 2

Schémas Volumes Finis dans un espace

monodimensionnel

2.1. Introduction

Afin de compléter la partie théorique du chapitre 1 et pour mieux se familiariser avec les

subtilités de la méthode, ce chapitre se consacre à l’étude de la méthode Volumes Finis dans le

cas le plus simple : c’est à dire dans un domaine de calcul ramené à une dimension d’espace

avec un maillage structuré. C’est un bon moyen de comprendre plus précisément les différentes

approximations évoquées au chapitre 1. Le système de Maxwell est résolu par un code numé-

rique 1D dans le but de déterminer toutes les caractéristiques des approximations numériques. La

dissipation, la dispersion et l’influence des différents paramètres pondératifs (β,γ) seront évalués

par des simulations numériques à une seule dimension.

2.2. Notation

Soit le système de Maxwell (2.1) écrit dans le cadre monodimensionnel d’un milieu homo-

gène (vide) sans termes de sources, il se décompose en deux équations qui gèrent la propagation

de l’onde électromagnétique. {
ε0∂tEx + ∂zHy = 0

µ0∂tHy + ∂zEx = 0
(2.1)

Le système s’écrit sous la forme condensée suivante :

∂tU + ∂zF (U) = 0 (2.2)

avecU =t (ε0Ex, µ0Hy) , F (U) =t (Hy, Ex)
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etA(n) =

(
0 nzµ

−1
0

nzε
−1
0 0

)
, |A(n)| =

(
c 0

0 c

)
Finalement, la matrice jacobienneA(n) et la matrice|A(n)| se simplifient et deviennent des

matrices à quatre éléments.

Comme le montre la figure (2.1), le domaine de calcul est décomposé enNz segmentsCi de

longueur∆z, nous ne parlons plus de mailles mais de segments car l’espace est réduit à une seule

dimension.

Appliquons maintenant l’intégrale volumique au système (2.1) pour chaque segmentCi :∫
Ci

(∂tU(i) + ∂zF (U(i)))dl = 0 (2.3)

soit

∂t∆zU(i) + Σ2
k=1Φ(U(i), U(i+ 1)) = 0 (2.4)

sachant queU(i) est constant sur chaque segmentCi .

Le code numérique va évaluer les valeurs de chaque composante de champs électromagné-

tiquesU(i) situés au barycentre de chaque segmentCi .

Tous les fluxΦ(U(i), U(i+1)) se situent sur les faces de chacun des segments et se définissent

par :

Φ(U(i), U(i+ 1)) =t (Φe(Ex(i), Ex(i+ 1)),Φh(Hy(i), Hy(i+ 1)) (2.5)

avec respectivementΦe(Ex(i), Ex(i+ 1)) etΦh(Hy(i), Hy(i+ 1)) les flux numériques de la

composante électriqueEx et de la composante magnétiqueHy. Ils permettent le passage de la

celluleCi à la celluleCi+1.
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FIG. 2.1. Représentation du cas simplifié de la propagation d’une onde électromagnétique dans un espace
monodimensionnel

2.3. Formulations

2.3.1. Approximation de type GODUNOV

En s’appuyant sur les définitions du chapitre précédent, nous allons étudier les différentes

approximations des flux dans un espace monodimensionnel. La première idée est d’utiliser l’ap-

proximation décentrée dite de GODUNOV (1.45), qui est pour rappel une reconstruction du

champ électromagnétique sur l’interface d’une cellule.

Les flux de type GODUNOV sont des combinaisons des champs électromagnétiques de part

et d’autre de la face comme en témoigne le système (2.6).∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

{
Φe(Ex(i− 1), Ex(i)) = Hy(i−1)+Hy(i)

2
− 1

2
cε0(Ex(i)− Ex(i− 1))

Φh(Hy(i− 1), Hy(i)) = Ex(i−1)+Ex(i)
2

− 1
2
cµ0(Hy(i)−Hy(i− 1)){

Φe(Ex(i+ 1), Ex(i)) = −Hy(i+1)−Hy(i)

2
− 1

2
cε0(Ex(i)− Ex(i+ 1))

Φh(Hy(i+ 1), Hy(i)) = −Ex(i+1)−Ex(i)
2

− 1
2
cµ0(Hy(i)−Hy(i+ 1))

(2.6)

Les flux situés sur les conditions frontières, à savoirΦe(0, U(1)),Φh(0, U(1)),Φe(Nz, 0)

et Φh(Nz, 0), sont traités différemment. La valeur du champ électromagnétique au delà de la

frontière n’est pas connue. Ils sont évalués en tenant compte des éventuelles conditions de murs

électriques, de murs magnétiques ou de couches absorbantes.
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Remarque: pour le calcul du flux qui gére le passage du segmentCi−1 au segmentCi, la

normalenz vaut 1. Alors que pour le passage du segmentCi+1 au segmentCi, la normalenz vaut

-1 .

La discrétisation temporelle est assurée par la méthode Runge-Kutta d’ordre un équivalent à

un schéma d’Euler explicite d’ordre un. Ainsi chacune des composantes du champ électromagné-

tique est calculée au même instant et au même endroit. Nous aboutissons finalement à un schéma

numérique décentré d’ordre un en temps et en espace qui se nomme schéma GODUNOV.

Les expressions des champs électromagnétiques pour une propagation monodirectionnelle

sont données par :

{
En+1

x (i) = En
x (i)− ∆t

ε0∆z
(Φe(Ex(i− 1), Ex(i)) + Φe(Ex(i+ 1), Ex(i)))

Hn+1
y (i) = Hn

y (i)− ∆t

µ0∆z
(Φh(Hy(i− 1), Hy(i)) + Φh(Hy(i+ 1), Hy(i)))

(2.7)

2.3.2. Approximation de type MUSCL

Malheureusement, l’approximation de GODUNOV n’est pas assez précise, les codes numé-

riques construits avec cette approche dispersent et dissipent beaucoup trop comme l’a noté D.

Pacaud dans ses travaux de recherche [4]. Il faut donc construire des schémas d’ordre supérieur.

Utiliser l’approximation de type MUSCL (Monotonic Upstream Schemes for Conservation

Laws) donne naissance à des schémas numériques de discrétisation spatiale d’ordre deux.

La définition du flux de GODUNOV est conservée (2.6), seuls les arguments changent. Ils

sont remplacés par des arguments extrapolés faisant intervenir les gradients des cellules voisines,

ainsi cette approche donne lieu l’expression du flux décentré d’approximation MUSCL.

SoientHy(i+
1
2
)+, Ex(i+

1
2
)−, Hy(i− 1

2
)+, Ex(i− 1

2
)− les champs extrapolés et5Hy(k),

5Ex(k) aveck = i− 1, i, i+ 1 les gradients associés.

Le flux de type MUSCL s’écrit :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

{
Φe(Ex(i− 1

2
)−, Ex(i− 1

2
)+) =

Hy(i− 1
2
)−+Hy(i− 1

2
)+

2
− 1

2
cε0(Ex(i− 1

2
)+ − Ex(i− 1

2
)−)

Φh(Hy(i− 1
2
)−, Hy(i− 1

2
)+) =

Ex(i− 1
2
)−+Ex(i− 1

2
)+

2
− 1

2
cµ0(Hy(i− 1

2
)+ −Hy(i− 1

2
)−){

Φe(Ex(i+
1
2
)+, Ex(i+

1
2
)−) =

−Hy(i+ 1
2
)+−Hy(i+ 1

2
)−

2
− 1

2
cε0(Ex(i+

1
2
)− − Ex(i+

1
2
)+)

Φh(Hy(i+
1
2
)+, Hy(i+

1
2
)−) =

−Ex(i+ 1
2
)+−Ex(i+ 1

2
)−

2
− 1

2
cµ0(Hy(i+

1
2
)− −Hy(i+

1
2
)+)

(2.8)

Les valeurs extrapolés et les gradients s’écrivent :
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Hy(i+

1
2
)+ = Hy(i+ 1)−5Hy(i+ 1)4z

2

Ex(i+
1
2
)+ = Ex(i+ 1)−5Ex(i+ 1)4z

2

Hy(i+
1
2
)− = Hy(i) +5Hy(i)

4z

2

Ex(i+
1
2
)− = Ex(i) +5Ex(i)

4z

2

(2.9)


Hy(i− 1

2
)+ = Hy(i)−5Hy(i)

4z

2

Ex(i− 1
2
)+ = Ex(i)−5Ex(i)

4z

2

Hy(i− 1
2
)− = Hy(i− 1) +5Hy(i− 1)4z

2

Ex(i− 1
2
)− = Ex(i− 1) +5Ex(i− 1)4z

2

(2.10)

et {
5Hy(k) = Hy(k+1)−Hy(k−1)

24z

5Ex(k) = Ey(k+1)−Ey(k−1)

24z

, k = i− 1, i, i+ 1 (2.11)

Nous devons utiliser la méthode explicite de Runge-Kutta à un pas intermédiaire afin d’obte-

nir une discrétisation temporelle d’ordre deux (q=2) :

Pourp = 1, ...., q avecq = 2 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

{
Ep

x(i) = En
x (i)− ∆t

εo(q+1−p)∆z
(Φe(Ex(i− 1

2
)−, Ex(i− 1

2
)+) + Φe(Ex(i+

1
2
)+, Ex(i+

1
2
)−))

Hp
y (i) = Hn

y (i)− ∆t

µ0(q+1−p)∆z
(Φh(Hy(i− 1

2
)−, Hy(i− 1

2
)+) + Φh(Hy(i+

1
2
)+, Hy(i+

1
2
)−)){

En+1
x (i) = Eq

x(i)

Hn+1
y (i) = Hq

y(i)
(2.12)

Le schéma obtenu est un schéma d’ordre deux en temps et espace, il est connu sous le nom

de schéma MUSCL.

2.3.3. Approximation de typeβ

F. Bonnet a mis au point une approximation de la valeur de la solution sur l’interface entre

deux cellules en combinant la valeur du flux reconstruite par l’approche MUSCL et une valeur

moyenne [2].

Par conséquent, le flux décentré de GODUNOV (1.27) est toujours conservé mais les argu-

ments sont modifiés et remplacés par une nouvelle extrapolation faisant intervenir un paramètre

pondératifβ. L’intérêt d’ajouter ce paramètreβ est de réduire la dispersion du code au détriment

de la complexité de l’expression.
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Les flux se définissent donc par :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

{
Φe(Ex(i− 1

2
)−, Ex(i− 1

2
)+) =

Hy(i− 1
2
)−+Hy(i− 1

2
)+

2
− 1

2
cε0(Ex(i− 1

2
)+ − Ex(i− 1

2
)−)

Φh(Hy(i− 1
2
)−, Hy(i− 1

2
)+) =

Ex(i− 1
2
)−+Ex(i− 1

2
)+

2
− 1

2
cµ0(Hy(i− 1

2
)+ −Hy(i− 1

2
)−){

Φe(Ex(i+
1
2
)+, Ex(i+

1
2
)−) =

−Hy(i+ 1
2
)+−Hy(i+ 1

2
)−

2
− 1

2
cε0(Ex(i+

1
2
)− − Ex(i+

1
2
)+)

Φh(Hy(i+
1
2
)+, Hy(i+

1
2
)−) =

−Ex(i+ 1
2
)+−Ex(i+ 1

2
)−

2
− 1

2
cµ0(Hy(i+

1
2
)− −Hy(i+

1
2
)+)

(2.13)

avec les nouveaux arguments extrapolés :


Hy(i+

1
2
)+ = (2β)(Hy(i+ 1)−5Hy(i+ 1)4z

2
) + (1− 2β)Hy(i)+Hy(i+1)

2

Ex(i+
1
2
)+ = (2β)(Ex(i+ 1)−5Ex(i+ 1)4z

2
) + (1− 2β)Ex(i)+Ex(i+1)

2

Hy(i+
1
2
)− = (2β)(Hy(i) +5Hy(i)

4z

2
) + (1− 2β)Hy(i)+Hy(i+1)

2

Ex(i+
1
2
)− = (2β)(Ex(i) +5Ex(i)

4z

2
) + (1− 2β)Ex(i)+Ex(i+1)

2

(2.14)


Hy(i− 1

2
)+ = (2β)(Hy(i)−5Hy(i)

4z

2
) + (1− 2β)Hy(i)+Hy(i−1)

2

Ex(i− 1
2
)+ = (2β)(Ex(i)−5Ex(i)

4z

2
) + (1− 2β)Ex(i)+Ex(i−1)

2

Hy(i− 1
2
)− = (2β)(Hy(i− 1) +5Hy(i− 1)4z

2
) + (1− 2β)Hy(i)+Hy(i−1)

2

Ex(i− 1
2
)− = (2β)(Ex(i− 1) +5Ex(i− 1)4z

2
) + (1− 2β)Ex(i)+Ex(i−1)

2

(2.15)

Nous utilisons la méthode Runge-Kutta à deux pas intermédiaires afin d’avoir une discrétisa-

tion temporelle d’ordre trois :

Pourp = 1, ...., q avecq = 3 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

{
Ep

x(i) = En
x (i)− ∆t

εo(q+1−p)∆z
(Φe(Ex(i− 1

2
)−, Ex(i− 1

2
)+) + Φe(Ex(i+

1
2
)+, Ex(i+

1
2
)−))

Hp
y (i) = Hn

y (i)− ∆t

µ0(q+1−p)∆z
(Φh(Hy(i− 1

2
)−, Hy(i− 1

2
)+) + Φh(Hy(i+

1
2
)+, Hy(i+

1
2
)−)){

En+1
x (i) = Eq

x(i)

Hn+1
y (i) = Hq

y(i)
(2.16)

Les gradients se calculent de la même manière que pour l’approche MUSCL, le schéma

obtenu est un schéma décentré d’ordre 3 connu sous le nom deβ schéma.
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2.3.4. Approximation de typeβγ

F. Bonnet propose d’insérer un autre paramètre appeléγ afin de réduire la dissipation duβ

schéma [2]. Ce paramètre intervient dans la définition générale du flux décentré de GODUNOV

(1.27) en modérant le terme de l’expression et en caractérisant la diffusion.

Le schéma numérique obtenu est connu sous le nom schémaβγRK3 (car la discrétisation

temporelle est assurée par la méthode Runge Kutta d’ordre trois ).

Par conséquent, dans le cas monodimensionnel, l’expression du flux par approximation dite

βγ devient :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

{
Φe(Ex(i− 1

2
)−, Ex(i− 1

2
)+) =

Hy(i− 1
2
)−+Hy(i− 1

2
)+

2
− γ

2
cε0(Ex(i− 1

2
)+ − Ex(i− 1

2
)−)

Φh(Hy(i− 1
2
)−, Hy(i− 1

2
)+) =

Ex(i− 1
2
)−+Ex(i− 1

2
)+

2
− γ

2
cµ0(Hy(i− 1

2
)+ −Hy(i− 1

2
)−){

Φe(Ex(i+
1
2
)+, Ex(i+

1
2
)−) =

−Hy(i+ 1
2
)+−Hy(i+ 1

2
)−

2
− γ

2
cε0(Ex(i+

1
2
)− − Ex(i+

1
2
)+)

Φh(Hy(i+
1
2
)+, Hy(i+

1
2
)−) =

−Ex(i+ 1
2
)+−Ex(i+ 1

2
)−

2
− γ

2
cµ0(Hy(i+

1
2
)− −Hy(i+

1
2
)+)

(2.17)

avec


Hy(i+

1
2
)+ = (2β)(Hy(i+ 1)−5Hy(i+ 1)4z

2
) + (1− 2β)Hy(i)+Hy(i+1)

2

Ex(i+
1
2
)+ = (2β)(Ex(i+ 1)−5Ex(i+ 1)4z

2
) + (1− 2β)Ex(i)+Ex(i+1)

2

Hy(i+
1
2
)− = (2β)(Hy(i) +5Hy(i)

4z

2
) + (1− 2β)Hy(i)+Hy(i+1)

2

Ex(i+
1
2
)− = (2β)(Ex(i) +5Ex(i)

4z

2
) + (1− 2β)Ex(i)+Ex(i+1)

2

(2.18)


Hy(i− 1

2
)+ = (2β)(Hy(i)−5Hy(i)

4z

2
) + (1− 2β)Hy(i)+Hy(i−1)

2

Ex(i− 1
2
)+ = (2β)(Ex(i)−5Ex(i)

4z

2
) + (1− 2β)Ex(i)+Ex(i−1)

2

Hy(i− 1
2
)− = (2β)(Hy(i− 1) +5Hy(i− 1)4z

2
) + (1− 2β)Hy(i)+Hy(i−1)

2

Ex(i− 1
2
)− = (2β)(Ex(i− 1) +5Ex(i− 1)4z

2
) + (1− 2β)Ex(i)+Ex(i−1)

2

(2.19)

Les gradients sont déterminés de la même manière que dans le cas de l’approximation MUSCL.

Finalement, les champs électromagnétiques sont évalués à partir d’un système itératif à deux

pas intermédiaires et dont l’expression se note :

Pourp = 1, ...., q avecq = 3 :
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

{
Ep

x(i) = En
x (i)− ∆t

εo(q+1−p)∆z
(Φe(Ex(i− 1

2
)−, Ex(i− 1

2
)+) + Φe(Ex(i+

1
2
)+, Ex(i+

1
2
)−))

Hp
y (i) = Hn

y (i)− ∆t

µ0(q+1−p)∆z
(Φh(Hy(i− 1

2
)−, Hy(i− 1

2
)+) + Φh(Hy(i+

1
2
)+, Hy(i+

1
2
)−)){

En+1
x (i) = Eq

x(i)

Hn+1
y (i) = Hq

y(i)
(2.20)

2.4. Caractéristiques des différents schémas numériques

Ce paragraphe présente l’étude des performances des différentes approximations que nous

avons détaillés au cours du paragraphe précédent. Le but est ici de compléter les différents tra-

vaux publiés [4, 25] et de déterminer plusieurs points importants des schémas numériques. Deux

caractéristiques sont étudiées à travers les simulations : la dissipation et la dispersion.

Toutes les modélisations sont réalisées dans le cadre d’un espace monodimensionnel et ho-

mogène (vide).

L’excitation, de forme gaussienne, est assurée par une source de courant positionnée sur une

interface entre deux segments. La gaussienne a une fréquence maximalefmax égale à1.5Ghz et

se propage à la vitessec. Le pas spatial∆z est choisi de telle sorte que∆z = λmin

10
, sachant que

λmin = c
fmax

, ∆z a pour valeur0.02m .

Le pas temporel vérifie le critère de stabilité donné par l’expression (1.59), toutes les simu-

lations sont effectuées avec une CFL égale à0.25.

L’observation se fait à30 fois la longueur d’onde soit6m ou 300∆z : distance nécessaire

pour déterminer correctement les erreurs de dissipation et de dispersion du code numérique.

FIG. 2.2. Schéma représentant la simulation numérique 1D

2.4.1. Etude de la dissipation

La figure (2.3) représente l’allure temporelle du champ électriqueEx obtenue par les diffé-

rents schémas numériques précédemment construits. Nous notons un comportement distinct des
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différents schémas et notamment le caractère trop diffusif du schéma GODUNOV, se traduisant

par un affaiblissement assez net de l’amplitude (0.25 au lieu de 1). Seul le schémaβγRK3 a une

amplitude proche de la théorie.

A titre indicatif, les résultats ont été comparés à un autre code numérique utilisant la méthode

temporelle des Différences Finies (FDTD). Les paramètres de la simulation sont les mêmes. Nous

remarquons que la méthode FDTD crée des oscillations par rapport à l’approximationβγRK3

(néanmoins, celles-ci s’atténuent lorsque la CFL est égale à 1).

La figure (2.4) représente l’allure fréquentielle du module du champ électriqueEx et illustre

le caractère peu dissipatif du schémaβγRK3.

La figure (2.5) représente l’évolution de la dissipation en fonction de la fréquence, celle-ci

est calculée par le rapport linéaire(
|Exref |−|ExFV TD|

|Exref | ) oùExref est la valeur théorique du champ

électrique au point d’observation300∆z etExFV TD est la valeur du champ électrique obtenue

par les différents codes.

Le schémaβγRK3 est le seul schéma de type Volumes Finis à avoir une faible dissipation

sur la bande de fréquence en un point d’observation situé à la distance équivalente à30λmin.

FIG. 2.3. Allure temporelle du champ électriqueEx au point300∆z pour les schémas : GODUNOV,
MUSCL,β (β = 1

3), βγRK3 (β = 1
3 etγ = 0.1) et FDTD. Excitation de type gaussienne.
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FIG. 2.4. Allure fréquentielle du module du champ électriqueEy au point300∆z pour les schémas :
GODUNOV, MUSCL,β (β = 1

3), βγRK3 (β = 1
3 etγ = 0.1) et FDTD. Excitation de type gaussienne.

FIG. 2.5. Erreur relative de la dissipation( |Exref |−|ExFV TD|
|Exref | ) en fonction de la fréquence pour les schémas

GODUNOV, MUSCL,β(β = 1
3) etβγRK3 (β = 1

3 etγ = 0.1) au point d’observation300∆z. Excitation
de type gaussienne.

Toutes les simulations qui vont suivre ont été réalisées par le code numérique utilisant l’ap-
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proximationβγRK3. Les résultats obtenus par ce schéma offrent une erreur relative de dissipa-

tion très faible, il est donc naturel d’étudier l’influence de certains paramètres (comme la CFL)

sur ce schémaβγRK3. La figure (2.6) montre que la CFL joue un rôle non négligeable : plus la

valeur de la CFL est petite et moins le schéma dissipe. En fait la diminution de la CFL implique

une diminution de la valeur du pas temporel. Par conséquent, le nombre d’itérations temporelles

est beaucoup plus grand et le code est plus précis.

Nous avons ensuite représenté l’influence du paramètreγ sur la figure (2.7). L’erreur relative

de la dissipation est tracée en fonction de la fréquence pour différentes valeurs deγ. Son rôle est

bien de pondérer la diffusion, en effet, une valeur trop forte génère de la dissipation mais une

valeur trop faible bien que réduisant la dissipation entraîne des oscillations parasites (caractéris-

tiques des flux centrés). F. Bonnet[2] a mené une étude permettant de trouver la valeur optimale

de ce paramètre qui vautγ = 0.1.

Par contre, les différentes valeurs deβ, figure (2.8), n’influencent pas de façon significatif

l’erreur de dissipation. Les écarts ne sont pas suffisamment grands pour en tenir compte.

Pour conclure ce paragraphe, nous avons représenté l’erreur de dissipation en fonction des

valeurs du paramètreγ pour quatre fréquences. Ce graphique (2.9) confirme que ce paramètre

gère parfaitement l’erreur relative de la dissipation . L’allure croissante des courbes nous autorise

à dire que plusγ est proche de la valeur 1, plus le schémaβγRK3 dissipe.

FIG. 2.6. Influence de la CFL sur l’erreur relative de la dissipation au point d’observation300∆z pour le
schémaβγRK3 (β = 1

3 etγ = 0.1) . Excitation de type gaussienne
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FIG. 2.7. Influence du paramètreγ sur l’erreur relative de la dissipation au point d’observation3004 z
pour le schémaβγRK3 (β = 1

3 ) avec une excitation de type gaussienne.

FIG. 2.8. Influence du paramètreβ sur l’erreur relative de la dissipation au point d’observation3004 z
pour le schémaβγRK3 ( γ = 0.1) avec une excitation de type gaussienne.
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FIG. 2.9. Erreur relative de la dissipation en fonction du paramètreγ pour différentes fréquences au point
d’observation3004z pour le schémaβγRK3 (β = 1

3 etγ = 0.1) avec une excitation de type gaussienne.

2.4.2. Etude de la dispersion

L’étude de l’allure fréquentielle de la phase, représentée par les graphiques (2.10) et (2.11),

met en évidence le comportement dispersif des schémas étudiés, cela se traduit concrètement

par un décalage de phase. L’erreur absolue de la phase se quantifie par l’opération suivante :

(ϕref − ϕFV TD) où ϕref est la phase théorique au point d’observation300∆z et ϕFV TD est la

phase obtenue par le code numérique FVTD. Les phases sont préalablement linéarisées.

Les résultats issus des codes utilisant l’approximation d’ordre un GODUNOV, puis MUSCL

et même le schéma de Yee (FDTD) montrent le critère trop dispersif de ces schémas. Par contre,

l’écart de phase du schémaβγRK3 et du schémaβ est faible, ce sont deux schémas peu disper-

sifs.
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FIG. 2.10. Phase du champ électrique sur une bande de fréquence au point d’observation300∆z pour les
schémas GODUNOV, MUSCL,β (β = 1

3), βγRK3 (β = 1
3 et γ = 0.1) et FDTD. Excitation de type

gaussienne.

FIG. 2.11. Erreur absolue de la phase sur une bande de fréquence au point d’observation300∆z pour les
schémas GODUNOV, MUSCL,β (β = 1

3), βγRK3 (β = 1
3 et γ = 0.1) et FDTD. Excitation de type

gaussienne.



2.4. Caractéristiques des différents schémas numériques 47

La série de tests qui suit est consacrée uniquement à l’étude du schémaβγRK3 avecβ = 1
3

et γ = 0.1. Comme précédemment, nous avons fait varier la valeur de la CFL pour montrer

que c’est un facteur déterminant pour affiner la dispersion du schéma (figure (2.12)). Il apparaît

clairement que pour les basses fréquences les allures des courbes dénotent qu’une valeur de CFL

faible implique un schémaβγRK3 peu dispersif. Par contre pour des fréquences proche de la

fréquence maximum de l’excitationfmax, le schéma disperse beaucoup plus quel que soit la CFL.

FIG. 2.12. Erreur absolue de la phase pour différentes valeurs de la CFL. SchémaβγRK3 avecβ = 1
3 et

γ = 0.1 au point300∆z. Excitation de type gaussienne.

Néanmoins, la dispersion est directement liée au paramètre de pondérationβ, en effet l’étude

symbolisée par le graphe (2.13) montre qu’une valeur trop petite ou trop grande deβ augmente

la dispersion. Il faut donc une valeur intermédiaire pour réduire au maximum la dispersion. Cette

valeur est référencée par F. Bonnet [2] et est égale àβ = 1
3
.

La figure (2.14) représente la dispersion en fonction de la fréquence pour différentes valeurs

deγ. Ce paramètre n’a aucune influence sur la dispersion.
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FIG. 2.13. Erreur absolue de la phase pour différentes valeurs du paramètreβ. SchémaβγRK3 avec
γ = 0.1 au point300∆z. Excitation de type gaussienne.

FIG. 2.14. Erreur absolue de la phase pour différentes valeurs du paramètreγ. SchémaβγRK3 avec
β = 1

3 au point300∆z. Excitation de type gaussienne.

Le graphique (2.15) représente l’étude de la dispersion en fonction du paramètreβ pour
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différentes fréquences. Il apparaît clairement qu’il existe des valeurs deβ optimales à chaque

fréquence pour réduire au maximum la dispersion. Ces valeurs se trouvent toujours autour de1
3
.

FIG. 2.15. Erreur relative de la phase pour différents points de fréquence en fonction du paramètreβ.
SchémaβγRK3 avecγ = 0.1 au point300∆z. Excitation de type gaussienne.

2.5. Conclusion

A travers ce chapitre, nous apportons un éclairage sur l’étude théorique des schémas FVTD

en étudiant dans le domaine fréquentiel le comportement dissipatif et dispersif. L’étude simple de

la propagation d’une gaussienne dans un milieu homogène monodirectionnel nous a montré clai-

rement les performances des différents schémas mais aussi l’influence des paramètres présents

dans les définitions des flux. Nous conclurons en disant que le schémaβγRK3, avecβ = 1
3

et

γ = 0.1, est le seul à avoir un comportement à la fois peu dispersif et peu dissipatif indispensable

pour obtenir des résultats précis.





Chapitre 3

Méthode des Volumes Finis tridimensionnelle avec

un maillage cartésien

3.1. Introduction et définition du maillage

Le type de maillage utilisé par la méthode des Volumes Finis n’est pas unique, l’utilisateur a

le libre choix pour déterminer son maillage. La méthode est construite de telle sorte que la géo-

métrie de la maille puisse être de forme quelconque. En effet, un domaine de calcul peut très bien

être discrétisé par des cubes, par des tétraèdres ou par des prismes sans que le déroulement du

programme algorithmique ne soit bouleversé, l’utilisateur peut ainsi choisir le type de maillage

le plus naturel et le plus conforme pour décrire son application.

Nous pouvons distinguer deux types de maillages, le maillage dit cartésien ou structuré qui est

un maillage essentiellement constitué de cellules élémentaires de forme hexaédrique ou cubique

et le maillage dit non structuré qui est constitué de cellules élémentaires de forme quelconque,

généralement de forme tétraèdrique. Ce chapitre traite de façon précise la méthode FVTD utilisée

dans un volume tridimensionnel à maillage cartésien. Les raisons de cette étude sont multiples :

la première, montrer que les simulations obtenues par le code numérique Volumes Finis pour

certaines applications offrent des résultats aussi précis voir même meilleurs que d’autres mé-

thodes temporelles, la deuxième est de démontrer qu’à travers une étude théorique approfondie

les formules peuvent se simplifier. Comme nous le ferons plus tard, la simplification de ces for-

mules entraînera une diminution du temps de calcul et de l’espace mémoire nécessaire. De plus,

nous pouvons ajouter qu’un maillage structuré ne nécessite pas de mailleur spécifique, toutes les

informations utiles pour l’algorithme sont connues et rentrées par l’utilisateur.

Dans un premier temps, nous allons mettre en évidence toutes les simplifications des formules

dans le cadre d’un maillage cartésien, le but étant de limiter le nombre d’opérations dans l’algo-

rithme de calcul. Puis nous mettrons en place les différentes sources d’excitations nécessaires en
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électromagnétisme avec notamment les sources de courant. Nous détaillerons le mécanisme et

nous ferons état de quelques observations apparues lors de simulations de cas tests.

Beaucoup d’applications électromagnétiques telles que des problèmes de réceptions ou de

diffractions utilisent l’injecteur d’onde plane, c’est donc logiquement que nous serons amenés à

mettre en place l’excitation de type onde plane dans le cadre des Volumes Finis.

Enfin, quelques résultats numériques obtenus avec le code FVTD d’approximationβγRK3

seront présentés à la fin du chapitre.

3.2. Simplifications des formules

3.2.1. Mise en évidence de la simplification des formules théoriques

Comme le montre la formule générale (1.57), les champs électromagnétiques sont évalués à

l’aide des flux numériques situés sur chaque face qui sont eux même fonction des deux matrices

A(−→n ) et |A(−→n )| . Par conséquent, le code numérique est obligé de calculer pour chaque face de

chaque maille les matricesA(−→n ) et |A(−→n )| pour ensuite évaluer les flux qui serviront à calculer

les composantes des champs électromagnétiques. Ce processus itératif risque d’être long car

le nombre d’opérations effectuées par le code va être élevé et va demander beaucoup de place

mémoire, d’autant plus que les matrices sont de dimensions six par six. Il faut essayer de limiter

les opérations. Heureusement le maillage cartésien offre des possibilités de simplifications.

En effet pour tout maillage de type structuré, chaque face correspond à un plan du repère

cartésien, c’est à dire que chaque normale unitaire est dirigée suivant une direction précise (soit

l’axe ox, soit l’axe oy soit l’axe oz).

Les matricesA(−→n ) et |A(−→n )| sont fonction du vecteur normal de chaque face−→n et obéissent

aux deux définitions suivantes :

A(−→n ) = −A(−−→n ) (3.1)

et

|A(−→n )| = |A(−−→n )| (3.2)

avec
−→n = (nx−→ex+ ny−→ey + nz−→ez) (3.3)
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Par conséquent, elles vont se simplifier du fait que les valeurs des composantes des normales

sont nulles ou égales à un suivant leurs directions.

Énumérons les différentes possibilités pour illustrer cette remarque :

Si la face de la maille est confondue avec le plan (xoz) du repère cartésien (figure (3.1)), alors

deux cas de figure sont possibles :

Soit la normale unitaire de la face (face 1) est dirigée suivant l’axe (oy) :nx = 0, ny =

1, nz = 0 et−→n = −→ey .

Les matricesA(−→n ) et |A(−→n )| deviennent :

A(−→ey) =



0 0 0 0 0 −µ−1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 µ−1 0 0

0 0 ε−1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

−ε−1 0 0 0 0 0


∣∣∣A−→(ey)∣∣∣ =



c 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 c 0 0 0

0 0 0 c 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 c


(3.4)

Soit la normale unitaire de la face (face 2) est dirigée suivant l’axe (oy) :nx = 0, ny =

−1, nz = 0 et−→n = −−→ey . Les matricesA(−→n ) et |A(−→n )| deviennent :

A(−−→ey) =



0 0 0 0 0 µ−1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 −µ−1 0 0

0 0 −ε−1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

ε−1 0 0 0 0 0


|A(−−→ey)| =



c 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 c 0 0 0

0 0 0 c 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 c


(3.5)

De même si la face est situé sur le plan (xoy) du repère cartésien (figure (3.2)), alors nous

avons deux cas :

Soit la normale unitaire de la face (face 3) est dirigée suivant l’axe (oz) :nx = 0, ny =

0, nz = 1 et−→n = −→ez .

Les matricesA(−→n ) et |A(−→n )| deviennent :
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A(−→ez) =



0 0 0 0 µ−1 0

0 0 0 −µ−1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 −ε−1 0 0 0 0

ε−1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


|A(−→ez)| =



c 0 0 0 0 0

0 c 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 c 0 0

0 0 0 0 c 0

0 0 0 0 0 0


(3.6)

Soit la normale unitaire de la face (face 4) est dirigée suivant l’axe (oz) :nx = 0, ny =

0, nz = −1 et−→n = −−→ez .

Les matricesA(−→n ) et |A(−→n )| deviennent :

A(−−→ez) =



0 0 0 0 −µ−1 0

0 0 0 µ−1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 ε−1 0 0 0 0

−ε−1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


|A(−−→ez)| =



c 0 0 0 0 0

0 c 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 c 0 0

0 0 0 0 c 0

0 0 0 0 0 0


(3.7)

Et enfin dernière possibilité si la face est situé sur le plan (yoz) du repère cartésien (figure

(3.3 )), deux cas de figure :

Soit la normale unitaire de la face (face 5) est dirigée suivant l’axe (ox) :nx = 1, ny =

0, nz = 0 et−→n = −→ex .

Les matricesA(−→n ) et |A(−→n )| deviennent :

A(−→ex) =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 µ−1

0 0 0 0 −µ−1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 −ε−1 0 0 0

0 ε−1 0 0 0 0


|A(−→ex)| =



0 0 0 0 0 0

0 c 0 0 0 0

0 0 c 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 c 0

0 0 0 0 0 c


(3.8)

Soit la normale unitaire de la face (face 6) est dirigée suivant l’axe (ox) :nx = −1, ny =

0, nz = 0 et−→n = −−→ex .
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Les matricesA(−→n ) et |A(−→n )| deviennent :

A(−−→ex) =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −µ−1

0 0 0 0 µ−1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 ε−1 0 0 0

0 −ε−1 0 0 0 0


|A(−−→ex)| =



0 0 0 0 0 0

0 c 0 0 0 0

0 0 c 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 c 0

0 0 0 0 0 c


(3.9)

FIG. 3.1. Représentation de deux faces d’une maille de type hexaèdre situées dans le plan (xoz)

FIG. 3.2. Représentation de deux faces d’une maille de type hexaèdre situées dans le plan (xoy)
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FIG. 3.3. Représentation de deux faces d’une maille de type hexaèdre situées dans le plan (yoz)

Finalement, quelque soit la face considérée, les matricesA(−→n ) et |A(−→n )| se transforment

en matrices avec seulement quatre composantes non nulles sur les trente six au total. Il apparait

donc astucieux de développer les expressions en “cassant” ces matrices et ainsi bénéficier des

simplifications.

Prenons l’exemple du calcul de la composante du champ électrique suivant l’axe(ox). Soit

Ex(i, j, k) le champ électrique situé au point(i, j, k) du repère cartésien.

Pourl = 1, ...., q avecq = 3, alors
E0

x(i, j, k) = En
x (i, j, k)

El
x(i, j, k) = En

x (i, j, k)− ∆t

ε(q+1−l)∆x∆y∆z
(Ψ(i, j, k))

En+1
x (i, j, k) = Eq

x(i, j, k)

(3.10)

avec

Ψ(i, j, k) = ∆x∆y(φex(i, j, k + 1
2
) + φex(i, j, k − 1

2
))

+∆x∆z(φex(i, j + 1
2
, k) + φex(i, j − 1

2
, k))

+∆y∆z(φex(i+
1
2
, j, k) + φex(i− 1

2
, j, k))

(3.11)

où φex(i, j, k + 1
2
) , φex(i, j, k − 1

2
), φex(i, j + 1

2
, k), φex(i, j − 1

2
, k), φex(i + 1

2
, j, k) et

φex(i − 1
2
, j, k)) représentent respectivement les flux numériques situés sur chacune des faces

d’une maille.

Développons leurs expressions en s’appuyant sur l’approximation du fluxβγ (1.57), de la

matrice de transmission (1.38 ) et des matricesA(−→n ), |A(−→n )|.
Afin de ne pas trop surcharger l’écriture, les champs extrapolés sur les faces sont notés :H+

z (i, j, k),

H−
z (i, j, k),H+

y (i, j, k),H−
y (i, j, k), E+

x (i, j, k), E−
x (i, j, k).



3.2. Simplifications des formules 57

Ainsi, grâce aux expressions des matricesA(−→ey) et |A(−→ey)| décrites par (3.4) , le flux de la

face 1 s’écrit :

φex(i, j − 1
2
, k) = H+

z (i, j, k)T(i,j,k) +H−
z (i, j − 1, k)T(i,j−1,k)

+γc(i,j,k)ε(i,j,k)E
+
x (i, j, k)T(i,j,k) − γc(i,j−1,k)ε(i,j−1,k)E

−
x (i, j − 1, k)T(i,j−1,k)

(3.12)

De même, le flux de la face 2 se détermine à l’aide des expressionsA(−−→ey) et |A(−−→ey)|
définies par les matrices (3.5) :

φex(i, j + 1
2
, k) = H+

z (i, j, k)T(i,j,k) +H−
z (i, j + 1, k)T(i,j+1,k)

+γc(i,j,k)ε(i,j,k)E
+
x (i, j, k)T(i,j,k) − γc(i,j+1,k)ε(i,j+1,k)E

−
x (i, j + 1, k)T(i,j−1,k)

(3.13)

Même chose pour la face 3, avec comme matricesA(−→ez) et |A(−→ez)|(3.6) :

φex(i, j, k − 1
2
) = H+

y (i, j, k)T(i,j,k) +H−
y (i, j, k − 1)T(i,j,k−1)

+γc(i,j,k)ε(i,j,k)E
+
x (i, j, k)T(i,j,k) − γc(i,j,k−1)ε(i,j−1,k−1)E

−
x (i, j, k − 1)T(i,j,k−1)

(3.14)

Ainsi que la face 4 où grâce aux expressions des matricesA(−−→ez) et |A(−−→ez)|(3.7), le flux

se note :

φex(i, j, k + 1
2
) = H+

y (i, j, k)T(i,j,k) +H−
y (i, j, k + 1)T(i,j,k+1)

+γc(i,j,k)ε(i,j,k)E
+
x (i, j, k)T(i,j,k) − γc(i,j,k+1)ε(i,j−1,k+1)E

−
x (i, j, k + 1)T(i,j,k+1)

(3.15)

Par contre, les expressions des matricesA(−→ex) et |A(−→ex)|(3.8) nous permet d’écrire que le

flux de la face 5 est égal à zéro :

φex(i−
1

2
, j, k) = 0 (3.16)

Même remarque pour la face 6 où les matricesA(−−→ex) et |A(−−→ex)|(3.9) annule le flux :

φex(i+
1

2
, j, k) = 0 (3.17)

En fin de compte, le développement des expressions de chaque flux a permis de remar-
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quer que seules quatre faces sur six suffisent pour évaluer la composante du champ électrique

Ex(i, j, k) comme l’illustre la figure (3.4).

Le champ électriqueEx(i, j, k) est donc évalué par le flux des faces (xoz) et (xoy) en fonction

des composantesHy(i, j, k) etHz(i, j, k) .

Le calcul des autres composantes se fait de manière analogue et par permutation.

En effet, le champ électriqueEy(i, j, k) est évalué grâce au flux de la face (yoz) et (xoy) en

faisant intervenir les composantesHx(i, j, k) et Hz(i, j, k), le champ électriqueEz(i, j, k) est

calculé par les flux des faces (xoz) et (yoz) avec les composantesHx(i, j, k) etHy(i, j, k).

De même, le champ magnétiqueHy(i, j, k) est calculé grâce aux flux des faces (xoz) et (xoy)

en fonction des composantesEx(i, j, k) et Ez(i, j, k), le champ magnétiqueHz(i, j, k) utilise

les flux des faces (yoz) et (xoy) et les composantesEx(i, j, k) et Ey(i, j, k) et enfin le champ

magnétiqueHx(i, j, k) est calculé avec les flux des faces (xoz) et (yoz) en faisant intervenir les

composantesEy(i, j, k) etEz(i, j, k).

Par conséquent, la mise en place d’un code FVTD dans un maillage cartésien devient moins

fastidieuse. Les expressions sont simplifiées, le code est optimisé de telle sorte à minimiser l’es-

pace mémoire et le temps de calculs.

FIG. 3.4. Calcul de la composante électriqueEx nécessitant seulement le calcul de flux de quatre faces
au lieu de six (faces (xoz), faces (xoy)).

3.2.2. Organigramme du code

Le simulateur numérique, basé sur la méthode des Volumes Finis sur un maillage carté-

sien, se décompose en plusieurs phases. Comme le présente l’organigramme (3.5), la première

phase consiste à écrire les données du problème dans un fichier d’entrée : c’est la phase de

pré-traitement. La deuxième phase est l’étape du calcul des champs électromagnétiques pour
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chaque maille et à chaque instant. Enfin la dernière phase qui traite les résultats obtenus lors de

la simulation.

Cependant, la phase de calcul des champs électromagnétiques se déroule en deux étapes :

une étape de calcul du champ électrique et une étape de calcul du champ magnétique. Comme

nous venons de le voir dans le paragraphe précèdent, le calcul de chaque composante se fait de

façon indépendante et simplifié. D’abord le calcul des flux puis la mise à jour des champs.

Dans un souci d’optimisation du code, tous les tableaux utilisés pour le calcul deEx(i, j, k)

seront réutilisés pour le calcul deEy(i, j, k) et ainsi de suite.

Le simulateur numérique est ainsi programmé de façon symétrique.



60 Chapitre 3. Méthode des Volumes Finis tridimensionnelle avec un maillage cartésien

FIG. 3.5. Organigramme du code numérique FVTD avec un maillage cartésien
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3.2.3. Gain en temps de calcul

Le temps de calcul sur différentes simulations a été comparé pour deux codes Volumes Finis,

le premier utilisant les différentes simplifications précédemment définies et le second correspon-

dant à un code général Volumes Finis non structuré ou structuré. Ce code sera décrit au chapitre

5, il permet une discrétisation non structuré et utilise un mailleur spécifique.

Ainsi sur des modélisations de mêmes caractéristiques et avec le même type de maillage, le

temps de calcul peut très vite doubler voire tripler avec le code Volumes Finis non structuré. Les

raisons sont dues essentiellement au temps perdu par le code pour traiter toutes les faces des

hexaèdres alors que quatre seulement suffisent pour chaque composante.

3.3. Mise en place des sources d’excitation

3.3.1. Introduction

Les principales sources d’excitation rencontrées en électromagnétisme sont les sources de

courant et l’onde plane. Les sources de courant servent généralement pour l’alimentation lo-

cale de problèmes d’émission alors que l’onde plane est plutôt utilisée pour des problèmes de

réception tels que le calcul de SER, de diffraction d’objets ou l’étude d’antennes de réception.

L’objectif de ce paragraphe est de mettre en place ces différentes possibilités d’excitation dans le

cadre du code Volumes Finis.

3.3.2. Différentes formes d’excitation

Dans un premier temps, il est nécessaire de définir la forme de l’excitation pour ensuite

l’injecter dans l’application numérique par l’intermédiaire de la source de courant ou de l’onde

plane. L’utilisateur a le libre choix pour la forme de la fonction source, il en existe plusieurs,

nous en détaillerons deux.

La fonction gaussienne est sans doute la plus utilisée et la plus connue, son expression tem-

porellee(t) est définie par :

e(t) = A0 e−
(t−t0)2

T2 (3.18)

avec

t0 = T
√
ln(Att0) et T =

√
ln(Attfmax)

πfmax



62 Chapitre 3. Méthode des Volumes Finis tridimensionnelle avec un maillage cartésien

Une manière pour définir cette gaussienne est de fixer la fréquence maximale utile(fmax) et

l’atténuation (Attfmax) à cette fréquence par rapport au maximum d’amplitude situé àf = 0Hz.

Nous pouvons aussi définir le pied de la gaussienne dans le domaine temporel par un paramètre

(Att0) fixant l’atténuation àt = 0s.

Nous obtenons ainsi une réponse fréquentielle à large bande[0− fmax].

La figure (3.6) montre l’allure temporelle d’une gaussienne oùA0 représente l’amplitude de

la gaussienne,T la largeur d’impulsion de la gaussienne à la valeur(0.78A0) et t0 le retard par

rapport à l’origine.

FIG. 3.6. Allure temporelle de la gaussienne avecfmax = 1.5GHz,A0 = 1,Attfmax = 100,Att0 = 10

La dérivée gaussienne, figure (3.7), est aussi une forme d’excitation connue, son expression

temporellee(t) se définie par :

e(t) = −2Ao(
t− t0
T

)e−
(t−t0)2

T2
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FIG. 3.7. Allure temporelle d’une dérivée gaussienne avect0 = 1.22e− 9s etT = 4.2e− 10s

D’autres formes, que nous ne détaillerons pas ici, peuvent être utilisées pour définir l’exci-

tation comme la sino-gaussienne (gaussienne modulée par un sinus), l’échelon exponentielle, la

sinusoïdes. La liste n’est pas exhaustive, elle dépend des applications.

3.3.3. Source de courant

3.3.3.1. Définition générale

Les sources de courant sont généralement utilisées comme sources ponctuelles pour l’alimen-

tation des pistes imprimées par exemple. Pour répondre à ce problème, nous avons été amenés

à mettre en place la source de courant parfaite dans le cadre de la méthode des Volumes Finis,

c’est à dire une source sans résistance en parallèle.

Toutes les sources de courant se situent sur les faces des cellules élémentaires et plus exac-

tement aux barycentres des faces comme l’indiquent les figures (3.8) et (3.9). Par conséquent,

le calcul classique du flux sur chaque face n’est plus valable, la présence de la source de cou-

rant modifie les conditions. Il faut donc réécrire les expressions des flux en tenant compte de la

présence de la source de courant d’autant plus que l’onde traversant la source ne doit pas être

perturbée.

La solution est de revenir au problème de Riemann (1.5) caractérisant le passage d’un mi-

lieu hétérogène à un autre et de se servir de la “Condition de Saut de Rankine Hugoniot”pour
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s’adapter au problème. Ce travail avait été mené à bien grâce à la résolution d’un système de

trois équations (1.29) sans de terme source sur l’interface.

Nous allons donc ici modifier l’équation régissant la transmission d’un milieu à un autre en

ajoutant un terme sourceJ .

Le système d’équation devient :
AgU

− − AgUg = −CgU
− + CgUg

AdU
+ − AdUd = CdU

+ − CdUd

AgU
− − AdU

+ = J

(3.19)

Les inconnusU−etU+se définissent par :

U−(CgAd + CdAg) = AdCgUg + AdCdUd + AdAgUg − AdAdUd + (Cd − Ad)J (3.20)

U+(CgAd + CdAg) = AgCgUg + AgCdUd + AgAgUg − AgAdUd − (Cg + Ag)J (3.21)

Les flux s’écrivent donc :

Φ− = AgTgUg + |Ag|TgUg + AdTdUd − |Ad|TdUd − AdTgC
−1
g J + TdJ (3.22)

Φ+ = AgTgUg + |Ag|TgUg + AdTdUd − |Ad|TdUd + AdTdC
−1
d J − TgJ (3.23)

avec

|Ag| = A2
gC

−1
g et |Ad| = A2

dC
−1
d

Tg =d (
Yg

Yg + Yd

,
Zg

Zg + Zd

) et Td =d (
Yd

Yg + Yd

,
Zd

Zg + Zd

)

SoitΦs(Uij, Uji) le flux d’approximation(βγ) sur la face séparant les cellulei et cellulej et

possédant une source de courant.Uij, Uji sont les champs extrapolés.

Son expression générale se note :
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Φs(Uij, Uji) = AiTiUij + AjTjUji + γ |Ai|TiUij − γ |Aj|TjUji − AjTjC

−1
j J + TiJ

Uij = (2β)(Ui +
−→5Ui

−−−→
GiGk) + (1− 2β)

Ui+Uj

2

Uji = (2β)(Uj +
−→5Uj

−−−→
GjGk) + (1− 2β)

Ui+Uj

2

(3.24)

FIG. 3.8. Problème de Riemann avec une source de courant sur l’interface entre deux cellules

3.3.3.2. Définition avec un maillage cartésien

La figure (3.9) montre le positionnement d’une source de courant sur une interface séparant

la cellule(i, j, k) et la cellule(i, j, k + 1). Elle est située sur la face (xoy) suivant l’axe (ox) de

telle sorte à exciter la composante électriqueEx(i, j, k).

Sachant que la face de la cellule(i, j, k) où se situe la source de courant a pour vecteur

normale−→n =t (0, 0,−1).

Nous pouvons détailler l’expression (3.24) avec comme terme de sourceJ :

J =t (jx, 0, 0, 0, 0, 0) (3.25)

Ainsi, la nouvelle expression du flux numérique notéeφsex(i, j, k + 1
2
) s’écrit :

φsex(i, j, k + 1
2
) = H+

y (i, j, k)T(i,j,k) +H−
y (i, j, k + 1)T(i,j,k+1)

+γc(i,j,k)ε(i,j,k)E
+
x (i, j, k)T(i,j,k) − γc(i,j,k+1)ε(i,j,k+1)E

−
x (i, j, k + 1)T(i,j,k+1)

+jxT(i,j,k)

(3.26)
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L’expression (3.26) se décompose en une partie correspondant à l’expression classique du

flux sans terme de source et une autre partie caractérisant l’excitation.

Poursuivons la démonstration en évaluant le champ électriqueEx(i, j, k) grâce aux expres-

sions suivantes :
E0

x(i, j, k) = En
x (i, j, k)

El
x(i, j, k) = E0

x(i, j, k)− ∆t

ε(q+1−l)V

∑N
k=1 Skφsk

En+1
x (i, j, k) = Eq

x(i, j, k)

l = 1, 2, 3 (3.27)

avecφsk le flux numérique de chaque facek.

Ensuite

∑Ni

k=1 φsk =

φex(i, j − 1
2
, k) + φex(i, j + 1

2
, k) + φex(i, j, k − 1

2
) + φsex(i, j, k + 1

2
)

(3.28)

∑Ni

k=1 φsk =

φex(i, j − 1
2
, k) + φex(i, j + 1

2
, k) + φex(i, j, k − 1

2
) + φex(i, j, k + 1

2
) + jxT(i,j,k)

(3.29)

soit

Ni∑
k=1

φsk =

Ni∑
k=1

φk + jxT(i,j,k) (3.30)

et donc pourl = 1, 2, 3 :


E0

x(i, j, k) = En
x (i, j, k)

El
x(i, j, k) = E0

x(i, j, k)− ∆t

ε0(q+1−l)V

∑N
k=1 Skφk − ∆t

ε0(k+1−l)∆z
jxT(i,j,k)

En+1
x (i, j, k) = Eq

x(i, j, k)

(3.31)

Le champ électriqueEx(i, j, k) se calcule finalement en deux étapes : la première qui corres-

pond au calcul classique avec l’approximation du flux de type(βγ) sans terme de source et une

deuxième étape faisant intervenir la densité électrique ou magnétique. C’est en fait une mise à

jour du champ électrique.

Le champ électriqueEx(i, j, k + 1) s’évalue de manière analogue avec une mise à jour dû à

la présence de la source de courant sur l’interface.
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Finalement, la présence d’une source de courant sur l’interface entre deux cellules nous im-

pose à faire une mise à jour des composantes du champ électromagnétique de part et d’autre de

l’interface.

FIG. 3.9. Source de courant située sur la face commune de la cellule (i,j,k) et la cellule (i,j,k+1)

3.3.3.3. Résultats numériques portant sur les sources de courant

Nous avons réalisé une série de tests très académiques mais qui a le mérite de valider la mise

en place des sources de courant dans le code Volumes Finis.

La figure (3.11) représente le champ électriqueEx sur l’axe (oz). Cette étude a été réalisée

dans le cadre d’un volume tridimensionnel ramené à une propagation 1D en imposant des murs

électriques sur les plans (yoz) et des murs magnétiques sur les plans (xoz) (schéma (3.10)).

Nous avons utilisé200 cellules pour l’axe (oz) pour un pas spatial∆z = 0.02m .

La source de courant est située sur l’interface de coordonnéez = 2.01m . La forme de

l’excitation est une gaussienne d’amplitudeA0 = 1 , de fréquence maximumfmax = 1.5GHz et

les caractéristiquesAttfmax = 100, Att0 = 10.

Les simulations sont réalisées par le code utilisant l’approximationβγRK3 avecβ = 1
3

et

γ = 0.1.

Comme l’illustre la figure (3.11), la gaussienne se propage dans les deux sens de l’axe avec

une amplitude de0.5. L’amplitude diminue légèrement à cause du caractère dissipatif du code

(et peut être aussi à cause de la dispersion).

Néanmoins en étudiant plus précisément la gaussienne proche de l’endroit où est située la

source de courant, nous notons que l’amplitude se stabilise autour de l’amplitude 0.5 au bout de

quelques cellules.
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La figure (3.12), qui représente l’allure temporelle du champ électrique, montre qu’il faut un

certain temps (environ 2e-9s) pour que la gaussienne se stabilise. Le zoom (3.13) confirme cette

impression. Cela dénote que la présence d’une source de courant perturbe, rompt momentané-

ment la continuité des champs électromagnétiques et provoque des petites instabilités passagères

autour de l’excitation.

FIG. 3.10. Volume tridimensionnel ramené à une propagation 1D

FIG. 3.11. Allure d’une gaussienne issue d’une source de courant pour une propagation 1D à sept instants
différents
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FIG. 3.12. Allure temporelle d’une gaussienne pour plusieurs points situés sur l’axe de propagation

FIG. 3.13. Zoom de la figure (3.12) pour des points proches de l’excitation

Nous avons ensuite testé l’excitation en imposant directement les valeurs sur le champ élec-

trique d’une maille situé à z=2m. Les conditions de simulation sont rigoureusement les mêmes.

Le champ électrique est fortement perturbé autour de l’excitation. Il faut un certain temps de

stabilisation comme le prouvent les figures (3.14) et (3.15).
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FIG. 3.14. Allure du champ électrique en fonction de l’espace lors que l’excitation est directement impo-
sée sur une maille

FIG. 3.15. Allure temporelle du champ électrique pour une excitation directement imposée sur une maille

L’étude suivante porte sur la propagation d’une gaussienne injectée par une source de courant

au milieu d’un volume tridimensionnel ramené à une propagation 2D. Ce volume est constitué
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de 200 cellules suivant l’axe (ox) et l’axe (oy). Les pas spatiaux∆x et ∆y sont égaux à 0.02m.

(schéma (3.16))

Nous imposons des murs électriques sur les plans (xoy) et des conditions absorbantes (que

nous détaillerons au prochain chapitre) sur les autres plans afin d’éviter d’éventuelles retours

d’ondes.

FIG. 3.16. Volume tridimensionnel ramené à une propagation 2D

Les figures (3.17) et (3.18) représentent le rayonnement de la source de courant située au

milieu du volume à six instants différents.

Les sources de courant peuvent aussi être utilisées pour simuler une propagation d’onde plane

en incidence normale.

En effet, les figures (3.19) et (3.20) montrent qu’en générant des sources de courant sur tout

l’axe (oy) et en imposant des murs magnétiques sur les plans (xoz), nous obtenons un front

d’onde se propageant suivant l’axe (ox). C’est un cas particulier mais il peut être utilisé pour

périodiser les applications et étudier la diffraction d’objets.
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FIG. 3.17. Cartographies de la composanteEz à six instants différents pour une excitation de type gaus-
sienne (t1=3.5ns, t2=4ns, t3=4.5ns, t4=5ns, t5=5.5ns, t6=6ns)

FIG. 3.18. Cartographies de la composanteEz à six instants différents pour une excitation de type dérivée
gaussienne (t1=3.5ns, t2=4ns, t3=4.5ns, t4=5ns, t5=5.5ns, t6=6ns)
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FIG. 3.19. Cartographie d’un front d’onde généré par des sources de courant de forme gaussienne
(t1=3.5ns, t2=4ns, t3=4.5ns, t4=5ns, t5=5.5ns, t6=6ns)

FIG. 3.20. Cartographie d’un front d’onde généré par des sources de courant de forme dérivée-gaussienne
(t1=3.5ns, t2=4ns, t3=4.5ns, t4=5ns, t5=5.5ns, t6=6ns)
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3.3.4. Onde plane

3.3.4.1. Définition

L’onde plane est une source d’excitation très utilisée dans les applications électromagnétiques

comme pour le calcul de surface équivalente radar (SER) de structures à grande taille, les pro-

blèmes de diffraction ou l’étude des antennes de réception et d’émission. C’est pourquoi, nous

sommes amenés à mettre en place dans le cadre de la méthode Volumes Finis l’injecteur d’onde

plane.

C’est R. Luebbers [44] qui eu l’idée de générer une onde plane pour les Différences Fi-

nies grâce à la méthode dite “du champ diffracté”. Cette approche consiste à calculer le champ

diffracté dans tout le volume de calcul mais elle nécessite au préalable l’évaluation du champ

incident.

Une méthode beaucoup plus simple apparut : c’est le concept des surfaces de Huygens [45].

Le principe est de séparer le domaine de calcul en deux zones : une première zone où se trouve le

champ diffracté et une deuxième zone où se trouve le champ total et l’objet à étudier. Le contour

séparant les deux zones est appelé : contour de Huygens. Le champ total(Et, Ht) est composé

du champ diffracté(Ed, Hd) de l’objet et du champ incident(Einc, Hinc) généré par les sources

et par les densités de courants(Js, Ms). La figure (3.21) illustre l’approche surface de Huygens.

Les densités de courant(Js, Ms) annulent le champ incident(Einc, Hinc) dans la zone de

champ diffracté de telle sorte qu’elles illuminent la zone de champ total. L’onde plane est ainsi

définie dans la zone de champ total par l’intermédiaire des densités de courant positionnées sur

le contour de Huygens.

3.3.4.2. Formulation générale

La mise en place des densité de courant(Js, Ms) sur le contour de Huygens revient à résoudre

localement le problème de Riemann. La figure (3.22) montre le passage d’une onde électroma-

gnétique d’une cellule à une autre lorsque l’interface contient des densités de courants électriques

et magnétiques(Js, Ms). La résolution du problème conduit au système suivant :
AgU

− − AgUg = −CgU
− + CgUg

AdU
+ − AdUd = CdU

+ − CdUd

AgU
− − AdU

+ = Sh

(3.32)

avecSh représentant les densités de courants électriques et magnétiques.

Comme précédemment, il faut définir les valeurs deU− etU+ à partir du système (3.32).
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U−(CgAd + CdAg) = AdCgUg + AdCdUd + AdAgUg − AdAdUd + (Cd − Ad)Sh (3.33)

U+(CgAd + CdAg) = AgCgUg + AgCdUd + AgAgUg − AgAdUd − (Cg + Ag)Sh (3.34)

puis les expressions des flux :

Φ− = AgTgUg + |Ag|TgUg + AdTdUd − |Ad|TdUd − AdTdC
−1
g Sh+ TdSh (3.35)

Φ+ = AgTgUg + |Ag|TgUg + AdTdUd − |Ad|TdUd + AdTgC
−1
d Sh− TgSh (3.36)

avec

|Ag| = A2
gC

−1
g et |Ad| = A2

dC
−1
d

Tg =d (
Yg

Yg + Yd

,
Zg

Zg + Zd

) et Td =d (
Yd

Yg + Yd

,
Zd

Zg + Zd

)

Soit Φs(Uij, Uji) le flux numérique utilisant l’approximation(βγ) sur la face séparant les

cellulesi et j et possédant des densités de courants électriques et magnétiquesSh. Uij, Uji étant

les champs extrapolés.

Son expression générale se note :


Φs(Uij, Uji) = AiTiUij + AjTjUji + γ |Ai|TiUij − γ |Aj|TjUji − AiTiC

−1
i Sh+ TiSh

Uij = (2β)(Ui +
−→5Ui

−−−→
GiGk) + (1− 2β)

Ui+Uj

2

Uji = (2β)(Uj +
−→5Uj

−−−→
GjGk) + (1− 2β)

Ui+Uj

2

(3.37)
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FIG. 3.21. Domaine de calcul possédant un contour de Huygens

FIG. 3.22. Problème de Riemann en présence des densités de courants électriques et magnétiques

3.3.4.3. Formulation avec un maillage cartésien

Nous posons les densités de courants électriques et magnétiques égales à :

Js = ns ×Hinc

Ms = −ns × Einc

(3.38)

avecns le vecteur normal à la surface de Huygens orienté vers la zone de champ total.
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Prenons l’exemple de l’excitation de la composante du champ électriqueEx(i, j, k) et du

champ magnétiqueHy(i, j, k) pour une propagation suivant l’axe (oz). Alors le système (3.38)

devient :

jx = nz ×Hyinc

my = −nz × Exinc

(3.39)

et

Sh =t (jx, 0, 0, 0,my, 0) (3.40)

La nouvelle expressionφsex(i, j, k+ 1
2
) du flux, évaluée sur l’interface possédant les densités

de courant électriques et magnétiques, s’écrit :

φsex(i, j, k + 1
2
) = H+

y (i, j, k)T(i,j,k) +H−
y (i, j, k + 1)T(i,j,k+1)

+γc(i,j,k)ε(i,j,k)E
+
x (i, j, k)T(i,j,k) − γc(i,j,k+1)ε(i,j−1,k+1)E

−
x (i, j, k + 1)T(i,j,k+1)

−T(i,j,k)(c(i,j,k)µ(i,j,k))
−1my + T(i,j,k)jx

(3.41)

De même, la nouvelle expression du flux numériqueφshy(i, j, k + 1
2
) s’écrit :

φshy(i, j, k + 1
2
) = E+

x (i, j, k)T(i,j,k) + E−
x (i, j, k + 1)T(i,j,k+1)

+γc(i,j,k)ε(i,j,k)H
+
y (i, j, k)T(i,j,k) − γc(i,j,k+1)ε(i,j−1,k+1)H

−
y (i, j, k + 1)T(i,j,k+1)

−T(i,j,k)(c(i,j,k)ε(i,j,k))
−1jx + T(i,j,k)my

(3.42)

Par conséquent, le champ électriqueEx(i, j, k) et le champ magnétiqueHy(i, j, k) se défi-

nissent par le système suivant :

Pourl = 1, 2, 3
E0

x(i, j, k) = En
x (i, j, k)

El
x(i, j, k) = E0

x(i, j, k)− ∆t

ε0(q+1−l)V

∑N
k=1 Skφk

− ∆t
ε(q+1−l)∆z

(−T(i,j,k)(c(i,j,k)µ(i,j,k))
−1my + T(i,j,k)jx)

En+1
x (i, j, k) = Eq

x(i, j, k)

(3.43)

et
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H0

y (i, j, k) = Hn
y (i, j, k)

H l
y(i, j, k) = H0

y (i, j, k)− ∆t

µ0(q+1−l)V

∑N
k=1 Skφk

− ∆t
ε(q+1−l)∆z

(−T(i,j,k)(c(i,j,k)ε(i,j,k))
−1jx + T(i,j,k)my)

Hn+1
y (i, j, k) = Hq

y(i, j, k)

(3.44)

avec
jx = nz ×Hyinc

my = −nz × Exinc

Les champs électriqueEx(i, j, k) et magnétiqueHy(i, j, k) se calculent donc en deux étapes :

la première en utilisant le calcul classique d’approximation du flux de type(βγRK3) puis la

deuxième qui est une étape de mise à jour faisant intervenir les densités électriques et magné-

tiques.

Il est évident que les champs électriqueEx(i, j, k + 1) et magnétiqueHy(i, j, k + 1) se cal-

culeront de manière analogue.

Pour conclure, chaque composante électromagnétique est mise à jour de part et d’autre de

l’interface présentant le contour de Huygens.

3.3.4.4. Calcul du champ incident

Pour les codes utilisant la méthode des Différences Finies, deux méthodes de calcul du champ

incident ont été envisagées [46] : l’une est analytique, l’autre est numérique basée sur le calcul

du champ incident sur une règle 1D.

Dans le cadre de la méthode des Volumes Finis, nous choisirons de calculer le champ incident

analytiquement.

La thèse de C. Guiffaut [46] montre qu’il faut d’abord déterminer le point origine de l’onde

incidente dans le volume tridimensionnel. Elle est définie par des coordonnées sphériques où

interviennent les anglesθ etφ. Il existe huit choix possibles pour déterminer l’origine de l’onde

incidente, en s’aidant de la figure (3.23), nous avons :

– Si0◦ ≤ θ ≤ 90◦ et0◦ ≤ φ ≤ 90◦ alors l’origine est 1.

– Si0◦ ≤ θ ≤ 90◦ et90◦ ≤ φ ≤ 180◦ alors l’origine est 2.

– Si0◦ ≤ θ ≤ 90◦ et180◦ ≤ φ ≤ 270◦ alors l’origine est 3.

– Si0◦ ≤ θ ≤ 90◦ et270◦ ≤ φ ≤ 360◦ alors l’origine est 4.

– Si90◦ ≤ θ ≤ 180◦ et0◦ ≤ φ ≤ 90◦ alors l’origine est 5.

– Si90◦ ≤ θ ≤ 180◦ et90◦ ≤ φ ≤ 180◦ alors l’origine est 6.

– Si90◦ ≤ θ ≤ 180◦ et180◦ ≤ φ ≤ 270◦ alors l’origine est 7.

– Si 90◦ ≤ θ ≤ 180◦ et270◦ ≤ φ ≤ 360◦ alors l’origine est 8.
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FIG. 3.23. Repère en coordonnées sphériques et représentation des huit origines possibles de l’onde inci-
dente

Ensuite, il faut déterminer le retard d’onde en un point quelconque de la surface de Huygens

(figure (3.24)). Le retard s’évalue par le rapport :

τM =
d

v
(3.45)

où v est la vitesse numérique de l’onde etd la distance parcourue par l’onde en un pointM

de la surface de Huygens de coordonnée(iM , jM , kM).

d = r.
−−→
OM (3.46)

sachant que

r = sinθcosΦ−→ex+ sinθsinΦ−→ey + cosθ−→ez
−−→
OM = (iM − i0)∆x

−→ex+ (jM − j0)∆y
−→ey + (kM − k0)∆z

−→ez
(3.47)

(i0, j0, k0) étant les coordonnée du point origine.

Par conséquent, les champs incidentsEinc(t) etHinc(t) situés sur les surfaces de Huygens

seront fonction de la forme d’excitationΨ(t) et du retardτM :

Einc(t) = Ψ(t− τM) (3.48)

et

Hinc(t) =
Ψ(t− τM)

Z0

(3.49)
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oùZ0 est l’impédance du vide.

Les relations, convertissant les coordonnées sphériques en coordonnées cartésiennes, sont

énoncées dans la thèse [46] . Ainsi les expressions finales du champ incident sur les surfaces de

Huygens sont données par :

Exinc = Einc(cosθcosΦcosψ − sinΦsinψ)

Eyinc = Einc(cosθsinΦcosψ + cosΦsinψ)

Ezinc = Einc(−sinθcosψ)

Hxinc = Hinc(−cosθcosΦcosψ − sinΦsinψ)

Hyinc = Hinc(−cosθsinΦcosψ + cosΦsinψ)

Hzinc = Hinc(sinθcosψ)

(3.50)

oùψ est appelé angle de polarisation, il se défini comme un angle entre l’axe(oθ) et l’axe de

propagation de l’onde plane comme indiqué sur la figure (3.25) :

3.3.4.5. Exemple de propagation d’une onde plane en FVTD

La figure (3.26) propose six cartographies d’onde plane dans un plan (xoy) à six instants

différents. L’excitation est de type gaussienne d’amplitude un et de fréquence maximale égale à

1.5GHz. Le milieu est homogène. La composante représentée est la composante électriqueEz .

Les caractéristiques de l’onde plane sontθ = 45◦ Φ = 90◦ ψ = 180◦.

FIG. 3.24. Calcul du retard de l’onde en un point quelconque de la surface de Huygens
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FIG. 3.25. Définition de l’angle de polarisationψ

FIG. 3.26. Exemple d’onde plane à six instants t différents,θ = 45◦ Φ = 90◦ ψ = 180◦, plan (xoy),
surface de Huygens 96*96*1 cellules, dx=0.02 m dy=0.02m dz=0.02m, excitation de type gaussienne.
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3.4. Validations numériques

3.4.1. Modélisation d’une ligne microruban au dessus d’un plan de masse

3.4.1.1. Rappel théorique

La miniaturisation des circuits ainsi que l’accroissement de leur fréquence de fonctionnement

ont donné naissance à de nombreuses structures planaires de transmission de l’information. De

part leur encombrement réduit, leur faible poids et leur facilité de fabrication empruntée à la

technologie classique des circuits basse fréquence, ces structures sont largement exploitées dans

le milieu industriel. C’est donc naturellement que nous nous sommes penchés sur ce type d’ap-

plication afin de tester le code numérique basé sur la méthode des Volumes Finis. La structure de

transmission étudiée dans ce paragraphe est la ligne microruban (ou microbande) au dessus d’un

plan de masse (figure (3.27)).

L’objectif n’est pas ici d’exposer la théorie des lignes microruban bien qu’intéressante mais

plutôt de donner les informations nécessaires pour modéliser cette structure par FVTD.

D’abord il est essentiel de connaître les paramètres caractéristiques de la ligne microruban :

– La hauteur du substrat se noteh.

– La hauteur de la piste métallisée est très petite (de l’ordre du micromètre).

– La largeur de la piste se noteW .

Hammerstad et Jansen [32] donnent la formulation empirique de la constante diélectrique effec-

tive en fonction des paramètres caractéristiques du milieu :

εeff =
εr + 1

2
+
εr − 1

2
(1 + 10

h

W
)−

1
2 (3.51)

Nous sommes dans un modèle quasi statique oùεeff ne dépend pas de la fréquence.

La formule théorique de l’impédance caractéristique (Zc) d’une ligne microruban dépend

des dimensions et de la nature du matériau mais ne dépend pas de la fréquence. Il existe deux

expressions qui diffèrent suivant le rapport entre la largeur de la piste et la hauteur du substrat.
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FIG. 3.27. Ligne microruban au dessus d’un plan de masse

Ainsi si W
h
< 1

Zc =
60
√
εeff

ln(
8h

W
+
W

4h
) (3.52)

et si W
h
> 1

Zc =
120π
√
εeff

(
W

h
+ 1.393 + 0.667ln(

W

h
+ 1.444))−1 (3.53)

3.4.1.2. Description de la modélisation

L’étude porte sur la modélisation d’une piste métallisée de largeurW = 2mm et de longueur

20 cm. La hauteur par rapport au plan de masse est deh = 1.6mm répondant ainsi à la relation

suivante :W
h
> 1.

Le domaine de calcul est un volume tridimensionnel entouré de couches absorbantes notées

CFS-PMLs, comme indiqué sur la figure (3.28), celles ci seront présentées et définies au pro-

chain chapitre. Leur rôle est indispensable dans ce type d’application car elles garantissent des

conditions frontières d’absorptions efficaces et permettent de limiter les dimensions du domaine

de calcul.

Les extrémités de la piste pénètrent dans les couches CFS-PMLs pour assurer l’adaptation et

éviter d’éventuels retours d’ondes susceptible de perturber les résultats.
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FIG. 3.28. Modélisation d’une ligne microruban entourée de couches absorbantes

La piste est alimentée localement par les sources de courant que nous avons mises en place

précédemment. Comme le montre la figure (3.29 ), elles sont positionnées entre le plan de masse

et la piste imprimée. La propagation des ondes électromagnétiques se fera suivant l’axe (ox).

FIG. 3.29. Excitation d’une piste microruban par des sources de courant

Nous utiliserons le code FVTD à approximationβγ avec la méthode Runge Kutta d’ordre 3

(RK3). Le paramètreβ est égal à1
3

et le paramètreγ égal à0.1 .
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L’objectif de cette simulation est de calculer l’impédance caractéristique de la ligne microru-

ban puis de la comparer avec la valeur obtenue par les définitions théoriques (3.52) et (3.53).

Le calcul de la tension, entre la piste et le plan de masse, s’effectue grâce à la circulation du

champ électrique entre deux points.

La relation (3.54) relie le potentiel (V b− V a) entre les points a et b et le champ électrique.

V b− V a = −
∫ b

a

−→
E
−→
dl (3.54)

Donc la tension entre le plan de masse (V b = 0) et la ligne microruban(V ) s’écrit (figure

(3.30)) :

V = −(ez3 + ez2 + ez1) ∗ dz (3.55)

Le courant circulant autour de la piste se calcule en utilisant la formule de l’intégrale de

contour, cette relation (3.56) lie le champ magnétique et le courant.

I =

∮
c

−→
H
−→
dl (3.56)

Par conséquent, le courant circulant autour de la ligne microruban est le résultat de la somme

des champs magnétiques autour de la piste.

La figure (3.31) illustre le calcul du courantI :

I = dz
2
(−hz1− hz2 + hz3 + hz4)

−dy(hy8 + hy9 + hy10 + hy11)

+dy
2
(hz1 + hz6− hy7− hy12)

+dy(hy2 + hy3 + hy4 + hy5)

(3.57)
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FIG. 3.30. Calcul de la tension entre le plan de masse et la piste

FIG. 3.31. Calcul du courant autour de la piste

3.4.1.3. Résultats numériques

Le graphique (3.32) représente l’impédance caractéristique de la ligne microruban en fonc-

tion de la fréquence pour différents pas spatiaux.

La première simulation utilise une discrétisation de quatre cellules pour la largeur de la piste,

de trois cellules pour la hauteur et de cent cellules pour la longueur. Ce qui donne des pas spa-

tiaux :dx = 0.2cm, dy = W
4

= 0.5mm etdz = h
3

= 0.53mm.

Le résultat obtenu par le code FVTD est assez éloigné de la valeur théorique qui est de114Ω,

le maillage n’est pas assez précis.
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Par contre, les simulations avec un maillage plus fin, c’est à dire cinq cellules pour la largeur

et quatre cellules pour la hauteur (dx = 0.2cm, dy = W
5

= 0.4mm etdz = h
4

= 0.4mm), offrent

des résultats nettement meilleurs et proches de la valeur théorique.

La courbe (3.33) représente le pourcentage d’erreur entre les valeurs obtenues par le code

FVTD et la théorie en fonction de la fréquence. Nous pouvons remarquer le bon comportement

du code Volumes Finis sur ce type d’application à condition de choisir une discrétisation suffi-

samment fine. L’erreur varie d’environ 1 à 2 ohms.

A titre indicatif, nous avons représenté sur le graphe (3.34), l’allure temporelle de la tension

et du courant ainsi que le module en fonction de la fréquence. Là encore, la discrétisation joue

un rôle prépondérant sur la précision et notamment sur le critère dissipatif et dispersif du code.

FIG. 3.32. Partie réelle de l’impédance caractéristique de la ligne microruban en fonction de la fréquence
obtenue par le code FVTD utilisant l’approximationβγ avecβ = 1

3 etγ = 0.1.
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FIG. 3.33. Pourcentage d’erreur entre la définition théorique de l’impédance caractéristique d’une ligne
microruban et les résultats obtenus par le code FVTD utilisant l’approximationβγ avecβ = 1

3 etγ = 0.1.

FIG. 3.34. Allures temporelles et fréquentielles du courant et de la tension obtenues par le code FVTD
utilisant l’approximationβγ avecβ = 1

3 etγ = 0.1

Il nous a paru intéressant de faire une étude comparative avec un autre code numérique utili-

sant la méthode des Différences Finies (“TRIDIMO”), nous avons donc simulé rigoureusement
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les trois mêmes applications précédentes. Les valeurs obtenues, représentées sur les figures (3.35)

et (3.36), montrent que cette méthode FDTD est moins précise sur ce type d’application. L’erreur

sur l’impédance caractéristique est assez élevée (autour de 8-10 ohms) malgré une amélioration

lorsque le maillage est de plus en plus fin. Cela n’a rien d’étonnant car les champs électriques en

FDTD sont situés sur les noeuds de chaque maille et les champs magnétiques sur les barycentres

des faces de chaque maille. Donc pour avoir des résultats proches de la théorie, il faut corriger la

largeur de la piste imprimée lors de la simulation ou alors utiliser un maillage plus fin. Le temps

de simulation du code TRIDIMO est malgré tout plus rapide que le code FVTD (d’un facteur 8).

FIG. 3.35. Impédance caractéristique de la ligne microruban en fonction de la fréquence obtenue par le
code utilisant la méthode des Différences Finies

Le courbe (3.37) montre les résultats obtenus par le code FVTD utilisant l’approximation

(βγRK3) avecβ = 1
3

et γ = 0.1 lorsqu’un substrat est placé entre le plan de masse et la

piste imprimée. Les caractéristiques de la modélisation sontdx = 0.2cm, dy = W
5

= 0.4mm,

dz = h
4

= 0.4mm et les valeurs des deux substrats sontεr = 3.5 et εr = 9.9. Nous notons que

les valeurs de l’impédance caractéristiques issues du code FVTD sont légèrement moins précises

par rapport à la théorie (représentées par des traits noirs sur la courbe). Les discontinuités créées

par le substrat perturbent certainement les résultats.
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FIG. 3.36. Pourcentage d’erreur entre la définition théorique de l’impédance caractéristique d’une ligne
microruban et les résultats du code utilisant la méthode des Différences Finies

FIG. 3.37. Impédance caractéristique de la ligne microruban en fonction de la fréquence obtenue par le
code FVTD utilisant l’approximationβγ avecβ = 1

3 etγ = 0.1 en présence de deux substrats différents

Les cartographies (3.38) des composantes magnétiquesHy etHz à deux instants différents

sur un plan de coupe juste au dessus de la piste imprimée montre la répartition du champs ma-

gnétique. Nous notons la présence du champHz sur les bords de la piste de signe différent car
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l’excitation est assurée par des sources de courants. Le champHy circule bien sur la piste comme

en témoignent les deux cartographies.

FIG. 3.38. Cartographies des champs magnétiquesHy etHz à deux instants différents, plan de coupe au
dessus de la piste

3.4.2. Cavité résonante

Le traitement d’un problème intérieur, tel que le calcul des fréquences de résonance d’une

cavité est une expérience classique de validation d’un code numérique.

Considérons une cavité résonante de forme parallélipédique parfaitement métallisée repré-

sentée sur la figure (3.39). Les dimensions sont de 1m suivant l’axe (ox), 0.5m suivant l’axe (oy)

et 1m suivant l’axe (oz).

Le volume est discrétisé de façon à avoir 20 cellules suivant l’axe(ox) soit un pas spatial

∆x = 0.05m, 10 cellules suivant l’axe (oy) soit∆y = 0.05m et 20 cellules suivant l’axe (oz)

soit∆z = 0.05m.

Pour obtenir le spectre en fréquence de la cavité résonante, il faut initialiser le champ élec-

tromagnétique à l’intérieur de la cavité par une source d’excitation. Nous utiliserons la forme

gaussienne en un point arbitraire à l’intérieur d’une cavité. La simulation est réalisée par le code

FVTD utilisant l’approximationβγRK3 avecβ = 1
3

etγ = 0.1.

L’intérêt de ce cas académique est de pouvoir analyser avec précision les résultats obtenus par

le code FVTD et de les comparer aux formules analytiques bien connues. En effet, nous savons
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qu’en mode TM, les fréquences de résonances pour une cavité rectangulaire sont données par la

relation suivante (3.58) :

fcTMnml
=

c

2π
√
εrµr

√
(
nπ

a
)2 + (

mπ

b
)2 + (

lπ

c
)2 (3.58)

fcTMnml
est la fréquence de résonance du modeTMn,m,l, n etm étant supérieur ou égale à 1

et l supérieur ou égale à 0.

Nous avons reporté les premières fréquences de résonance sur le tableau (3.1), les fréquences

théoriques sont proches de celles détectées par le code FVTD.

Le spectre tracé sur la courbe (3.40) illustre la bonne représentation des premiers modes TM

de la cavité rectangulaire.

TMnml Fréquences de résonance théorique (GHz)Fréquences de résonance FVTD (GHz)

110 0.335 0.335
111 0.367 0.367
112 0.450 0.452
113 0.561 0.560
121 0.636 0.615
122 0.687 0.683
123 0.764 0.760
211 0.450 0.451
212 0.519 0.519
213 0.618 0.615
221 0.687 0.684
222 0.734 0.730
223 0.807 0.802
311 0.560 0.560
312 0.618 0.615
313 0.703 0.702
321 0.764 0.765
322 0.807 0.802
323 0.874 0.892

TAB . 3.1. Tableau récapitulatif des fréquences de résonances issues de la théorie et du code FVTD
βγRK3
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FIG. 3.39. Cavité rectangulaire parfaitement métallisée

FIG. 3.40. Spectre du champ électriqueEz (en un point intérieur de la cavité rectangulaire) représentant
les modes TM
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3.4.3. Diffraction d’une structure métallique

3.4.3.1. Cas tests : diffraction d’un objet parfaitement conducteur

Le cas présenté sur la figure (3.41) est une application testée par le code Volumes Finis

utilisant l’approximationβγRK3 avecβ = 1
3

et γ = 0.1. Nous avons étudié la diffraction d’un

objet parfaitement conducteur dans un domaine tridimensionnel lorsque celui est illuminé par

une onde plane.

Le domaine de calcul est composé de murs électriques situés sur les faces (xoy), de murs

magnétiques situés sur les faces (yoz) et des conditions absorbantes sur les faces (xoz). Sa taille

est de 4m suivant x, 2m suivant y et 0.02m suivant z.

L’excitation est assurée par plusieurs sources de courant constituant ainsi un front d’ondes se

propageant suivant l’axe (oy), ce qui revient, en fait, à simuler une onde plane situées à y=1.9m.

La forme de l’onde est une gaussienne avec une fréquence maximale égale à 1.5 GHz.

Le plan d’observation est positionné à y=1.2m, la plaque est placé à y=0.8m, son épaisseur

est infiniment petite et sa longueur suivant x est de 0.8m centrée à la position y=2 m.

La simulation consiste à illuminer la plaque électrique et de récupérer le champ électrique

diffracté, les paramètres de la simulation sont les suivants : dx=0.02 m, dy=0.02 m, dz=0.02 m,

la CFL a pour valeur 0.25.

La première étape est de simuler l’application sans la plaque pour récupérer le champ incident

qui nous servira de référence.

La deuxième étape est de récupérer le champ total avec la plaque électrique pour pouvoir

évaluer le champ diffracté sachant que le champ total est égal au champ diffracté plus le champ

incident.

La figure (3.42) représente la cartographie du champ électrique diffractéEz. Nous observons

l’allure parabolique caractéristique du champ diffracté par la plaque. Les valeurs les plus fortes

du champ correspondent aux ondes électromagnétiques réfléchies par la plaque et les branches

de la parabole sont dues aux ondes diffractées par les bords de la plaque.

L’étude de l’allure temporelle (3.43) du champ électrique au point d’observation x=2 m,

y=1.2 m permet de retrouver la position de la plaque suivant l’axe (oy) et surtout contrôle le

comportement du code FVTD (notamment la dispersion). En effet nous remarquons que les

premières valeurs du champs arrivent à l’instant t=5e-9 s soit la distance parcourue de 1.5 m, la

gaussienne partant de la bande d’excitation, diffracte par la suite sur la plaque puis arrive sur le

plan d’observation, elle parcourt bien 1.5 m.

Nous avons ensuite simulé cette même application avec le code numérique utilisant la mé-
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thode des Différences Finies, les paramètres de simulations sont rigoureusement identiques afin

de faire une comparaison précise.

Les résultats obtenus, cartographie (3.44) et courbe (3.45), nous indiquent que les deux mé-

thodes ont des précisions très proches et ont un comportement cohérent vis à vis de l’application.

FIG. 3.41. Schéma de la diffraction de l’onde sur une plaque parfaitement conductrice

FIG. 3.42. Cartographie du champ diffracté par un objet parfaitement conducteur obtenue par le code
FVTD utilisant l’approximationβγRK3 avecβ = 1

3 etγ = 0.1
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FIG. 3.43. Allure temporelle du champ diffracté obtenue par le code FVTD utilisant l’approximation
βγRK3 avecβ = 1

3 etγ = 0.1

FIG. 3.44. Cartographie du champ diffracté par un objet parfaitement conducteur obtenue par le code
utilisant la méthode des Différences Finies



3.4. Validations numériques 97

FIG. 3.45. Comparaison des allures temporelles du champ diffracté obtenues par la méthode FDTD et la
méthode FVTD (approximationβγRK3)

Remarque : Le cas présenté ici est un cas particulier souvent utilisé en simulation numérique

pour modéliser la périodisation des applications.

3.4.3.2. Autres cas tests de diffraction d’objets

La figure (3.46) représente la même application que précédemment mais avec une taille de

plaque différente. La taille de la plaque métallique vaut maintenant 0.08 m.

Les graphiques (3.47) et (3.48) montrent la diffraction de l’objet métallique, les branches de

la parabole sont néanmoins moins espacées prouvant que la plaque est plus petite.

FIG. 3.46. Schéma de la diffraction de l’onde sur une plaque parfaitement conductrice
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FIG. 3.47. Cartographie du champ diffracté par un objet parfaitement conducteur obtenue par le code
FVTD utilisant l’approximationβγRK3 avecβ = 1

3 etγ = 0.1

FIG. 3.48. Allure temporelle du champ diffracté obtenue par le code FVTD utilisant l’approximation
βγRK3 avecβ = 1

3 etγ = 0.1

Le cas suivant (3.49) représente l’étude de l’onde diffractée par deux objets conducteurs de

même taille mais à des positions différentes. Les courbes (3.50) et (3.51) nous permettent de
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retrouver la position des deux plaques suivant l’axe (oy). Le champ diffracté apparaît à l’instant

t1=5e-9 s et à l’instant t2=9e-9 s signifiant que l’onde a parcouru respectivement 1.5 m et 2.7 m,

par conséquent la première plaque se trouve bien à y=0.8m et la deuxième à y=0.2m.

FIG. 3.49. Schéma montrant la diffraction de l’onde sur deux plaques parfaitement conductrices

FIG. 3.50. Cartographie du champ diffracté par deux objets parfaitement conducteurs obtenue par le code
FVTD utilisant l’approximationβγRK3 avecβ = 1

3 etγ = 0.1
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FIG. 3.51. Allure temporelle du champ diffracté obtenue par le code FVTD utilisant l’approximation
βγRK3 avecβ = 1

3 etγ = 0.1

Le cas (3.52) représente l’étude de la diffraction pour des plaques de taille différente à des

positions différentes. Nous remarquons que les ondes réfléchies par la première plaque arrivent

au point d’observation à l’instant t=5e-9 s, puis les ondes réfléchies par la deuxième plaque à

l’instant t=7.5e-9 s, nous constatons aussi que les ondes réfléchies par la deuxième plaque sont

également réfléchies par la première, ce qui explique le champ diffracté à l’instant t=1.05e-8 s.

FIG. 3.52. Schéma montrant la diffraction de l’onde sur deux plaques parfaitement conductrices
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FIG. 3.53. Cartographie du champ diffracté par deux objets parfaitement conducteurs obtenue par le code
FVTD utilisant l’approximationβγRK3 avecβ = 1

3 etγ = 0.1

FIG. 3.54. Allure temporelle du champ diffracté obtenue par le code FVTD utilisant l’approximation
βγRK3 avecβ = 1

3 etγ = 0.1
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3.4.4. Etude d’un milieu diélectrique

Soit un milieu de permittivitéεr sans perte illuminé par une onde plane en incidence normale.

L’analyse porte sur le champ électromagnétique transmis à travers un milieu diélectrique pour

différentes valeurs de la permittivitéεr et pour plusieurs épaisseursd du milieu.

Les simulations sont effectuées par le code FVTDβγRK3 avecβ = 1
3

etγ = 0.1.

Les pas spatiaux sont égaux à0.5 cm. Les réponses fréquentielles, représentées sur les figures

(3.55) et (3.56), montrent que le champ électromagnétique est totalement transmis pour des fré-

quences en dessous de100MHz. Au delà de cette fréquence, apparaissent des réjections dues

aux résonances du milieu. Celles-ci sont liées aux valeurs de la permittivité, ainsi plus la permit-

tivité est forte et plus les réjections sont élevées. Par contre, l’épaisseur du milieu n’influence pas

le niveau des réjections.

FIG. 3.55. Champ normalisé transmis à travers un milieu diélectrique d’épaisseur d=20 cm en incidence
normale, variation de la permittivité, code FVTDβγRK3
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FIG. 3.56. Champ normalisé transmis à travers un milieu diélectrique de permittivitéεr = 9 en incidence
normale, variation de l’épaisseur, code FVTDβγRK3

Les mêmes simulations ont été réalisées par un code utilisant la méthode FDTD. Les gra-

phiques (3.57) et (3.58) montrent la parfaite concordance des résultats avec le code FVTD sur ce

type d’application.

Afin de vérifier la précision des résultats, les fréquences correspondantes au niveau maximum

et au niveau minimum des réjections du champ transmis peuvent se déterminer par les relations

théoriques suivantes :

fpicmin = (2n− 1) c
4d
√

εr

fpicmax = (2n) c
4d
√

εr

(3.59)
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FIG. 3.57. Champ normalisé transmis à travers un milieu diélectrique d’épaisseur d=20 cm en incidence
normale, variation de la permittivité, code FDTD

FIG. 3.58. Champ normalisé transmis à travers un milieu diélectrique de permittivitéεr = 9 en incidence
normale, variation de l’épaisseur, code FDTD

Le tableau (3.2) récapitule les valeurs des fréquences obtenues pour un milieu diélectrique
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de 20 cm d’épaisseur et de permittivitéεr = 9. Nous constatons l’efficacité du code FVTD sur

ce type d’application.

Fpicmin Théorie FVTD FDTD

n=1 0.125 GHz 0.125 GHz 0.125 GHz
n=2 0.374 GHz 0.375 GHz 0.375 GHz
n=3 0.624 GHz 0.625 GHz 0.625 GHz
n=4 0.874 GHz 0.875 GHz 0.874 GHz

Fpicmax Théorie FVTD FDTD

n=1 0.249 GHz 0.250 GHz 0.250 GHz
n=2 0.499 GHz 0.501 GHz 0.500 GHz
n=3 0.749 GHz 0.750 GHz 0.752 GHz
n=4 0.990 GHz 0.990 GHz 1.001 GHz

TAB . 3.2. Fréquences obtenues par le code FVTD et le code FDTD

3.5. Conclusion

Utiliser la méthode des Volumes Finis avec un maillage cartésien peut se révéler très intéres-

sant dans la mesure où les formulations analytiques se simplifient pour devenir des expressions

faciles à mettre en oeuvre et moins gourmandes en place mémoire et temps de calcul.

Ce chapitre a donc souligné cette approche simplifiée et a donné lieu à un code tridimension-

nel optimisé pour un maillage structuré. De nombreux problèmes électromagnétiques, comme les

problèmes d’émission, de diffraction ou de calcul de fréquences de résonance, ont été résolus par

le code FVTDβγRK3, prouvant le bon comportement de celui-ci même face à d’autre méthode

numérique.





Chapitre 4

Couches absorbantes en Volumes Finis

4.1. Introduction

Les équations de Maxwell sont résolues dans un domaine de calcul dont les dimensions

sont nécessairement finies. Toutefois certaines simulations numériques demandent des condi-

tions d’espace libre. Il faut donc soit agrandir le domaine de calcul de telle sorte que les ondes

réfléchissantes ne perturbent pas les résultats, soit appliquer des conditions particulières sur les

frontières afin d’obtenir un domaine non borné. La première solution est restrictive, elle va de-

mander beaucoup trop de place mémoire défavorisant ainsi le temps de calcul, par contre la

deuxième est la plus avantageuse pour les simulations numériques.

Ce chapitre est donc consacré à la mise en place de couches absorbantes dans le cadre de

la méthode Volumes Finis. Nous présenterons dans un premier temps l’évolution historique des

conditions frontières dans les codes numériques, puis nous nous consacrerons plus particuliè-

rement sur la technique des PMLs (Perfectly Matched Layers) sous une forme différente que

celle proposée par J.P-Bérenger. Nous adapterons ces couches absorbantes dans le code Volumes

Finis sur des maillages cartésiens pour ensuite les mettre en place dans un maillage non-structuré

(chapitre 5).

4.2. Bref état de l’art des conditions absorbantes sur les frontières

Pour absorber les ondes sortantes, diverses méthodes ont été utilisées dans les codes numé-

riques dont la première qui fut la méthode des “Radiations Boundary Condition (RBC). C’est

une famille d’opérateurs aux dérivés partielles en temps et espace basée sur l’équation d’Hel-

moltz (équations d’onde en temporelle). B. Engquist et A. Majda [33] propose une solution qui

reprend l’opérateur de A. Bayliss et E. Turkel [34] en l’adaptant aux coordonnées cartésiennes.

L’équation d’Helmoltz est ainsi divisée suivant chaque axe en deux opérateurs correspondant
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aux deux sens de propagation. Puis G. Mur [35] et surtout P. Joly et B. Mercier [36] ont étendu

l’opérateur pour qu’il devienne un opérateur de second ordre. Enfin R. Higdon [37] généralisera

cette méthode en faisant apparaître de manière explicite les angles d’absorption de ce nouvel

opérateur.

La couche adaptée est une méthode qui consiste à entourer le domaine de calcul par un milieu

absorbant dont l’impédance est égale à celle du vide. Les travaux de R. Holland [38] présentent

cette approche et cette nouvelle famille appelée “Absorbing Boundary Condition”(ABC).

Néanmoins, aucune de ces techniques d’absorption d’ondes réfléchissantes n’est parfaite,

elles ne sont parfaitement efficaces que pour des cas particuliers. Seules les ondes planes se

propageant en incidence normale seront absorbées. De plus ces techniques nous imposent une

contrainte géométrique bien connue comme la nécessité de placer les frontières à une certaine

distance de la structure à étudier (de l’ordre de3 λmin) [2].

Mais une nouvelle technique de simulation d’espace libre va considérablement accélérer l’ef-

ficacité des ABCs. J-P Bérenger va, en effet, créer en 1994 [39] les PMLs (Perfectly Matched

Layers). Très utilisée dans les codes utilisant la méthode des Différences Finies, cette technique

est basée sur l’utilisation de couches absorbantes de R. Holland [38] dont le milieu est remplacé

par un nouveau milieu spécialement élaboré pour absorber sans réflexion les ondes électromagné-

tiques quel que soit l’angle d’incidence. Ce nouveau milieu est composé de couches parfaitement

adaptées quel que soit l’angle d’incidence et quelle que soit la fréquence. De plus la structure à

étudier peut très bien être placée proche des PMLs sans qu’il y ait de perturbations trop fortes. Les

résultats d’absorptions obtenus par les codes numériques utilisant les PMLs sont bien meilleurs

que ceux obtenus par les autres méthodes.

Néanmoins, J-P. Bérenger présente en 1999 [40] la théorie des ondes évanescentes dans les

milieux homogènes et discrétisés, il montre qu’il existe de fortes réflexions numériques dues

aux ondes évanescentes lorsqu’une structure (de type plaque) se trouve très proche des PMLs.

Pour pallier à ce problème, les PMLs sont réécrites en se basant sur les “Stretched Coordinate

Space”[41], c’est une nouvelle formulation des équations de Maxwell où le repère cartésien est

étendu en coordonnée complexe.

Puis M. Kuzuoglu et R. Mittra [42] proposent une forme de PML strictement causal, continu

en décomposant l’opérateur en une partie réelle et une partie imaginaire. Nous faisons référence

ici au “Complex Frequency Shifted-PML” (CFS-PML). C’est une nouvelle forme de PML qui

sera construite permettant d’optimiser l’efficacité de l’absorption des PMLs classiques, les tra-

vaux montrent [42] qu’elles sont très performantes pour les ondes évanescentes.

Une technique d’implantation dans un code FDTD est introduite par J. Alan Roden et Stephen
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D. Gedney [43] basée sur la formulation des “Stretched Coordinate Space” et la convolution ré-

cursive. Cette nouvelle adaptation de PML est appliquée dans la méthode des Différences Finies

et elle est référencée par “Convolution Perfectly Matched Layers” (CPML). Il est montré [43] que

cette technique est robuste et fiable. Les CPMLs absorbent toutes les ondes électromagnétiques

aussi bien dans les milieux stratifiés, à pertes ou dispersifs.

C’est donc naturellement que nous avons été amenés à décrire et à mettre en place une tech-

nique de couches absorbantes dans le cadre de la méthode Volumes Finis dans le domaine tem-

porel. F. Bonnet [2, 13] a adapté la technique des matériaux fictif absorbants (PML), développée

par J-P. Bérenger, à un schéma FVTD centré aux noeuds en décomposant les champs électroma-

gnétiques.

L’implantation de couches absorbantes basée sur la technique des CFS-PMLs ne semble pas

avoir été réalisée, à ma connaissance, dans le cadre de la méthode des Volumes Finis d’approxi-

mationβγRK3. C’est ce que nous allons détailler maintenant.

4.3. Définition de couches absorbantes basées sur les CFS-PMLs pour la

méthode FVTD

4.3.1. Formulation générale

Dans un premier temps, nous écrivons les équations de Maxwell sous forme fréquentielle :{
jwε

−→
E =

−→∇ ∧−→H
jwµ

−→
H = −−→∇ ∧−→E

(4.1)

avec l’opérateur différentiel
−→∇ :

−→∇ =t (
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
) (4.2)

et
−→
E =t (Ex, Ey, Ez) et

−→
H =t (Hx, Hy, Hz) (4.3)

4.3.2. Equations de Maxwell modifiées

Les équations de Maxwell sont reformulées suivant le modèle qu’ont proposé M.Kuzuoglu et

R.Mittra [42], c’est à dire que l’opérateur différentiel
−→∇ subit une transformation pour devenir un

opérateur différentiel
−→∇s où apparaissent des coordonnées complexes fonction de la fréquence.
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{
jwε

−→
E =

−→∇s ∧
−→
H

jwµ
−→
H = −−→∇s ∧

−→
E

(4.4)

où

−→∇s =t (
1

Sx

∂

∂x
,

1

Sy

∂

∂y
,

1

Sz

∂

∂z
) (4.5)

et

Si(w) = κi +
σi

αi + jε0w
, i = x, y ou z (4.6)

Si(w) est la variable complexe utilisée dans les milieux absorbants CFS-PML, elle est conti-

nue, dépendante de la fréquence et des directions axiales(i = x, y ou z).

αi est un paramètre qui contrôle la fréquence de coupure basse des PMLs et peut jouer un

rôle important dans l’absorption des ondes évanescentes ,σi est la conductivité du milieu PML.

Ces deux paramètres sont des réels positifs.

κi est un réel supérieur ou égal à 1. Nous pouvons remarquer que pour les milieux PMLs de

J-P. Bérenger, l’expression deSi(w) est plus simple carκi = 1 etαi = 0.

4.3.3. Equations de Maxwell pour les couches absorbantes basées sur les CFS-PMLs

Nous poursuivons le développement en calculant l’inverse de la variable complexeSi(w) :

Soit :

Si(w) = Si(w)−1

alors

Si(w) =
1

(κi + σi

αi+jε0w
)

=
(αi + jε0w)

(αi + jε0w)(κi + σi

αi+jε0w
)

Si(w) =
(αi + jε0w)

(αiκi + κijε0w + σi)
=

1

κi

(αi + jε0w)

(αi + jε0w + σi

κi
)

Si(w) =
1

κi

(1−
σi

κi

αi + jε0w + σi

κi

) =
1

κi

− σi

κi

(
1
κi

αi + jε0w + σi

κi

)
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Si(w) =
1

κi

− σi

κi

(
1

σi + κiαi + jε0wκi

) =
1

κi

− σi

κiai(1 + jτiw)

Si(w) =
1

κi

− χi (4.7)

avec

ai = σi + κiαi, τi = κi
ε0

ai

, i = x, y ou z (4.8)

Introduisons l’expression (4.7) dans les équations (4.4) et décomposons le système en coor-

données cartésiennes.

Nous obtenons le système (4.9) composé de six équations permettant de calculer les six

composantes du champ électromagnétique.

jwε0Ex = Sy(w)∂yHz − Sz(w)∂zHy

jwε0Ey = Sz(w)∂zHx − Sx(w)∂xHz

jwε0Ez = Sx(w)∂xHy − Sy(w)∂yHx

jwµ0Hx = −Sy(w)∂yEz + Sz(w)∂zEy

jwµ0Ey = −Sz(w)∂zEx + Sx(w)∂xEz

jwµ0Ez = −Sx(w)∂xEy + Sy(w)∂yEx

(4.9)

Développons la relation décrivant la champ électriqueEx.

jwε0Ex = Sy(w)∂yHz − Sz(w)∂zHy

d’où

jwε0Ex = (
1

κy

− χy)∂yHz − (
1

κz

− χz)∂zHy

soit sous forme développée :

jwε0Ex =
1

κy

∂yHz −
1

κz

∂zHy − Jexy + Jexz (4.10)

avec

Jexy = χy∂yHz et Jexz = χz∂zHy (4.11)
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Les deux expressions(Jexy, Jexz) (4.11) s’écrivent :

Jexy =
σy

κyay(1 + jτyw)
∂yHz

Jexy(1 + jτyw) =
σy

κyay

∂yHz

jwJexy =
1

τy
(−Jexy +

σy

κyay

∂yHz) (4.12)

Par analogie, nous déduisons que :

jwJexz =
1

τz
(−Jexz +

σz

κzaz

∂zHy) (4.13)

Finalement, la démonstration aboutit au système (4.14), c’est une forme adaptée pour la

résolution de la composante électriqueEx par la méthode des Volumes Finis dans un milieu

constitué de couches absorbantes CFS-PMLs.
jwε0Ex = 1

κy
∂yHz − 1

κz
∂zHy − Jexy + Jexz

jwJexy = 1
τy

(−Jexy + σy

κyay
∂yHz)

jwJexz = 1
τz

(−Jexz + σz

κzaz
∂zHy)

(4.14)

4.3.4. Formulation temporelle

Les expressions temporelles sont obtenues par la transformé inverse de Laplace, le système

(4.14) devient : 
∂tε0Ex = 1

κy
∂yHz − 1

κz
∂zHy − Jexy + Jexz

∂tJexy = 1
τy

(−Jexy + σy

κyay
∂yHz)

∂tJexz = 1
τz

(−Jexz + σz

κzaz
∂zHy)

(4.15)

La théorie générale conduisant au système (4.15) montre que la mise en place des couches

absorbantes basées sur les CFS-PMLs dans un code Volumes Finis impose deux équations sup-

plémentaires par composante.

L’équation(∂tJexy = 1
τy

(−Jexy + σy

κyay
∂yHz)) traite l’absorption suivant l’axe (oy).

L’équation(∂tJexz = 1
τz

(−Jexz + σz

κzaz
∂zHy)) traite l’absorption suivant l’axe (oz).
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Ainsi dans un repère cartésien, la composanteEx(i, j, k) s’évalue par les trois systèmes sui-

vants :


E0

x(i, j, k) = En
x (i, j, k)

El
x(i, j, k) = En

x (i, j, k)− ∆t
ε0(q+1−l)∆x∆y∆z

(Ψ(i, j, k)− Jn
exy(i, j, k) + Jn

exz(i, j, k))

En+1
x (i, j, k) = Eq

x(i, j, k)
(4.16)

et 
J0

exy(i, j, k) = Jn
exy(i, j, k)

J l
exy(i, j, k) = Jn

exy(i, j, k)− ∆t
(q+1−l)τy

(−Jexy(i, j, k)

+σy∆x∆z

κyay
(φex(i, j + 1

2
, k) + φex(i, j − 1

2
, k)))

Jn+1
exy (i, j, k) = Jq

exy(i, j, k)

(4.17)


J0

exz(i, j, k) = Jn
exz(i, j, k)

J l
exz(i, j, k) = Jn

exz(i, j, k)− ∆t
(q+1−l)τz

(−Jexz(i, j, k)

+σz∆x∆y

κzaz
(φex(i, j, k + 1

2
) + φex(i, j, k − 1

2
)))

Jn+1
exz (i, j, k) = Jq

exz(i, j, k)

(4.18)

avec ∣∣∣∣∣∣∣
Ψ(i, j, k) =

∆x∆y(φex(i, j, k + 1
2
) + φex(i, j, k − 1

2
))

+∆x∆z(φex(i, j + 1
2
, k) + φex(i, j − 1

2
, k))

(4.19)

Finalement les trois systèmes sont évaluées aux mêmes instants et aux mêmes endroits, cela

permet ainsi d’utiliser les mêmes flux pour les trois équations.

Les autres composantes seront évaluées de la même manière. En outre, nous pouvons suppo-

ser que le passage d’une couche absorbante à une autre ne change pas le calcul du flux puisque

l’impédance reste inchangée.

La résolution temporelle est assurée par la méthode de Runge Kutta d’ordre trois pour les

trois équations.

La différence de cette approche par rapport à celle de F. Bonnet [2] est qu’elle évite la décom-

position de chaque composante du champ et le calcul de nouveaux flux. En outre, la formulation

FVTD est centré au barycentre de la cellule et non sur les noeuds de la cellule.
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4.3.5. Evaluation de la conductivitéσi

L’efficacité des couches absorbantes est liée aux valeurs de la conductivitéσi, c’est un para-

mètre important, présent dans les équations (4.8). Nous n’exploitons pas ici les paramètresκi et

αi (κi = 1 etαi = 0) mais seulement le paramètreσi pour maximiser la capacité d’absorption

des couches absorbantes.

C’est pourquoi nous devons définir un profil de conductivité dans chaque direction dépendant

du nombre totale de couches absorbantes, du pas spatial de la direction, d’un coefficient géomé-

trique arbitraire et d’un coefficient de réflexion en incidence normale. Ainsi, chaque couche aura

une valeur de conductivité supérieure à celle de la couche précédente.

Le profil de conductivité, définit par l’expression (4.20), est un choix parmi d’autres, c’est

celui-ci qui sera utilisé pour toutes les simulations.{
σ1i = −ε0log(R)log(g)

2∆i(gN−1)
√

ε0µ0
, i = x, y ou z

σji = σ1ig
j−1, j = 2, ......, N

(4.20)

oùg est le coefficient géométrique du profil,N est le nombre de couches absorbantes,∆i est

le pas spatial de l’axe(oi) etR est le coefficient de réflexion en incidence normale.

La figure (4.1) représente graphiquement un profil de conductivité suivant l’axe(oi). Ce profil

possède les caractéristiques :g = 2, R = 1e − 6 etN = 10. Le pas spatial est∆x = 0.02m,

c’est un profil géométrique croissant où chaque couche a sa propre valeur de conductivité (par

exemple la neuvième couche a une conductivité de 0.06 S/m, la dixième une conductivité de 0.12

S/m).

4.3.6. Représentation d’un domaine de calcul

Pour simuler l’espace libre, le domaine de calcul (figure (4.2)) est divisé en deux zones dis-

tinctes. Une première zone où se situe la structure à étudier et où les équations de Maxwell sont

résolues en utilisant la méthode des Volumes Finis classique et une deuxième zone, entourant

la première, constituée d’une succession de couches absorbantes, les équations de Maxwell sont

alors résolues en utilisant la méthode des Volumes Finis classique avec les équations complé-

mentaires pour les CFS-PMLs.
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FIG. 4.1. Exemple d’un profil de conductivité suivant l’axe (ox), pour 10 couches absorbantes de pas
spatial∆x = 0.02m avec g=2 et R=1e-6.

En outre, la distribution des conductivités des couches absorbantes montre sur la figure (4.2)

avec une illustration 2D que sur les bords du volume de calcul (couches absorbantes frontières),

une seule composante de la conductivité intervient dans la définition des couches absorbantes

(c’est à dire sur cette exempleσx ou σz). Par contre sur les coins du volume de calcul (couches

absorbantes coins), deux composantes de la conductivité sont présentes (σx etσz).

Pour un volume tridimensionnel, représenté sur la figure (4.3), c’est le même principe avec

une seule composante de conductivité présente pour les couches absorbantes situées sur la zone

frontière du volume de calcul, deux composantes présentes pour les couches situées sur la zone

arête et trois composantes présentes pour les coins du volume de calcul.
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FIG. 4.2. Représentation d’un volume de calcul 2D entouré de couches absorbantes

FIG. 4.3. Représentation d’un volume de calcul 3D entouré de couches absorbantes
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4.4. Validations numériques

Nous présentons plusieurs cas numériques afin de valider cette nouvelle approche de couches

absorbantes dans un code utilisant la méthode des Volumes Finis. Ces modélisations vont nous

permettre d’évaluer les performances de ces couches absorbantes.

4.4.1. Modélisations dans un volume de calcul 1D

Le premier cas est l’étude de l’absorption du milieu absorbant dans un domaine de calcul

ramené à une propagation 1D.

Les caractéristiques de la simulation, illustrées sur la figure (4.4), sont :

– Murs électriques sur les deux plans (xoz), murs magnétiques sur les deux plans (yoz) et

couches absorbantes sur les deux plans (xoy).

– Modélisations réalisées par le code FVTD utilisant l’approximationβγRK3 avecβ = 1
3

etγ = 0.1.

– Excitation par une source de courant située au centre du volume de calcul, de forme gaus-

sienne avec une fréquence maximalefmax = 1Ghz .

– Pas spatial∆z = 0.02m soit∆z = λmin

15
.

– CFL égale à0.25.

– Point d’observation (Pobs) se situant à la distance de50∆z de la source d’excitation (Ps)

et à la distance de5∆z des couches absorbantes.

Nous étudions le coefficient de réflexion(Rdb) des couches absorbantes au point d’observation

Pobs, ce coefficient de réflexion est donné par la relation suivante :

Rdb =
|Ey(f)− Eyref (f)|

|Eyref (f)|
(4.21)

oùEy(f) est la valeur du champ électrique en fonction de la fréquence obtenue par le code

FVTD au point Pobs dans les conditions décrites sur la figure (4.4).

Eyref (f) est la valeur du champ électrique en fonction de la fréquence obtenue par le code au

même point mais dans un volume de calcul beaucoup plus grand (50∆z de plus chaque côté) car

il faut récupérer le champ incident sans qu’il ne soit perturbé par d’éventuelles ondes réfléchies

par les frontières. C’est ce que nous appellerons le champ de référence.



118 Chapitre 4. Couches absorbantes en Volumes Finis

FIG. 4.4. Modélisation 1D

Les simulations sont réalisées en fixantκi = 1 etαi = 0.

Le graphe (4.5) montre que le nombre de couches influence le coefficient de réflexion. En

effet, un profil de 12 couches (N=12) avec un coefficient géométrique de 2 (g=2) et un coefficient

de réflexion théorique (R=1e-5) donne un niveau de réflexion compris entre -53 dB et -60 dB

pour une bande de fréquence de [0-1.5GHz]. Par contre pour un profil de 4 couches avec g=2 et

R=1e-5, le coefficient de réflexion est nettement supérieur, environ -28 dB sur toute la bande de

fréquence. Finalement plus le nombre de couches absorbantes est grand plus le taux de réflection

diminue, l’onde réfléchie s’atténue au fur et mesure qu’elle se propage dans le milieu absorbant.

L’étude des différents profils de conductivité , figure (4.6), apporte un éclairage intéressant.

Le profil de la conductivité pour 4 couches a une pente très abrupte, les valeurs des conductivités

entre les couches deviennent très vite élevées, cela crée des réflexions entre couches absorbantes

et donc une baisse du niveau d’absorption.

FIG. 4.5. Coefficient de réflexion au point Pobs pour un nombre différent de couches avec g=2 et R=1e-5
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FIG. 4.6. Profil de la conductivité pour différentes couches avec g=2 et R=1e-5

Augmenter le nombre de couches va inévitablement augmenter la taille mémoire et le temps

de calcul mais une possibilité pour améliorer le coefficient de réflexion est de paramétrer les

valeurs g et R.

En effet, les graphiques (4.7) et (4.9) montrent l’influence de ces paramètres définissant le

profil de conductivité. Une valeur de g supérieure à 4 ou une valeur de R inférieure à 1e-6

défavorise le coefficient de réflexion.

Le profil tracé sur la figure (4.8) confirme le fait que le paramètre g accentue la pente du

profil de conductivité lorsque que celui-ci augmente et dégrade le milieu absorbant.

Nous pouvons aussi remarquer, courbes (4.10), que plus les valeurs du paramètre R diminuent

plus les valeurs de la conductivité augmentent sans modifier la pente du profil. Par conséquent,

les valeurs au alentour de R=1e-4 réduisent la valeur du coefficient de réflexion.

D’autre part une étude sur le maillage (figure 4.11) permet de constater qu’un maillage très

fin va faire diminuer le coefficient de réflexion. Le milieu absorbant a du mal à absorber toutes les

ondes réfléchissantes, notamment pour les hautes fréquences, lorsque le pas spatial est de l’ordre

∆z = 0.04m. Les couches absorbantes dans un code Volumes Finis perdent leurs efficacité

lorsque le rapportλmin

∆z
est inférieur à 10. Il faut donc faire attention au maillage et utiliser des

pas spatiaux assez petits pour avoir des couches absorbantes avec des bonnes performances.

Classiquement, les pas spaciaux sont choisis de telle sorte que∆z ≤ λmin

15
ou∆z ≤ λmin

10
.

Finalement, il est impératif de trouver un bon compromis entre un nombre de couches pas
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trop grand, une valeur de g et une valeur de R adéquates pour obtenir un coefficient de réflexion

de l’ordre de -60dB. Une dizaine de couches avec g=2 et R=1e-6 semble correspondre à un

coefficient de réflexion raisonnable autour de -60dB.

FIG. 4.7. Coefficient de réflexion au point Pobs pour différentes valeurs de g avec N=12 et R=1e-5

FIG. 4.8. Profil de conductivité pour différentes valeurs de g avec N=12 et R=1e-5
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FIG. 4.9. Coefficient de réflexion au point Pobs pour différentes valeurs de R avec N=12 et g=2

FIG. 4.10. Profil de conductivité pour différentes valeurs de R avec N=12 et g=2
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FIG. 4.11. Coefficient de réflexion pour un profil donné N=12 g=2 R=1e-5 suivant plusieurs pas spatiaux

4.4.2. Modélisations dans un volume de calcul 2D

Jusqu’à présent, nous avons réalisé des simulations dans un domaine de propagation 1D dans

le but de valider les couches absorbantes basées sur le principe CFS-PML pour un code Volumes

Finis. Cependant l’évaluation du coefficient de réflexion ne s’est faite que pour une onde arrivant

en incidence normale où l’absorption ne se réalise que dans une seule direction.

Il est donc naturel de consacrer une étude dans un cas d’une propagation 2D avec le code

tridimensionnel FVTD. Ce paragraphe évalue les performances des couches absorbantes pour

plusieurs points situés dans le volume de calcul et en particulier dans les coins de celui-ci.

Donc le cas, décrit sur la figure (4.12), se compose de couches absorbantes sur les plans

(yoz) et (xoz), entourant ainsi le domaine de calcul. La propagation 2D est assurée par les murs

électriques positionnés sur les plans (xoy). L’excitation, de type gaussienne, est générée par une

source de courant placée au centre du volume de calcul.

Tous les points d’observations sont positionnés proches des couches absorbantes(5∆z), cer-

tains points (Pobs1, Pobs3, Pobs5, Pobs7) sont positionnés dans les coins, ils sont sous l’influence

des couches absorbantes des deux plans différents.

Toutes les simulations sont réalisées avec le code FVTD d’approximationβγRK3 avecβ =
1
3

etγ = 0.1.

Les pas spatiaux sont donnés par :∆x = 0.02m, ∆y = 0.02m et∆z = 0.02m.
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FIG. 4.12. Modélisation 2D

L’étude au point d’observation (Pobs4), courbe (4.14), montre le bon comportement des

couches absorbantes pour une gaussienne arrivant en incidence normale dans un volume 2D.

Nous arrivons à obtenir un coefficient de réflexion très faible (environ -65 dB) en imposant un

nombre de couches N=12. Nous observons aussi que le niveau de réflexion varie de -75 dB à -65

dB pour N=12 alors que le niveau reste stable à -40 dB pour N=6.

Mais l’étude qui nous intéresse le plus particulièrement est celle représentée sur la courbe

(4.15) où nous évaluons l’absorption des couches dans un coin du volume de calcul (Pobs5)

pour différents nombres de couches. Le niveau est légèrement supérieur à celui observé au point

(Pobs4) (environ -55 dB pour N=12) mais reste quand même d’un niveau faible. En réalité, le

point d’observation (Pobs5) est soumis aux champs réfléchis par les couches absorbantes situées

sur les plan (xoz) et (yoz).

Le schéma (4.13) détaille les parcours des ondes électromagnétiques au environ du point

(Pobs5). Par conséquent, le niveau de champs réfléchis par le coin est plus élevé par rapport à

un point situé loin d’un coin. Le graphe (4.16) illustre très bien cette remarque, une différence

d’environ 15 dB sépare les valeurs du coefficient de réflexion entre des points proches des coins

et des points éloignés des coins.
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FIG. 4.13. Réflexion des ondes électromagnétiques dans un coin du volume de calcul

FIG. 4.14. Coefficient de réflexion au point Pobs4 pour différents profils (différentes valeurs de N avec
g=2 et R=1e-6 )
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FIG. 4.15. Coefficient de réflexion au point Pobs5 pour différents profils (différentes valeurs de N avec
g=2 et R=1e-6)

FIG. 4.16. Comparaison du coefficient de réflexion aux points Pobs1, Pobs2, Pobs4, Pobs5 pour un profil
donné (N=12 g=2 R=1e-6)

Nous montrons également qu’optimiser les paramètres définissant le profil de conductivité

est une alternative pour réduire le coefficient de réflexion même pour des points d’observation
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prochse des coins du volume de calcul. Les figures (4.17) et (4.18) convergent vers les mêmes

conclusions faites au paragraphe précédent à savoir que le coefficient de réflexion sera meilleur

pour des valeurs de g proches de 2 et des valeurs de R proches de 1e-6.

FIG. 4.17. Coefficient de réflexion au point Pobs1 pour différents profils (différentes valeurs de g avec
N=12 et R=1e-6)

FIG. 4.18. Coefficient de réflexion au point Pobs1 pour différents profils (différentes valeurs de R avec
N=12 et g=2 )
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Enfin, la figure (4.19) représente six cartographies de la composanteEz à six instants dif-

férents sur le plan (xoy) (t1=3.5ns, t2=4ns, t3=4.5ns, t4=5ns, t5=5.5ns, t6=6ns). La présence

de couches absorbantes autour du volume de calcul ne perturbe pas la propagation de l’onde

électromagnétique, elle se fait complètement absorber par les CFS-PMLs.

FIG. 4.19. Cartographie de la composanteEz se propageant dans le plan (xoy) entouré de couches absor-
bantes CFS-PMLs

4.4.3. Modélisations dans un volume de calcul 3D

Le schéma (4.20) représente les caractéristiques d’une modélisation permettant de valider

les couches absorbantes d’un code FVTD dans un environnement 3D. Les couches absorbantes

entourent le volume de calcul de dimensions :0.3m pour la longueur , la hauteur et la largeur.

Les pas spatiaux sont choisis pour respecter le critère :∆i = λmin

20
aveci = x, y ou z.

Toutes les simulations seront réalisées par le code FVTD d’approximationβγRK3 avec

β = 1
3

etγ = 0.1. L’excitation du volume de calcul est assurée par une source de courant située

au milieu du domaine. Sa forme est de type dérivée gaussienne avec une fréquence maximale

fmax = 1.5Ghz.

Le but est de confirmer et d’étudier le coefficient de réflexion à n’importe quel point du

volume de calcul tridimensionnel.
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FIG. 4.20. Modélisation 3D

Il apparaît clairement que les valeurs du coefficient de réflexion dans un domaine de calcul

entouré de couches absorbantes varient suivant la position d’observation. La courbe (4.21), re-

présentant le coefficient de réflexion pour des points particulièrement proches des frontières sans

être dans un coin, montre globalement la bonne efficacité des couches absorbantes (-55 dB) sauf

pour les faibles fréquences où le coefficient est légèrement plus fort.

La figure (4.22) a été réalisée pour des points de coordonnées(x = 0.16m, y = 0.24m, z =

0.16m) et (x = 0.16m, y = 0.06m, z = 0.16m), mais aussi pour un point situé au centre du

volume de calcul(x = 0.16m, y = 0.16m, z = 0.16m), leurs coefficients de réflexion respectifs

deviennent rapidement très faible (environ -60 dB). En fait, ces points sont moins perturbés par

les réflexions des frontières.

La figure (4.23) présente le coefficient de réflexion pour des points d’observation très proches

des frontières en particulier dans un coin du volume de calcul(x = 0.24m, y = 0.24m, z =

0.24m). Nous constatons que les réflexions sont fortes surtout que les couches CFS-PMLs du

code FVTD ont un peu plus de difficultés à absorber les ondes pour de faibles fréquences. Par

contre en augmentant le nombre de couches, figure (4.24) et figure (4.25), le niveau d’absorption

s’améliore proche des frontières. Il faut tenir compte que nous sommes dans un volume 3D où

les points d’observations sont sous l’influence des trois plans de couches absorbantes.
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FIG. 4.21. Coefficient de réflexion à 5 points différents pour un profil donné (N=8 g=2 R=1e-6)

FIG. 4.22. Coefficient de réflexion à 5 points différents pour un profil donné (N=8 g=2 R=1e-6)
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FIG. 4.23. Coefficient de réflexion à 5 points différents pour un profil donné (N=10 g=2 R=1e-6)

FIG. 4.24. Coefficient de réflexion à 5 points différents pour un profil donné (N=12 g=2 R=1e-6)
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FIG. 4.25. Coefficient de réflexion au point (x=0.28m y=0.02m z=0.8m) pour 2 profils différents

4.5. Conclusion

Les couches absorbantes ont été introduites dans un schéma itératif de type Volumes Finis

d’approximation(βγRK3). L’algorithme proposé est simple, il traite les couches absorbantes

de type CFS-PMLs pour un maillage cartésien. La particularité de cette approche est qu’elle ne

modifie pas le calcul des flux. Elle impose deux équations supplémentaires par composante de

champ utilisant la même discrétisation spatiale. En outre, elle reste valable pour des milieux à

pertes et stratifiés.

Les résultats numériques ont montré la validité de cette méthode et ont évalué l’absorption

des couches CFS-PMLs. L’optimisation du profil de conductivité permet d’obtenir facilement un

coefficient de réflexion en deçà des -50 dB sur l’ensemble du domaine de calcul, garantissant

la modélisation de l’espace libre et limitant l’espace mémoire. Nous verrons dans le chapitre 5

comment sont implantées ces conditions frontières dans un maillage non structuré.





Chapitre 5

Méthode des Volumes Finis tridimensionnelle avec

un maillage non structuré

5.1. Introduction

L’utilisation des Volumes Finis pour la résolution numérique des équations de Maxwell sur

des maillages constitués d’éléments finis de différentes formes est une des propriétés de la mé-

thode. Ce chapitre décrit la construction d’un code itératif tridimensionnel utilisant l’approxi-

mation décentrée du flux dite(βγRK3) et fonctionnant sur n’importe quel type de maillage :

structuré ou non structuré. Après avoir précisé les différences de ce nouveau code avec celui

fonctionnant uniquement en maillage cartésien, nous verrons comment implanter des couches

absorbantes basées sur les CFS-PMLs autour d’un volume de calcul maillé en tétraèdres. Le

passage d’un maillage tétraèdrique à un maillage hexaédrique sera également détaillé suivies de

quelques expériences numériques.

5.2. Définition du maillage

5.2.1. Principe général d’une modélisation en maillage non structuré

Le dessin (5.1) détaille le déroulement de toutes modélisations électromagnétiques. La pre-

mière étape consiste à définir le problème scientifique c’est à dire à décrire les structures de la mo-

délisation (cavité, antenne, plaque,....) dans un volume de calcul. Cependant, ce volume tridimen-

sionnel n’est pas nécessairement parallélépipédique, par conséquent la construction du maillage

de l’ensemble du problème ne se fait pas automatiquement mais par le biais d’un mailleur in-

dépendant. Contrairement à un maillage uniforme où l’utilisateur peut créer sa structure et son

propre maillage (en définissant les pas spatiaux), c’est le mailleur qui discrétise l’ensemble du
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problème. Il suffit donc de récupérer les informations fournies, de les traiter pour faire le lien

avec le code numérique FVTD. Cette étape est appelée la phase de pré-traitements.

La deuxième étape est l’étape classique, commune pour n’importe quel type de maillage :

c’est le calcul des six composantes du champ électromagnétique dans chacune des mailles suivie

de la visualisation des données de la simulation.

FIG. 5.1. Schéma général du principe d’un code FVTD pour un maillage non structuré

5.2.2. Phase de pré-traitements : informations à récupérer

Les mailles de forme tétraèdrique permettent d’ajuster naturellement les géométries des struc-

tures, notamment celles qui sont obliques, arrondies. Néanmoins, cela demande une place mé-

moire importante car il est impératif de récupérer toutes les données de chaque maille constituant

le volume de calcul. Le code FVTD non-structuré a besoin de connaître, dans un premier temps,

le nombre totale de cellules élémentaires puis, dans un deuxième temps, les caractéristiques

propres de chaque maille.

Chaque maille est caractérisée par un numéro élémentairei permettant de repérer la cellule,

par une forme géométrique (tétraèdres, hexaèdres, prismes) permettant de déduire le nombre de

faceNi, par son volumeVi, par les coordonnées de son barycentreGi, par un numéro physique

nui et enfin par les caractéristiques propres de chaque face.

Chaque face est repérée par un numérok, par les composantes des normales(nx, ny, nz), par

la surfaceSk, par le barycentreGki et par le numéro physiquenuki.
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Toutes ces informations ne sont pas données par le mailleur, en règle générale tous les

mailleurs fournissent sous forme de fichiers points les coordonnées des sommets caractérisant

chacune des mailles, reste ensuite à créer les programmes pour calculer automatiquement les

caractéristiques des cellules (normales, barycentres, volumes, .....).

Les coordonnées des normales de chaque face servent à évaluer les jacobiennesA(−→n ), les

milieux diélectriques sont identifiés par le numéro physiquenui attribué à la maille et les condi-

tions frontières sont repérées par les numéros physiques des facesnuki. Les barycentres serviront

pour le calcul des gradients.

5.2.3. Différences avec un maillage cartésien

Générer des maillages volumiques de très bonne qualité est une réelle difficulté en électroma-

gnétisme, en particulier construire des maillages tétraèdriques n’est pas une chose facile. Une des

grandes différences entre un maillage uniforme et un maillage non structuré est la nécessité dans

ce dernier cas de connaître toutes les informations spécifiques de chaque cellule alors qu’avec

un maillage cartésien toutes les mailles sont identiques. Seul le nombre et les dimensions d’une

cellule élémentaire suffisent. C’est le prix à payer pour obtenir un maillage de qualité et conforme

à la structure.

A titre d’exemples, les figures (5.2), (5.3) et (5.4) montrent différents maillages de struc-

tures tels que la sphère ou le cylindre réalisés par le logiciel “open source” GMSH. C’est un

mailleur 3D de type éléments finis, facile à utiliser, il possède quatre modules : un module pour

la construction de la géométrie, un module pour le maillage, un module de résolution et un

module de post-traitements.

FIG. 5.2. Exemple d’une sphère de rayon égal à 1 m maillée grossièrement par 296 tétraèdres
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FIG. 5.3. Exemple d’une sphère de rayon égal à 1 m maillée plus finement par 2238 tétraèdres

FIG. 5.4. Exemple d’un cylindre de rayon égal à 1 m et de hauteur égale à 5 m maillé par 16845 tétraèdres

5.3. Expressions analytiques

L’algorithme général du code de calcul FVTD pour un maillage non structuré est similaire

à celui du code FVTD pour un maillage cartésien présenté au chapitre 3. L’organigramme (3.5)

s’associe complètement au code FVTD non structuré. Cependant, les définitions générales se
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différencient sur quelques points précis. Le premier est au niveau de la numérotation, en effet les

composantes électromagnétiques ne sont plus repérées par les indices (i, j, k) du repère cartésien,

mais par des numéros attribués par le mailleur.

Ensuite, la deuxième différence se situe au niveau des simplifications évoquées au paragraphe

3.2 du chapitre 3, elles ne sont plus applicables pour un maillage non-structuré. En effet, la ma-

trice jacobienne|A(−→n )| ne se simplifie pas pour chaque face car les composantes de la normale

ne sont pas obligatoirement égales à un ou à zéro, la position des faces dans le repère cartésien

est complètement aléatoire. De cette façon, il est donc nécessaire d’évaluer le flux sur toutes les

faces de chacune des mailles, sans exception.

Nous utilisons l’approximation(βγRK3) pour construire un code itératif FVTD non struc-

turé. Les six composantes du champ électromagnétique sont évaluées de façon indépendante

mais de manière analogue. Nous allons détailler le calcul de la composante du champ électrique

notéeEx(i) :

Dans un premier temps, nous rappelons la formulation générale du système à résoudre (1.57) :
U0

i = Un
i

U l
i = U0

i − ∆t
(q+1−l)Vi

∑Ni

k=1 SkΦk(Uij, Uji)

Un+1
i = U q

i

l = 1, 2, q = 3 (5.1)

Φk(Uij, Uji) est le flux numérique de la face k commune aux cellules i et j.

avec 
Φk(Uij, Uij) = AiTiUij + AjTjUji + γ |Ai|TiUij − γ |Aj|TjUji

Uij = (2β)(Ui +
−→5Ui

−−−→
GiGk) + (1− 2β)

Ui+Uj

2

Uji = (2β)(Uj +
−→5Uj

−−−→
GjGk) + (1− 2β)

Ui+Uj

2

(5.2)

La composante du champ électriqueEx(i), située au barycentre de la maille numéroi, est

évaluée par :
E0

x(i) = En
x (i)

El
x(i) = E0

x(i)− ∆t
ε0(q+1−l)Vi

∑Ni

k=1 SkΦk(Exij, Exji)

En+1
x (i) = Eq

x(i)

l = 1, 2, q = 3 (5.3)

oùVi est le volume de la cellule élémentairesi, Ni est le nombre de faces de la cellulei, Sk

est l’aire de la facek de la cellulei.

Dans un souci de simplification d’écriture, considérons le milieu comme homogène donc les

matrices de transmissionTi etTj sont égales à1
2
.
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Le flux numérique situé sur la facek se noteΦ(Exij, Exji), il s’évalue grâce à l’expression

du flux décentré d’approximation(βγ) :∣∣∣∣∣∣∣
Φk(Exij, Exji) = 1

2
(nzHyij − nyHzij + nzHyji − nyHzji

+γ(nz
2 + ny

2)cExij − γ(nynx)cEyij − γ(nznx)cEzij

−γ(nz
2 + ny

2)cExji + γ(nynx)cEyji + γ(nznx)cEzji)

(5.4)

Epij etEpji (p = x, y et z) sont les champs électriques extrapolés sur la face commune de la

cellulei et la cellulej.∣∣∣∣∣ Epij = (2β)(Ep(i) +
−→5Ep(i)

−−−→
GiGk) + (1− 2β)Ep(i)+Ep(j)

2

Epji = (2β)(Ep(j) +
−→5Ep(j)

−−−→
GjGk) + (1− 2β)Ep(i)+Ep(j)

2

(5.5)

avec
−→∇Ep(i) le gradient de la composante électriqueEp(i) située sur la cellulei. Il s’évalue

en combinant les valeurs des champs des cellules voisines de chaque face.

−→∇Ep(i) =
1

Vi

Ni∑
k=0

Sk

−−−→
GjGkEp(i) +

−−−→
GiGkEp(j)

−−−→
GjGk +

−−−→
GiGk

−→nk (5.6)

Hpij etHpij (p = y et z) sont les champs magnétiques extrapolés sur la face commune de la

cellulei et la cellulej.∣∣∣∣∣ Hpij = (2β)(Hp(i) +
−→5Hp(i)

−−−→
GiGk) + (1− 2β)Hp(i)+Hp(j)

2

Hpji = (2β)(Hp(j) +
−→5Hp(j)

−−−−→
GjGk) + (1− 2β)Hp(i)+Hp(j)

2

(5.7)

avec

−→∇Hp(i) =
1

Vi

Ni∑
k=0

Sk

−−−→
GjGkHp(i) +

−−−→
GiGkHp(j)

−−−→
GjGk +

−−−→
GiGk

−→nk (5.8)

Par permutation circulaire, nous obtenons les équations adaptées aux autres composantes

électromagnétiquesEy(i), Ez(i),Hx(i),Hy(i) etHz(i).

5.4. Expériences numériques

Soit une cavité résonante constituée par un guide d’onde cylindrique de rayon :a = 0.5m

et de hauteur :h = 0.5m . Le maillage, représenté sur la figure (5.5), est constitué de 10726

tétraèdres, les parois sont parfaitement métallisées.
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Une source de type gaussienne est directement imposée au barycentre d’une cellule à l’in-

térieure de la cavité. Cette cellule est choisie de façon arbitraire. La composanteEz est excitée

pour propager les modes TM.

L’intérêt de cette étude est de retrouver les fréquences de résonance de la cavité, pour cela

il suffit de relever la réponse fréquentielle en une cellule quelconque. L’étude théorique de ce

cas test va nous permettre de vérifier les résultats obtenus par le code FVTD(βγRK3). Les

paramètresβ etγ seront égaux respectivement à1
3

et0.1.

Nous savons que les fréquences de résonances des modes TM d’une cavité cylindrique se

déduisent de la formule théorique suivante (5.9) :

fcTMnml =
c

2π

√
(
xnm

a
)2 + (

lπ

h
)2 (5.9)

oùa est le rayon de la cavité cylindrique eth la hauteur.

xnm est lemieme zéro de la fonction de Bessel d’ordren.

Les premières fréquences sont comparées sur le tableau (5.1) et montrent que les résultats

issus du code FVTD sont globalement satisfaisants. Il est utile de noter que lorsque deux fré-

quences de résonance sont proches, nous ne les distinguons pas facilement comme le prouve le

spectre représenté sur la courbe (5.6).

FIG. 5.5. Maillage tétraèdrique d’un cavité cylindrique parfaitement métallisée
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TMnml Fréquences de résonance théorique (GHz)Fréquences de résonance FVTD (GHz)

010 0.229 0.230
011 0.377 0.374
110 0.367 0.361
111 0.471 0.474
210 0.495 0.498
211 0.578 0.571
020 0.526 0.540
021 0.610 0.616
120 0.669 0.680
121 0.733 0.738

TAB . 5.1. Tableau comparatif des modes TMnml obtenus par le code FVTD et la théorie

FIG. 5.6. Spectre de la cavité cylindrique parfaitement métallisée, maillée par des tétraèdres, mettant en
évidence les fréquences de résonance

Les deux cas qui suivent sont deux simulations portant sur des cavités rectangulaires parfai-

tement métalliques. L’une est maillée par 6250 hexaèdres, maillage (5.7), et l’autre par 15600

tétraèdres, maillage (5.9). Les dimensions de la cavité sont dans les deux cas :0.5 ∗ 1 ∗ 0.5m3 .

Le but n’est pas ici de comparer les niveaux des spectres représentés sur les figures (5.8) et

(5.10) car le point d’excitation et le point d’observation ne sont pas situés au même endroit. Par
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contre, il est intéressant de comparer les fréquences de résonance obtenues par le code FVTD

(βγRK3) avec les deux maillages différents.

Le tableau (5.2) récapitule les valeurs des premières fréquences de résonance de la cavité

rectangulaire obtenues par le code. Nous observons la bonne précision (environ 2% d’erreur de

moyenne) du simulateur quelque soit le type de maillage, les fréquences de résonance sont bien

détectées.

TMnml théorie (GHz) maillage hexaédrique (GHz)maillage tétraèdrique (GHz)

110 0.335 0.334 0.334
111 0.449 0.420 0.420
112 0.687 0.686 0.682
121 0.687 0.686 0.682
122 0.861 0.852 0.880
211 0.519 0.530 0.530
212 0.734 0.738 0.728
221 0.734 0.738 0.728
311 0.618 0.602 0.613
312 0.807 0.806 0.798
321 0.807 0.806 0.798
411 0.734 0.738 0.728
511 0.861 0.852 0.880

TAB . 5.2. Tableau récapitulatif des fréquences de résonance d’une cavité rectangulaire

FIG. 5.7. Maillage d’une cavité rectangulaire métallique par des hexaèdres
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FIG. 5.8. Spectre de la cavité rectangulaire métallique avec un maillage hexaédrique

FIG. 5.9. Maillage d’une cavité rectangulaire métallique par des tétraèdres
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FIG. 5.10. Spectre d’une cavité rectangulaire métallique avec un maillage tétraèdrique

5.5. Mise en place des conditions absorbantes autour d’un maillage

non-structuré

5.5.1. Descriptif

Après avoir décrit la méthode des Volumes Finis pour la résolution des équations de Maxwell

dans un domaine non structuré, nous présentons dans ce paragraphe la mise en place de couches

absorbantes autour d’un maillage constitué uniquement de cellules élémentaires de forme tétraè-

drique.

Deux solutions peuvent être envisagées : la première est d’implanter directement des condi-

tions particulières sur les frontières du volume de calcul, la deuxième solution est de coupler un

maillage non structuré et un maillage structuré autour duquel nous plaçons des couches absor-

bantes.

Le premier choix a été réalisé par F. Bonnet [2], il a mis en place des conditions frontières

basées sur les PMLs de J-P. Bérenger, mais cette approche n’est pas triviale car il faut décom-

poser les champs électromagnétiques et reconstruire de nouveaux flux pour respecter le critère

d’hyperbolicité.

Par contre, l’idée de coupler les deux types de maillage est intéressante dans la mesure où

appliquer des conditions absorbantes autour d’un maillage cartésien est une technique que nous
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maîtrisons et qui ne complique pas outre mesure l’algorithme. De plus, l’intérêt est aussi de se

servir des avantages de chacun des deux maillages c’est à dire qu’au voisinage de la structure

à étudier, nous utiliserons un maillage tétraédrique précis et autour un maillage cartésien plus

souple et plus simple d’un point de vue algorithme.

Pour résumé, le domaine de calcul, représenté sur la figure (5.11), est divisé en trois zones :

une première zoneΩns où les équations de Maxwell sont résolues dans un maillage tétraèdrique

respectant précisément la géométrie de la structure. La deuxième zoneΩs où les équations de

Maxwell sont résolues dans un maillage hexaédrique ne contenant pas de géométrie complexe.

Enfin la troisième zoneΩ où sont définies les couches absorbantes simulant l’espace libre. Nous

utilisons les couches absorbantes basées sur les CFS-PMLs décrites au chapitre 4.

FIG. 5.11. Schéma explicatif : couplage maillage non-structuré/maillage structuré/couches absorbantes

5.5.2. Principe

Les couches absorbantes ne sont pas gérées automatiquement par le mailleur, c’est à l’uti-

lisateur de définir ses propres couches c’est à dire qu’il doit spécifier le nombre de couches,

l’endroit où elles se trouvent et le profil de conductivité (c’est à dire le coefficient géométrique

et le coefficient de réflexion théorique en incidence normale).

Le code numérique va récupérer ces données et adapter le volume de calcul (Ωns etΩs) fourni

par le mailleur c’est à dire qu’il va, par exemple, ajouter le nombre de cellules supplémentaires

(qui est fonction du nombre de couches) au nombre total de cellules élémentaires des zonesΩns

etΩs .



5.5. Mise en place des conditions absorbantes autour d’un maillage non-structuré 145

Puis toute une série de mises à jour sont réalisées pour que le passage du maillage structuré

aux couches absorbantes s’effectue correctement. Finalement, la zoneΩ se construit de façon

fictive.

5.5.3. Passage d’un maillage non structuré à un maillage structuré

Le passage d’un maillage tétraèdrique à un maillage hexaédrique est une partie délicate qui

demande des explications plus approfondies. Pour tous les maillages homogènes, le point com-

mun entre deux cellules adjacentes est une face, cette face est de type carré pour le passage d’un

hexaèdre à un autre et de type triangle pour le passage d’un tétraèdre à un autre.

Cependant, pour le passage d’un tétraèdre à un hexaèdre, le problème n’est plus le même.

Comme le montre la figure (5.12), la face (yozinf) carré de l’hexaèdre est adjacente aux deux

faces de deux tétraèdres.

Afin de respecter la continuité du champ électromagnétique lors du passage maillage non

structuré/maillage structuré, l’hexaèdre est transformé en une cellule élémentaire à sept faces :

cinq de forme carré et deux de forme triangulaire. Par contre, les tétraèdres ne subissent aucune

transformation.

Finalement, tous les hexaèdres adjacents aux tétraèdres, marquant le passage d’un maillage

non-structuré à un maillage structuré, sont modifiés par la transformation d’une face carré par

deux faces triangulaires. Ce qui engendre évidemment de nouvelles valeurs de composantes nor-

males, d’aires et de barycentres.

FIG. 5.12. Passage d’un maillage tétraèdrique à un maillage hexaédrique
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5.6. Validations numériques des couches absorbantes autour d’un maillage

non structuré

5.6.1. Espace de calcul 1D

Quelques expériences numériques sont ici présentées afin de tester l’approche des couches

absorbantes mises en place dans un code scientifique Volumes Finis avec un maillage non struc-

turé. Toutes les simulations sont réalisées avec le code numérique(βγRK3) de paramètresβ et

γ égaux respectivement à1
3

et0.1.

Dans un premier temps, nous allons effectuer quelques cas tests dans un milieu homogène

(vide) qui consisterons à évaluer l’efficacité des couches absorbantes. Nous disposons d’un vo-

lume de calcul de forme parallélépipédique et de dimensions0.02 ∗ 0.02 ∗ 2.24 m3. Des murs

électriques et magnétiques sont respectivement appliqués sur les faces (xoz) et sur les faces (yoz).

Les couches absorbantes sont situées sur les faces (xoy).

Le volume de calcul (sans les couches absorbantes) est modélisé et discrétisé par un mailleur,

nous disposons ainsi d’un maillage hybride constitué de 660 tétraèdres et de 2 hexaèdres. Les

hexaèdres sont situés aux extrémités du volume de calcul permettant la liaison du maillage té-

traèdrique aux couches absorbantes. Une gaussienne, de fréquence maximale égale à 1.5 GHz,

se propage dans le volume de calcul à partir du point Ps.

Le maillage non structuré utilisé correspond à 10 points par longueur d’onde et le pas spatial

∆z du maillage structuré est équivalent àλmin

10
.

Les résultats seront stockés aux points Pobs1 et Pobs2 situés proche du passage tétraèdres/hexaèdres

et surtout proche des couches absorbantes.

La figure (5.13) illustre ce premier cas test.

FIG. 5.13. Volume de calcul maillé avec des tétraèdres et des hexaèdres

Nous évaluons le coefficient de réflexion aux points Pobs1 et Pobs2 situés à 0.12 m des

couches absorbantes et à l’intérieur du maillage non structuré. Les figures (5.14) et (5.15) re-

présentent les valeurs du coefficient de réflexion en fonction de la fréquence pour un nombre de
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couches absorbantes différentes. Comme le montrent ces figures, l’absorption des couches est

efficace lorsque le nombre de couches est égal à 10. L’absorption est alors de l’ordre de -60 dB.

FIG. 5.14. Coefficient de réflexion au point Pobs 2 pour un maillage constitué de tétraèdres et d’hexaèdres
pour un nombre de couches différent

FIG. 5.15. Coefficient de réflexion au point Pobs 1 pour un maillage constitué de tétraèdres et d’hexaèdres
pour un nombre de couches différent
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Nous proposons maintenant un domaine de calcul avec les mêmes dimensions que le premier

cas comme le montre le schéma (5.16). Par contre le maillage est différent, en effet, la zone

de maillage hexaédrique est plus grande. L’intérêt de cette étude est d’évaluer l’absorption des

couches CFS-PMLs pour des points situés dans la zone maillage tétraèdrique et dans la zone

maillage hexaédrique.

L’efficacité des couches absorbantes est équivalente aux points d’observation Pobs1 et Pobs4,

situés dans la zone maillée en hexaèdres. Le taux de réflection, représenté sur les courbes (5.17)

et (5.20), varie favorablement suivant une augmentation des couches. Les courbes (5.18) et (5.19)

montrent que peu d’ondes réfléchissantes atteignent les points Pobs2 et Pobs3 car ils sont situés

assez loin des frontières .

FIG. 5.16. Volume de calcul maillé avec des tétraèdres et des hexaèdres

FIG. 5.17. Coefficient de réflexion au point Pobs 1 avec un maillage constitué de tétraèdres et d’hexaèdres
pour un nombre de couches différent
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FIG. 5.18. Coefficient de réflexion au point Pobs 2 pour un maillage constitué de tétraèdres et d’hexaèdres
pour un nombre de couches différent

FIG. 5.19. Coefficient de réflexion au point Pobs 3 pour un maillage constitué de tétraèdres et d’hexaèdres
pour un nombre de couches différent
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FIG. 5.20. Coefficient de réflexion au point Pobs 4 pour un maillage constitué de tétraèdres et d’hexaèdres
pour un nombre de couches différent

5.6.2. Espace de calcul 2D

Le schéma (5.21) illustre la prochaine expérience numérique réalisée par le code FVTD non

structuré. Le volume de calcul, de dimension0.210∗0.210m2 , est obtenue en disposant des murs

électriques sur les plans (xoy) et des couches absorbantes sur les autres faces. Tous les points

d’observations sont situés dans la zone où le maillage est non structuré. L’intérêt de cette étude

est de montrer la validité des couches absorbantes dans un maillage hybride à deux dimensions.

Le maillage tétraédrique utilisé (plan de coupe sur la figure (5.22)) correspond à 12 points

par longueur d’onde pour une excitation de type gaussienne à la fréquence maximale égale à 5

GHz.
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FIG. 5.21. Schéma représentant le plan de coupe (xoy) d’une modélisation 2D

FIG. 5.22. Représentation du maillage suivant le plan de coupe (xoy)

La courbe (5.23) présente les valeurs des coefficients de réflexion dans une bande de fré-

quence pour différentes positions. Nous notons le bon comportement du code FVTD dans un
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maillage hybride. En effet, la figure (5.23) montre que le coefficient de réflexion est inférieur à

-75 dB notamment pour le point Pobs1 de coordonnée x=2.1 m, y=2.1 m. Cependant, le niveau

de réflection croit quand les points d’observation se rapprochent des frontières mais reste quand

même d’un niveau très faible (-65 dB pour le point Pobs4 de coordonnées x=2.18 m, y=2.18 m).

L’optimisation du profil de conductivité appliquée aux couches absorbantes permet d’amélio-

rer les performances d’absorption. L’augmentation du nombre de couches, figure (5.24), améliore

rapidement le coefficient de réflexion.

Finalement, le comportement des couches absorbantes dans un maillage non-structuré est

cohérent vis à vis des remarques observées au chapitre 4.

FIG. 5.23. Coefficient de réflexion à plusieurs points d’observations avec un profil de conductivité N=10
g=2 et R=1e-6
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FIG. 5.24. Coefficient de réflexion au point de coordonnée x=2.18 m, y=2.18 m

5.6.3. Passage maillage tétraédrique/maillage héxaèdrique

D. Pacaud a mis en avant les réflections parasites observées avec un maillage hybride FVTD-FDTD

[4, 25], c’est pourquoi nous sommes intéressés exclusivement aux éventuelles réflexions d’une

gaussienne au passage d’un maillage hybride. Dans un premier temps, l’étude du coefficient de

réflexion au point Pobs1 et au point Pobs2 du schéma (5.25) met en évidence l’existence d’un

retour d’onde.

FIG. 5.25. Schéma d’un volume de calcul pour caractériser les réflections dues à l’interface maillage
non-structuré/maillage structuré

Mais les figures (5.26) et (5.27) montrent que les valeurs sont faibles, d’autant plus que les

ondes réfléchies s’atténuent rapidement en s’éloignant de l’interface entre un maillage non-structuré

et un maillage structuré.
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L’influence du maillage est assez significatif sur le coefficient de réflexion, nous remarquons

sur le graphique (5.28) que doubler le nombre de tétraèdres ainsi que le nombre d’hexaèdres

diminue d’environ 10dB les réflexions parasites.

FIG. 5.26. Coefficient de réflexion observé au passage tétraèdres(780)/hexaèdres(70) pour deux points
d’observation

FIG. 5.27. Coefficient de réflexion observé au passage tétraèdres(1560)/hexaèdres(140) pour deux points
d’observation
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FIG. 5.28. Comparaison du coefficient de réflexion au points Pobs2 pour deux maillages différents

Complétons ce paragraphe par l’étude du coefficient de réflexion pour deux points (Pobs3,

Pobs4) situés proche d’un coin de l’interface tétraèdres/hexaèdres (schéma (5.29)). Il apparait

que ces réflexions deviennent négligeables en s’éloignant de l’interface.

FIG. 5.29. Schéma d’un volume de calcul pour caractériser les réflections parasites dans un coin du pas-
sage maillage non-structuré/maillage structuré
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FIG. 5.30. Coefficient de réflexion pour deux points dans un coin du passage maillage non struc-
turé/maillage structuré

5.6.4. Espace de calcul 3D

Soit un volume de calcul de dimensions0.1 ∗ 0.1 ∗ 0.1m3 constitué de 6000 tétraèdres et 780

hexaèdres. Ces derniers, enveloppant le volume de calcul, servent de couches de transition pour

insérer des couches absorbantes sur les six faces (schéma (5.31)).

Afin de valider le principe des couches absorbantes CFS-PMLs pour un maillage hybride 3D,

nous avons fait l’étude, comme précédemment, du coefficient de réflexion pour plusieurs points

situés dans le volume de calcul maillé avec des tétraèdres.

L’excitation est assurée par une source gaussienne en un point arbitraire du volume de calcul,

nous utilisons le schémaβγRK3 avec les paramètresβ etγ égale à1
3

et0.1.

Les résultats obtenus par le code FVTD non-structuré sont très satisfaisants. Pour un profil

de 10 couches avec un coefficient géométrique g=2 et un paramètre R=1e-6, nous obtenons un

coefficient de réflexion de -60dB de moyenne quel que soit le point d’observation. Cependant,

lorsque le nombre de couches est inférieure à 10, les couches absorbantes sont nettement moins

performantes surtout pour les points situés dans les coins du volume de calcul.
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FIG. 5.31. Représentation d’un volume de calcul 3D entouré de couches absorbantes

FIG. 5.32. Coefficient de réflexion au point de coordonnées x=0.05m, y=0.05m, z=0.07m pour deux pro-
fils (N=10, g=2, R=1e-6) et (N=6, g=2, R=1e-6)
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FIG. 5.33. Coefficient de réflexion au point de coordonnées x=0.07m, y=0.07m, z=0.05m pour deux pro-
fils (N=10, g=2, R=1e-6) et (N=6, g=2, R=1e-6)

FIG. 5.34. Coefficient de réflexion au point de coordonnées x=0.03m, y=0.03m, z=0.03m pour deux pro-
fils (N=10, g=2, R=1e-6) et (N=6, g=2, R=1e-6)
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5.7. Conclusion

Ce chapitre détaille la mise en oeuvre d’un algorithme itératif basé sur la méthode des Vo-

lumes Finis. L’intérêt de cette méthode est d’avoir une certaine liberté de maillage c’est à dire

que les mailles élémentaires peuvent être de forme quelconque. Quelques expériences numé-

riques ont validé l’algorithme mis en oeuvre et ont montré la fiabilité des résultats sur des cas

académiques.

Les couches absorbantes ont été mises en place autour d’un maillage tétraèdrique par la

construction d’hexaèdres faisant office de couches intermédiaires. La principale difficulté est le

passage tétraèdre-hexaèdre qui demande un traitement particulier. Le calcul du coefficient de

réflexion dans la zone maillée par des tétraèdres a prouvé l’efficacité des couches absorbantes

dans un domaine de calcul tridimensionnel.





Conclusion générale et perspectives

L’objectif de cette thèse était de développer un logiciel itératif tridimensionnel non structuré

basé sur la méthode numérique dite méthode des Volumes Finis. Cette technique, issue de la

mécanique des fluides, est conservative et permet de résoudre les équations de Maxwell sous

forme volumique.

Dans un premier temps, la présentation et l’étude de l’évolution des différents schémas FVTD

a donné lieu au choix d’un code numérique d’ordre élevé afin de minimiser si possible la diffusion

et la dispersion numérique tout en conservant un pas temporel optimal. Pour cela, nous nous

sommes fixés sur une approximation spatiale qui utilise un flux décentré caractérisé par deux

paramètresβ et γ et sur une discrétisation temporelle de type Runge Kutta d’ordre trois. Les

analyses de la dissipation et de la dispersion sur une bande de fréquence ont montré l’importance

du paramètre pondératifγ sur l’amplitude du signal, l’influence du paramètreβ sur la phase et

surtout la bonne précision du schéma(βγRK3).

Un des avantages de la méthode FVTD est la tolérance vis à vis de la forme géométrique des

cellules élémentaires constituant le maillage. Suivant le problème étudié, il est possible d’utiliser

des hexaèdres pour des géométries simples ou des tétraèdres pour des problèmes plus complexes

permettant ainsi une description conforme de l’objet étudié.

L’étude de la méthode FVTD sur un maillage cartésien a donné lieu à toute une série de

simplifications des formules théoriques, dues essentiellement aux critères géométriques d’un

maillage hexaédrique. Par conséquent, nous avons mis en oeuvre un code numérique pour un

maillage cartésien simplifié, optimisé en place mémoire et en temps de calcul.

De nombreux problèmes électromagnétiques (comme l’étude de diffraction d’objets) de-

mandent un espace ouvert afin que les résultats ne soient pas perturbés par d’éventuelles ondes

réfléchies, malheureusement les équations de Maxwell sont résolues dans un espace borné. Il était

donc naturel de mettre en place des conditions frontières simulant l’espace libre, nous avons pro-

posé des couches absorbantes basées sur les CFS-PMLs pour la méthode FVTD dans un maillage

cartésien. L’algorithme est simple, original et fonctionne quelque soit le milieu considéré sans

la moindre modification de calcul des flux et sans diviser les composantes de champs. L’éva-
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luation des flux dans le milieu PML s’effectue comme dans un milieu quelconque, seul l’ajout

d’équations supplémentaires génère les couches absorbantes. Plusieurs études du coefficient de

réflexion ont validé cette approche et ont permis d’évaluer les performances des CFS-PMLs avec

notre simulateur FVTD.

Le travail s’est ensuite poursuivi par la mise en place d’un code FVTD général pour un

maillage non-structuré et par une présentation d’un maillage hybride mélangeant maillage hexa-

édrique/maillage tétraèdrique. Le but est de profiter des avantages propres des deux types de

maillages et en particulier les couches absorbantes CFS-PMLs du maillage structuré. Finalement,

il a fallu faire face à des difficultés d’ordre géométrique, des ajustements ont été nécessaires pour

que le passage tétraèdre/hexaèdre ne génère pas trop de réflexions parasites. Les diverses simu-

lations numériques ont donné lieu à un bon comportement de l’ensemble du code numérique

couplant les maillages. L’espace libre peut ainsi être simulé sans difficultés pour tout maillage.

Les perspectives de cette étude sont à la fois d’ordre géométrique et numérique, il est apparu

que les difficultés provenaient souvent du maillage. Certaines d’ailleurs pourraient disparaître

avec l’utilisation d’un mailleur plus performant.

L’évolution du simulateur est une suite logique de ce travail avec notamment la mise en place

des fils minces. Le formalisme filaire de Holland peut s’adapter à la méthode Volumes Finis.

Bien que les résultats soient déjà très satisfaisants avec des coefficients de réflexion de l’ordre

de -60 dB, l’optimisation des couches absorbantes CFS-PMLs est une perspective d’étude envisa-

geable pour améliorer les performances de ces couches. Le profil de conductivité est un paramètre

optimisable de telle sorte à limiter le nombre de couches tout en respectant un faible coefficient

de réflexion.

Générer automatiquement la couche constituée d’hexaèdres faisant l’intermédiaire entre le

maillage tétraédrique et les couches absorbantes serait une procédure astucieuse. Cela simpli-

fierait la construction du maillage par le logiciel GMSH, seule la partie non structurée serait à

définir par le mailleur. Le code numérique se chargerait automatiquement de l’espace structuré

et des couches absorbantes.

Implanter directement des couches absorbantes CFS-PMLs autour d’un maillage tétraèdrique

est aussi une perspective très intéressante à réaliser, cela demanderait quelques modifications de

formules et éviterait de créer ces couches tampon d’hexaèdres.

Une nouvelle perspective serait d’envisager un nouveau schéma et en particulier la classe de

schéma Galerkin Discontinu. C’est une méthode qui repose sur une base de fonctions disconti-

nues d’un élément à un autre. Associée à une discrétisation temporelle de type “saute-mouton”,

elle est non-dissipatif et semble performante en maillage structuré.



Annexe 1

La méthode la plus classique pour calculer les valeurs propresλ d’une matriceA est de

résoudre l’équation suivante :

det(A− λI) = 0 (5.10)

avecI la matrice identité etλ la valeur propre.

Nous avons donc :

A− λI =



−λ 0 0 0 nzµ
−1 −nyµ

−1

0 −λ 0 −nzµ
−1 0 nxµ

−1

0 0 −λ nyµ
−1 −nxµ

−1 0

0 −nzε
−1 nyε

−1 −λ 0 0

nzε
−1 0 −nxε

−1 0 −λ 0

−nyε
−1 nxε

−1 0 0 0 −λ


Les solutions de l’équation (5.10) sont doncλ1 = c, λ2 = −c, λ3 = 0.

La matriceA admet trois valeurs propres réelles (λ1, λ2, λ3) de multiplicité double qui sont

données par : 
λ1 = c

λ2 = −c
λ3 = 0





Annexe 2

La matrice|A(n)| a pour expression :

|A(n)| =

(nz
2 + ny

2)c −nynxc −nznxc 0 0 0

−nynxc (nz
2 + nx

2)c −nznyc 0 0 0

−nxnzc −nznyc (ny
2 + nx

2)c 0 0 0

0 0 0 (nz
2 + ny
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Annexe 3


AgU

− − AgUg = −CgU
− + CgUg

AdU
+ − AdUd = CdU

+ − CdUd

AgU
− − AdU

+ = 0

AgU
− − AgUg − AdU

+ + AdUd = −CgU
− + CgUg − CdU

+ + CdUd

−AgUg + AdUd = −CgU
− + CgUg − CdU

+ + CdUd

Multiplions par la matriceAd :

−AdAgUg + AdAdUd = −AdCgU
− + AdCgUg − AdCdU

+ + AdCdUd

or

AgCdU
− = AdCdU

+

−AdAgUg + AdAdUd = −AdCgU
− + AdCgUg − AgCdU

− + AdCdUd

AdCgU
− + AgCdU

− = AdCgUg + AdCdUd + AdAgUg − AdAdUd

U−(AdCg + CdAg) = AdCgUg + AdCdUd + AdAgUg − AdAdUd
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U−(AdCg + CdAg) = (AdCg + AdAg)Ug + (AdCd − AdAd)Ud

De même

−AgUg + AdUd = −CgU
− + CgUg − CdU

+ + CdUd

Multiplions par la matriceAg :

−AgAgUg + AgAdUd = −AgCgU
− + AgCgUg − AgCdU

+ + AgCdUd

or

AgCgU
− = AdCgU

+

−AgAgUg + AgAdUd = −AdCgU
+ + AgCgUg − AgCdU

+ + AgCdUd

AdCgU
+ + AgCdU

+ = AgCgUg + AgCdUd + AgAgUg − AgAdUd

U+(AdCg + AgCd) = (AgCg + AgAg)Ug + (AgCd − AgAd)Ud
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Résumé

Ce travail a consisté à l’élaboration d’un code scientifique tridimensionnel basé sur la mé-

thode numérique Volumes Finis ou FVTD. Largement utilisée en mécaniques des fluides, elle

fait ses preuves en électromagnétisme où elle est capable de résoudre les équations de Max-

well dans le domaine temporel. Le maillage utilisé est de type éléments finis permettant ainsi

une description conforme de la géométrie modélisée. Afin de limiter l’espace mémoire, nous

présentons des expressions théoriques simplifiées pour un maillage structuré afin de construire

un code numérique FVTD original utilisant l’approximationβγRK3. Un code FVTD pour des

maillages non structurés est aussi développé et testé. La simulation de l’espace libre nécessite

l’élaboration de conditions particulières autour du volume de calcul, nous avons donc mis en

place des couches absorbantes basées sur les CFS-PMLs, autour d’un maillage cartésien mais

aussi autour d’un maillage non structuré par hybridation de maillage.

Motsclés: Equations de Maxwell, Volumes Finis, approximationβγ , Runge-Kutta, électro-

magnétisme, méthode numérique, CFS-PML, couches absorbantes, maille.





Astract

This work deals with the development of a three-dimensional scientific code based on the

numerical method Finite Volume Time Domain (FVTD). Largely used in fluids mechanics, she

is able to solve the Maxwell’s equations in the time domain. One of this advantages is the facility

of construction an explicit scheme with non-center approximation to the three order in time and

space. The grid used is of finites elements type allowing a conform description of the geometry. A

simplifications of the theoretical expression for a uniform grid are presented to obtain a original

structured numerical code with aβγRK3 approximation. A new code for unstructured mesh is

also developed and tested. The simulation of open space requires the development of boundary

condition around the computional domain, we describe the implementation of the CFS-PMLs

material with a FVTD in uniform grid and unstructured mesh with hybrid mesh.

Key words : Maxwell’s equations, Finites Volumes,βγ approximation, Runge-Kutta, elec-

tromagnetism, numerical method, CFS-PML, absorbing layers, mesh.


