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Introduction Générale

L'évolution croissante des besoins en termes de débit de transmission et de qualité de

service, motive la recherche de nouveaux moyens de communications, performants et peu

coûteux. De plus, le développement des applications multimédia, nécessitant le transport

simultané de plusieurs services di�érents, contribue à l'évolution de ces besoins.

Les infrastructures du réseau historique utilisant un support cuivré ne sont pas

su�santes, notamment pour les débits de communication visés. Des solutions de nouvelle

génération, basées sur un transport tout optique c'est-à-dire utilisant la �bre de bout

en bout, permettent de fournir de plus hauts débits. Ainsi, de nouveaux concepts sont

envisagés, pour les réseaux d'accès, métropolitains, régionaux et longues distances.

Conjointement à l'investigation de nouveaux protocoles dans la couche réseau, des

solutions appliquées à la couche physique sont recherchées. Dans ce cadre, les techniques

déjà utilisées pour les communications hertziennes sont envisagées pour une application

à l'optique.

Parmi ces techniques, nous nous intéressons au codage correcteur d'erreurs, a�n

d'améliorer les performances des transmissions optiques.

Dans le contexte des futurs réseaux optiques, les performances en termes de taux

d'erreurs doivent être les plus faibles possibles (10−9 à 10−12), tout en assurant des
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débits importants. Cependant, dans ce contexte, les imperfections des composants

optoélectroniques introduisent de nombreuses limitations sur les performances. C'est

pourquoi, les techniques de codage correcteur d'erreurs, ou codage de canal, ayant déjà

fait leurs preuves dans le domaine hertzien, sont envisagées pour l'optique.

D'une manière générale, la détection et la correction des erreurs ne sont possibles que

par l'ajout de données redondantes en plus des données utiles à transmettre. Le débit utile

des informations est de ce fait réduit par rapport à une transmission sans codage. Ainsi,

dans le cadre de transmissions optiques à très hauts débits, des codes e�caces mais peu

redondants sont recherchés. En plus de la contrainte sur le débit utile, il est important,

a�n d'assurer des temps de traitements raisonnables, de tenir compte de la complexité

liée à l'ajout du système de codage et décodage dans la chaîne de transmission.

Pour cela, plusieurs études récentes ont envisagé de remplacer les codes de Reed-

Solomon, déjà normalisés pour les communications transocéaniques, par de nouveaux

codes, plus performants et moins redondants, comme les codes à faible densité (LDPC :

Low Density Parity Check).

Un exemple de l'enjeu de l'utilisation des codes correcteurs d'erreurs pour les

communications optiques est la mise en place de projets de recherche tels que

l'ANR ECOFRAME (Eléments de COnvergence pour les Futurs Réseaux d'Accès et

MEtropolitains haut débit) auquel notre équipe de recherche a participé durant ces

trois dernières années. L'objectif de ce projet est d'établir à l'aide de concepts réseaux

innovants, un réseau métro-accès permettant de fournir de hauts débits (10 à 40 Gb/s), de

minimiser le taux d'erreurs sur les données transmises (inférieur à 10−12), tout en élaborant

une solution peu onéreuse. Notre contribution dans ce projet consiste à dimensionner des

codes correcteurs d'erreurs par rapport au contexte, a�n de compenser les dégradations

dues aux composants optoélectroniques à bas coût.
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Par ailleurs, a�n d'optimiser le partage de la ressource en bande passante de l'optique,

les techniques d'accès multiple, en particulier la technique d'accès multiple par répartition

temporelle (ou TDMA : Time Division Multiple Access) et la technique de multiplexage

en longueurs d'onde (ou WDMA : Wavelenght Division Multiple Access) sont également

adaptées de l'hertzien à l'optique et sont actuellement les plus répandues.

Avec la technique TDMA, chaque temps bit est subdivisé en un nombre d'intervalles

de temps égal au nombre d'utilisateurs et les données sont alors multiplexées en temporel.

Ainsi, les débits et les nombres d'utilisateurs proposés en TDMA sont rapidement limités

par la bande passante électronique du système. La technique WDMA quant à elle, permet

à chaque utilisateur d'occuper une longueur d'onde di�érente pour émettre ses données,

qui sont ensuite multiplexées spectralement avec les données sur les autres longueurs

d'onde. Dans ce cas, la complexité augmente avec le nombre de longueurs d'onde (plusieurs

lasers ou laser multi-longueurs d'onde), ce qui limite l'utilisation pour un grand nombre

d'utilisateurs.

D'autres méthodes d'accès multiple issues de l'hertzien ont été envisagées telle que la

technique d'accès multiple par répartition de codes (ou CDMA : Code Division Multiple

Access) qui a�ecte à chaque utilisateur un code particulier permettant de di�érencier ses

données de celles des autres utilisateurs. Appliquée à l'optique, la technique OCDMA

(Optical CDMA) permet d'atteindre de plus hauts débits avec un plus grand nombre

d'utilisateurs, par rapport aux techniques précédemment exposées.

De plus, il est possible d'utiliser les codes OCDMA pour di�érencier non seulement

les utilisateurs mais aussi les services proposés (taux d'erreurs et débits), réalisant ainsi

un système de communication multimédia. Di�érents travaux ont été menés dans notre

équipe sur la technique OCDMA et en particulier sur une des principales limitations

de cette technique, l'interférence d'accès multiple (IAM). Ainsi, il a été montré qu'une
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réception multi-utilisateurs pouvait réduire l'impact de l'IAM sur les performances mais

au prix d'une complexité en réception. L'application des codes correcteurs à la chaîne de

transmission optique utilisant l'OCDMA peut donc constituer une solution alternative

permettant de réduire les limitations liées à cette technique d'accès. Cette application est

une partie du travail développé dans cette thèse.

Le premier chapitre de ce document est consacré à la présentation des codes correcteurs

d'erreurs. Les di�érentes familles de codes, ainsi que les principes généraux du codage

et décodage des informations, sont tout d'abord décrits. Les caractéristiques des codes

correcteurs d'erreurs envisagés par la suite pour une application à l'optique, c'est-à-dire

les codes RS (Reed Solomon) et les codes LDPC (Low Density Parity Check), sont plus

particulièrement développées.

Le second chapitre constitue une étude de l'application des codes correcteurs de types

RS et LDPC à un système de transmission sur �bre optique. En considérant les di�érents

bruits pouvant dégrader le signal sur la chaîne de transmission, deux modèles de canaux

optiques sont envisagés : le modèle classique à bruit additif gaussien et un modèle plus

réaliste, prenant en compte la conversion quadratique en réception, appelé modèle χ2.

Après une présentation détaillée de ces deux modèles, les performances des codes sont

évaluées sur chacun d'entre eux. Nous montrons ainsi qu'il est important de connaître

�dèlement la statistique du canal a�n d'exploiter au mieux les performances du codage

correcteur d'erreurs. Une application du dimensionnement des codes correcteurs réalisé

dans le contexte du réseau ECOFRAME permet d'illustrer cette problématique.

Dans le troisième chapitre, on s'intéresse aux potentialités liées à l'application du

codage correcteur d'erreurs dans une transmission OCDMA. En e�et, en se basant sur

les résultats du chapitre 2, le codage correcteur d'erreurs de type LDPC apparaît comme

xxiv



une solution potentielle pour améliorer les performances d'un tel système. Après une

présentation de la chaîne OCDMA ainsi que de son application pour les communications

multimédia, l'étude de la statistique du canal est réalisée dans le but d'adapter

correctement le codage correcteur d'erreurs. En plus de l'IAM, une autre limitation appelée

"beat noise", liée au battement entre les signaux des di�érents utilisateurs en réception, est

également prise en compte. En considérant les di�érentes perturbations inhérentes à cette

technique d'accès multiple, les performances théoriques du système OCDMA sont établies

de manière analytique. Des simulations permettent d'obtenir les performances de la chaîne

de transmission OCDMA avec codage LDPC. L'application des codes correcteurs à une

transmission multimédia utilisant la technique OCDMA permet de conclure ce chapitre

et illustre les potentialités d'un tel système.
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Codes Correcteurs d'Erreurs

1.1 Introduction

Le principe du codage correcteur d'erreurs (ou codage de canal) est d'ajouter aux

données utiles, des données redondantes de manière à rendre plus �able la transmission

des données utiles. Ce principe peut être couplé avec du codage de source qui consiste à

rendre l'information transmise la plus concise possible sans dégrader les performances du

système. Généralement, le codage de source sert à compenser la redondance introduite

par le codage de canal. L'étude présentée dans cette thèse se limite au codage de canal.

Un exemple simple de codage de canal consiste à doubler l'information, c'est-à-dire à

envoyer deux fois les données à émettre, de sorte que si une partie des données est mal

détectée dans la première séquence, elle puisse être récupérée dans la deuxième. Pour les

codes utilisés en pratique, chaque donnée redondante est calculée en fonction de chacune

des données de l'information utile. Cela permet, en plus d'apporter de la redondance aux

informations, de les sécuriser puisqu'il est nécessaire en réception de connaître la règle

pour décoder l'information reçue.

Les informations traitées au niveau du codage (ou de l'encodage) sont sous forme de

symboles binaires, (0 ou 1) ou de blocs de symboles binaires formant ainsi des mots.

Les paramètres caractérisant un code sont sa taille, ainsi que sa redondance. La taille

correspond au nombre de bits (ou de mots) émis, y compris ceux de redondance. La

redondance est exprimée en pourcentage et correspond au nombre de bits de redondance

sur le nombre de bits utiles émis. Un code C de taille N ayant N −K bits (ou mots) de

redondance est noté C(N,K). La performance des codes en terme de correction d'erreurs

dépend de K, de la taille N du code et de la méthode de construction.

Pour une méthode de construction donnée et une longueur N �xée, plus il y a de

redondance, plus le pouvoir de correction est élevé. Cependant une redondance élevée

entraîne une diminution du débit utile. Ainsi, il y a nécessairement un compromis entre

2
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pouvoir de correction et débit utile.

Les codes correcteurs sont classi�és en di�érentes familles ou classes de codes, en

fonction de la manière dont la redondance est calculée et insérée dans les données utiles.

On distingue deux catégories, les codes en blocs et les codes convolutifs dont les principales

caractéristiques sont présentées dans le paragraphe suivant. L'application du codage de

canal aux transmissions optiques est ensuite développée. Dans cette thèse, deux types de

codes en blocs sont étudiés plus en détails, les codes de Reed Solomon (RS) [1] et les codes

Low Density Parity Check (LDPC) [2].

1.2 Les di�érents schémas de codage correcteur

d'erreurs

1.2.1 Dé�nitions générales

1.2.1.1 Vocabulaire

Le rendement R d'un code C(N,K) qui transforme un mot de K bits en un mot de

N bits en ajoutant N −K bits de redondance est dé�ni par R = K/N .

La redondance du code, généralement notée r est donnée par :

r =
N −K
K

≈ N −K
N

= 1−R.

Tout mot de N bits obtenu en sortie du codeur à partir d'un mot de K bits s'appelle un

mot de code. Si un mot reçu n'est pas un mot de code, c'est qu'il y a eu une erreur de

transmission qui nécessite d'être corrigée. Cependant, si le mot reçu est un mot de code,

il peut toutefois ne pas correspondre au mot émis, et donc comporter des erreurs, qui ne
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sont pas détectées.

La distance de Hamming dH entre deux mots de code est dé�nie comme le nombre

de symboles di�érents entre ces deux mots. Par exemple, les mots de symboles binaires

suivants : 10001001 et 10110001 di�èrent de 3 bits. La distance de Hamming est donc

dH = 3. La distance de Hamming minimale dHmin est dé�nie comme la plus petite des

distances de Hamming entre deux mots de code distincts [3].

Le pouvoir de détection du code, correspondant au nombre maximal d'erreurs

détectables dans un mot dépend directement de la distance de Hamming minimale. Il

est déterminé par t = dHmin − 1.

Le pouvoir de correction, dé�ni comme le nombre maximal d'erreurs corrigibles dans

un mot est donné par [3] : ⌊
t

2

⌋
=

⌊
dHmin − 1

2

⌋
(1.1)

où bxc représente la partie entière par valeur inférieure de la quantité x.

1.2.1.2 Représentations polynomiales et matricielles

Pour illustrer le principe de codage de l'information, deux représentations sont

généralement utilisées : la représentation polynomiale et la représentation matricielle.

La représentation polynomiale consiste à écrire chaque mot non codé de taille K

comme un polynôme U(X) de degré K − 1 en X :

U(X) =
K−1∑
i=0

uiX
i (1.2)

où les ui correspondent aux valeurs des di�érents symboles composant le mot

U = [u0u1...uK−1].

Dans cette représentation, on dé�nit de la même manière un polynôme générateur
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G(X) de degré N −K tel que chaque mot de code C(X) puisse s'écrire comme le produit

de G(X) avec n'importe quel mot non codé U(X). La multiplication de ce polynôme par

G(X) fournit le mot de code correspondant :

C(X) = U(X) ·G(X) =

(
K−1∑
j=0

ujX
j

)
·

(
N−K∑
i=0

giX
i

)
(1.3)

Dans cette notation, les gi sont les coe�cients associés au polynôme générateur G(X). Le

mot en sortie du codeur C, de taille N est équivalent à un polynôme de degré N − 1 qui

s'écrit d'une façon générale de la manière suivante :

C(X) =
N−1∑
i=0

ciX
i (1.4)

Les coe�cients ci de ce polynôme sont obtenus en développant le produit des sommes

dans (1.3). Ils s'écrivent alors comme une combinaison linéaire des symboles d'information

du mot en entrée du codeur. De plus, suivant la nature du code utilisé, les coe�cients

du polynôme générateur peuvent être eux-mêmes des combinaisons linéaires des mots

d'information précédant le mot à coder. Ainsi, le mot codé s'écrit comme une combinaison

linéaire des symboles d'informations du mot à coder et/ou des mots précédemment codés.

Notons que dans la représentation polynomiale, toutes les opérations sont faites modulo

XN − 1 si les mots de codes sont sur N bits.

Dans certains cas, on préfèrera la notation matricielle où les mots à coder sont

représentés sous forme de vecteurs de taille K et les mots codés sous forme de vecteurs de

taille N . L'opération de codage s'e�ectue en multipliant le vecteur à coder par la matrice

d'encodage G de taille K×N . Si on note par exemple un mot à coder U = [u0u1...uK−1]K ,

5



Codes Correcteurs d'Erreurs

le mot codé est obtenu par la multiplication matricielle suivante :

C = [c0c1...cN−1]N = [u0u1...uK−1]K ·GK×N (1.5)

Soient gij pour i, j ∈ [0, K − 1], [0, N − 1] les éléments de la matrice G, chaque cj s'écrit

alors comme combinaison linéaire des ui :

cj =
K−1∑
i=0

ui · gij (1.6)

Cette représentation est identique à la représentation polynomiale, mais est plus

appropriée dans certains schémas de codage.

1.2.1.3 Codes convolutifs et codes en blocs

De part la manière dont les informations sont codées au niveau de l'émetteur, deux

grandes familles de codes correcteur d'erreurs sont à distinguer : les codes convolutifs

et les codes en blocs. Quelle que soit la nature du code, il est dit systématique si on

retrouve dans le mot codé C les K bits d'information correspondant au mot non codé U .

Cela se traduit dans la représentation matricielle par le fait qu'une partie de la matrice

génératrice est composée de la matrice identité. Cette représentation est appelée la forme

systématique de la matrice génératrice.

Les paragraphes suivants présentent les caractéristiques du codage et du décodage de

ces deux principales familles de codes qui sont les codes convolutifs et les codes en blocs.
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1.2.2 Codage

1.2.2.1 Codes convolutifs

Les codes convolutifs, aussi appelés codes convolutionnels ont été initialement inventés

en 1954 par Elias [4]. Le principe des codes convolutifs est de considérer le message à

émettre comme une séquence semi-in�nie de symboles. Le codage convolutif consiste à

faire passer le mot à coder dans une succession de registres à décalage, dont le nombre m

est appelé mémoire du code. Pour construire un bloc de N symboles en sortie du codeur

à partir de K symboles d'entrée, cela signi�e qu'il faut m blocs de K symboles en plus du

bloc de symboles utiles. On dit aussi que la longueur de contrainte du code est de m+ 1.

Un code convolutif est alors déterminé par trois paramètres : K le nombre de symboles

d'information, N le nombre de symboles associés aux K symboles d'information, et m la

mémoire du code.

Un exemple de codeur convolutif de rendement R = 1/2 transformant un mot

U = [u0u1...uK1 ] en un mot C = [c0c1...cN−1] = [c1
0c

2
0c

1
1c

2
1...c

1
K−1c

2
K−1] est représenté sur

la �gure 1.1. La valeur ui correspond au bit qui parvient à l'entrée du codeur à l'instant i.

Les bits de sortie sont alors déterminés par : c1
i = ui + ui−1 + ui−2 et c2

i = ui + ui−2

(additions modulo 2). Supposons que les deux registres soient initialement à 0 et que le

Fig. 1.1 � Exemple de codeur convolutif

codeur reçoive le message U = [1011]. La �gure 1.2 illustre le fait que la séquence codée
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devienne C = [11100001], et que les registres à la �n soient à l'état 1 1(= u3u2).

Fig. 1.2 � Exemple de codage d'information à travers un codeur convolutif

Parmi les codes convolutifs, on distingue deux grandes catégories : les codes non

systématiques (ou NSC : Non Systematic Convolutional codes) et les codes systématiques

récursifs (ou RSC : Recursive Systematic Convolutional codes). Un code convolutif est dit

systématique si l'un des bits de sortie est identique au bit d'entrée. En e�et dans ce cas,

les K bits d'information en entrée du codeur se retrouvent parmi les N bits du mot codé.

Un mot de code en sortie d'un codeur non-systématique possède donc plus d'informations

qu'en sortie d'un codeur systématique et conduit à de meilleures performances pour les

mêmes paramètres caractéristiques N , K et m. Un code convolutif est dit récursif si la

séquence passant dans les registres à décalage est alimentée par le contenu de ces registres

comme sur l'exemple de la �gure 1.3.

L'intérêt à utiliser la récursivité est qu'en pratique, les performances obtenues à faible

rapport signal à bruit sont meilleures que celles obtenues avec un code non récursif de

taille identique [5]. C'est à partir de ces codes convolutifs récursifs qu'ont été inventés les

turbo-codes basés sur les mêmes considérations [5]. Les codes convolutifs sont d'autant

plus performants que la mémoire du code m est élevée. La contrepartie est un délai
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Fig. 1.3 � Exemple de codeur convolutif récursif

d'autant plus important que la mémoire du code est longue. L'utilisation de codes en

blocs permet de contourner ce problème de délai.

1.2.2.2 Codes en blocs

Le codage en bloc consiste à découper les informations à transmettre en blocs de K

bits. Si on considère des codes binaires, on a 2K mots di�érents. A chacun de ces 2K mots

non codés est associé un mot de code unique de N bits. Ainsi, parmi les 2N mots possibles

de N bits, seuls 2K sont des mots de codes tandis que le nombre de mots n'appartenant

pas au code est plus important (égal à 2N − 2K).

La plupart des codes correcteurs d'erreurs utilisés sont des codes linéaires. Ils sont

caractérisés par le fait que toute combinaison linéaire de mots de code donne un mot de

code.

Une caractéristique fondamentale des codes linéaires est que tout code linéaire admet

une représentation systématique et est donc équivalent à un code systématique. Un code

linéaire systématique est aussi appelé un code polynomial. En e�et, dans ce cas, les

coe�cients du polynôme générateur sont simples (ils ne dépendent pas des symboles

précédemment codés), et la représentation polynomiale est la plus appropriée.

Pour passer à la représentation matricielle, on utilise directement le polynôme générateur
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qui permet de construire les lignes de la matrice génératrice.

Parmi les codes linéraires, un code est dit cyclique si toute permutation circulaire d'un

mot de code est encore un mot de code.

Parmi les codes cycliques les plus connus, on peut citer les codes de Hamming [6], les codes

CRC (Cyclic Redundancy Check) [7], les codes BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem)

[8, 9] et les codes RS (Reed Solomon) [1].

Les codes LDPC (Low Density Parity Check) font partie des codes en blocs linéaires

mais ne sont a priori pas cycliques.

1.2.2.3 Conclusions

Suivant la nature du code utilisé nous avons vu que les caractéristiques du codeur

au niveau de l'émission sont di�érentes. Le codage réalisé sur les codes convolutifs met

en oeuvre une succession de registres à décalage, qui impose un e�et de mémoire et de

latence lors du codage des informations. A l'opposé, le codage en bloc réalise l'opération

de codage en une fois par multiplication avec le polynôme ou la matrice génératrice du

code. L'émission est dans ce cas cadencée en fonction de la taille des blocs.

Au niveau du récepteur, un décodeur adapté au codeur d'émission est nécessaire pour

prendre une décision correcte sur les données utiles reçues à partir de l'ensemble des

données détectées. Les informations redondantes ajoutées à l'émission sont ainsi utilisées

pour détecter et/ou corriger les erreurs. Ainsi, suivant la nature du code utilisé (convolutif

ou en bloc), le décodage est basé sur des principes di�érents. De plus, les données reçues

ayant transité le long de la chaîne de transmission ne sont plus des informations binaires

(1 , 0) mais des données à valeurs réelles plus ou moins proches de la valeur d'émission

en fonction du niveau de bruit ou d'interférences. On distingue alors deux manières pour

e�ectuer le décodage : soit de manière souple (soft decoding) en utilisant directement
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les valeurs incidentes, soit de manière dure (hard decoding) en utilisant les valeurs après

une prise de décision à seuil. Les principes les plus couramment utilisés au niveau du

décodage (e�ectué de manière souple ou dure en fonction du code) sont présentés dans

les paragraphes suivants.

1.2.3 Décodage

1.2.3.1 Décodage des codes convolutifs

Le diagramme en treillis, qui peut aussi être utilisé pour représenter le codeur

convolutif est la base du décodage [10]. Il permet de faire apparaître l'évolution des mots

en sortie du codeur en fonction du temps. Un exemple de représentation en treillis est

donné �gure 1.4. La représentation en treillis est la plus utilisée car elle tient compte du

temps et du fait que le fonctionnement du codeur est périodique, c'est-à-dire que quel

que soit l'état initial du codeur, le motif se répète après m + 1 décalages. Dans cette

Fig. 1.4 � Exemple de diagramme en treillis, pour un code R=1/2

représentation, les lignes correspondent aux di�érents états dans lequel le codeur peut

se trouver, c'est-à-dire aux valeurs présentes dans les registres à décalage. Les branches

symbolisent la transition d'un état à un autre suivant qu'un '1' ou un '0' est présent en
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entrée du codeur. Les valeurs reportées sur chaque branche correspondent aux valeurs des

symboles c1
i et c2

i présents en sortie du codeur à l'instant i. La succession de branches

crée un chemin dans le treillis, associé à une séquence en sortie du codeur. Toutes ces

séquences correspondent aux di�érents mots de code. Si la séquence reçue par le décodeur

correspond à un chemin du treillis, le mot reçu est un mot de code et aucune erreur

n'est détectée. Il se peut malgré tout que la séquence reçue soit erronée mais soit quand

même un mot de code si plusieurs erreurs sont présentes. Dans ce cas, les erreurs ne

sont pas détectées. Si par contre, la séquence reçue ne correspond à aucun chemin du

treillis, une erreur est détectée. La séquence décidée est alors la séquence la plus probable.

Parmi les algorithmes basés sur le diagramme en treillis, l'algorithme de Viterbi est le

plus utilisé [5]. Le principe est de déterminer à partir des distances de Hamming entre

les di�érents mots de codes la probabilité de chaque séquence en sortie du diagramme en

treillis. Ainsi, plus la distance de Hamming est élevée, plus la séquence la plus probable se

distingue. La correction est d'autant plus e�cace que la distance de Hamming minimale

du code est élevée, ce qui est en accord avec la dé�nition du pouvoir de correction du

code (1.1). Cette technique de correction d'erreurs est basée sur le critère du maximum

de vraisemblance (ML Maximum Likelihood [10]) et peut être améliorée en utilisant le

Maximum A Posteriori (MAP) [3, 10]. Le principe général est le même mais une donnée

supplémentaire portant sur la probabilité a posteriori de la séquence ou du bit décidé

entre en jeu dans la détermination du maximum de vraisemblance.

La complexité du décodage est alors d'autant plus importante que le nombre d'états

est élévé, mais dépend aussi du nombre de branches dans le diagramme en treillis. Elle

augmente donc avec la longueur des blocs à coder ainsi qu'avec la mémoire du code m.
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1.2.3.2 Décodage des codes en blocs

Pour les codes en blocs, le décodage se fait généralement à partir de la matrice de

parité, appelée aussi matrice de contrôle. La matrice de parité H est dé�nie de manière

conjointe à la matrice génératrice du code G aussi appelée matrice d'encodage. Elle est

dé�nie de sorte à satisfaire la relation dite de parité :

G ·HT = 0 (1.7)

Dans cette relation, HT correspond à la matrice transposée de la matrice de parité H.

Tout mot de code s'écrivant C = U × G, l'équation (1.7) permet de détecter si le mot

reçu V est un mot de code en e�ectuant la multiplication de ce mot par la matrice HT .

En e�et, si V est un mot de code, alors il s'écrit comme V = U1 ×G et la multiplication

avec la matrice HT donne une matrice vide (que des zéros) puisque :

V ·HT = U1 ·G ·HT = 0 (1.8)

Si une erreur est présente dans le mot reçu V alors, il y a de fortes chances qu'il ne s'écrive

plus comme un mot de code, et dans ce cas le résultat de V ·HT n'est pas nul. Une erreur

est alors détectée et doit être corrigée. Il peut arriver que malgré la présence d'erreurs dans

le mot reçu, ce dernier soit quand même un mot de code. Dans ce cas, tout comme pour

le cas des codes convolutionnels, l'erreur ne peut pas être détectée. De la même manière

que pour les codes convolutifs, on remarque que plus la distance entre deux mots de code

est élevée, moins ce genre de situations apparaît et moins d'erreurs sont e�ectuées.

La matrice G étant de taille K ×N , H doit comporter N colonnes. Soit M le nombre

de lignes de H, l'équation (1.7) est alors équivalente à K ×M équations de parité faisant
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intervenir lesN éléments du mot reçu.M est dé�ni comme le nombre de bits (ou symboles)

de parité, et est en général égal au nombre d'éléments (bits ou symboles) de redondance :

M = N −K.

Le décodage des codes en blocs est basé soit sur le calcul du syndrome du mot reçu

(décodage par syndrome [10�14]), soit sur le graphe de Tanner établi à partir de la

matrice de parité [15]. Le décodage de la plupart des codes cycliques est un décodage par

syndrome. Parmi les algorithmes utilisés pour le décodage par syndrome les plus connus

sont l'algorithme d'Euclide dont l'application au codage de canal date de 1975 [14] ainsi

que l'algorithme de Berlekamp Massey [12,13], dont les étapes sont plus particulièrement

détaillées dans la partie 1.3. Dans le cas de décodages basés sur le graphe de Tanner, des

échanges itératifs ont lieu entre les di�érents éléments du graphe et on parle de décodage à

propagation de croyance (ou BP : Belief Propagation [16,17]). Ce dernier type de décodage

est généralement appliqué au décodage des codes LDPC dont la structure se prête bien

à ce type d'échanges. Parmi les algorithmes de décodage basés sur la propagation de

croyance, on distingue les décodages souples ou durs (soft ou hard decoding). Ces deux

types de décodages sont illustrés dans la partie 1.4.

1.2.3.3 Conclusions

Suivant la famille de code envisagée, di�érents schémas de codage et de décodage

peuvent être envisagés. Au niveau du décodage des informations, les décodeurs basés sur

un algorithme souple sont en règle générale plus e�caces que ceux basés sur un décodage

dur, dans la mesure où les données analysées ne sont pas déjà soumises à une première

prise de décision et contiennent donc plus d'informations. Cependant, les décodages durs

e�ectués sur les valeurs seuillées sont plus simples à implémenter. Ainsi, quelque soit le

domaine d'application, un compromis apparaît entre les deux types de décodage.
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De plus, en fonction de l'application pour laquelle le codage correcteur est envisagé,

les contraintes ne sont pas les mêmes. Le paragraphe suivant présente les caractéristiques

propres au domaine optique en terme de codage de canal ainsi que l'état de l'art des

travaux e�ectués dans ce contexte.

1.2.4 Les codes correcteurs d'erreurs appliqués aux transmissions

optiques

Les premiers codes correcteurs développés dans le domaine des communications

optiques étaient basés sur les codes en blocs, plus faciles à implémenter dans les systèmes

optiques. En e�et, les contraintes imposées en terme de délai par les codes convolutifs

sont trop importantes pour leur mise en oeuvre en optique. Parmi les codes en blocs, les

codes Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (BCH) [8,9] et les codes de Reed Solomon (RS) [1]

ont été plus particulièrement envisagés pour l'optique. Bien que la théorie ait été établie

dans les années 1960, les premières solutions déployées dans le cadre des communications

transocéaniques datent des années 1990 [18�22].

L'utilisation de codes correcteurs d'erreurs en communications optiques est soumise

à di�érentes contraintes. La performance d'un code est évaluée à partir de son gain de

codage (appelé "Net Coding Gain" ou NCG) dé�ni comme la di�érence (en dB) entre le

rapport signal à bruit (S/B) nécessaire pour obtenir une performance donnée dans les cas

avec et sans codage correcteur respectivement. Pour les transmissions optiques, l'ordre

de grandeur du gain de codage requis est d'environ 6dB à des taux d'erreurs très faibles

(typiquement 10−12). Les débits en lignes escomptés sont très élevés (10 à 40Gb/s). Ainsi,

la redondance du code doit être su�sament faible de manière à ne pas trop diminuer le

débit utile. Typiquement, la redondance est toujours inférieure à 25%.

Au vu de ces contraintes, le code RS(255,239) a fait l'objet de recommandations
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internationales dans une grande variété de systèmes longues distances normalisés (ITU-

G975 et G709) [23,24]. En e�et, le code RS(255,239), caractérisé par une faible redondance

(6,7%) conduit à un gain de codage d'environ 5,8 dB pour une probabilité d'erreur de

10−13. Une autre raison au choix de ce code réside dans la faible complexité de son

algorithme de décodage.

Cependant, pour les communications optiques de débits supérieurs à 10 Gbit/s, les

signaux sont plus sensibles aux non linéarités et des schémas de codage correcteur d'erreurs

plus puissants sont nécessaires pour augmenter le gain de codage.

Pour obtenir des gains de codage plus élevés, une solution classique est d'ajouter

plus de redondance, ce qui diminue le débit utile. Ceci peut être e�ectué en concaténant

plusieurs codes correcteurs, ce qui augmente la complexité [22, 25�27]. Cette solution,

basée sur l'utilisation de la concaténation fait partie de la seconde génération de système

correcteur d'erreurs pour les communications optiques et a fait l'objet d'une nouvelle

normalisation [28]. Deux codes sont généralement utilisés en cascade et séparés par un

entrelaceur dont le rôle est de disperser les erreurs susceptibles d'être non corrigées par

le premier décodeur. En utilisant deux codes RS (255,239) concaténés, le gain de codage

à 10−12 augmente ainsi jusqu'à environ 7,4 dB. Les meilleures performances en matière

de concaténation correspondent à un gain de codage d'environ 9,4 dB. La �gure 1.5 issue

de [29] répertorie ces di�érentes familles de codes en fonction de leur gain de codage à 10−12

et de l'année où ces solutions ont été exploitées. Pour améliorer encore les performances,

il faut s'intéresser à des solutions plus puissantes dites de troisième génération.

L'avènement des turbo-codes a révolutionné le domaine du codage de canal pour

les communications radio-mobiles. L'utilisation de turbo-codes en blocs a donc été

proposée et appliquée aux communications optiques [29]. Cependant, le décodage turbo

est di�cilement compatible avec la technologie optique et possède un degré de complexité
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Fig. 1.5 � Evolution des gains de codage de di�érents codes

important pour ce type de transmission.

Bien que longtemps mis de côté, les codes LDPC (Low Density Parity Check) utilisant

la théorie des graphes ont fait l'objet de récentes études pour les nouveaux schémas de

communication. Celles-ci ont révélé des performances très e�caces, notamment sur canal

à bruit additif gaussien. L'avantage de ces codes est d'avoir, de par leur structure très

peu dense, une complexité de décodage nettement simpli�ée. L'utilisation des LDPC dans

le cas des communications optiques a donc été développée et a fait l'objet de nombreux

travaux [30�41] menés notamment par Djordjevic et Vasic.

Ainsi, dans ce mémoire, l'étude se concentre sur ce type de codes de troisième

génération, qui s'avère être pertinent pour les communications optiques. De manière
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à évaluer l'intérêt des codes LDPC, plus complexes que les codes RS déjà normalisés,

l'étude portera aussi sur les codes de première génération de type RS a�n de comparer

les performances. Les deux paragraphes suivants détaillent plus particulièrement les

caractéristiques de ces deux grandes familles de codes.

1.3 Codes de Reed Solomon

1.3.1 Introduction

Les codes de Reed-Solomon (RS) [1] sont obtenus par extension des codes BCH. Ces

deux familles de codes font partie des codes en blocs linéaires cycliques. Rappelons qu'un

code cyclique est un code en bloc linéaire tel que chaque mot de code permuté à droite ou

à gauche donne un autre mot de code. Cela signi�e que si C = [c0c1...cN−1] appartient au

code, C ′ = [c1c2...cN−1c0] ou C ′′ = [cN−1c0c1c2...cN−2] appartiennent aussi au code. Avec

la représentation polynomiale, cette propriété s'illustre par le fait que si C appartient au

code alors toute permutation s'écrivant C(p)(X) = Xp ·C(X) modulo (XN−1) avec p ∈ N

appartient aussi au code.

Une propriété particulière des codes linéaires cycliques est que le polynôme générateur

du code G(X) peut s'écrire comme un diviseur deXN−1. En e�et, le polynôme générateur

du code est dé�ni comme le polynôme de degré le plus petit qui génère l'ensemble des

mots de code. Or, d'après la dé�nition des codes linéaires, le mot '0' doit appartenir au

code. Ceci est assuré s'il existe un polynôme P (X) tel que :

P (X) ·G(X) = XN − 1 = 0 (XN − 1) (1.9)

avec la notation (a) désignant le fait que l'opération a lieu modulo a.
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Ainsi, G(X) est toujours un facteur de la décomposition de XN −1 et de degré N −K

de manière à transformer un mot de taille K (polynôme de degré K − 1) en un mot de

code de taille N (polynôme de degré N − 1).

La di�érence entre les codes RS et BCH se situe dans le fait que les symboles binaires

des codes BCH sont transformés en symboles m−aires (composés de m bits) pour obtenir

les codes RS. Cependant, les principes d'encodage et décodage sont communs entre les

deux classes de codes et les codes BCH et RS sont tous deux basés sur la théorie des corps

de Galois qui dé�nit des concepts communs. Le paragraphe suivant rappelle les notions

utiles sur les corps de Galois pour la dé�nition des paramètres des codes RS et BCH. Les

codes BCH et RS sont dé�nis plus en détail dans les autres paragraphes. Un paragraphe

dédié au décodage, dont le principe est commun entre les deux classes de codes est ensuite

présenté avant de conclure sur l'application de ces codes à l'optique.

1.3.2 Notions sur les corps de Galois

Un corps de Galois noté GF(Q) (pour Galois Field) est un ensemble �ni qui possède

Q éléments. Un corps de Galois dé�ni à partir d'un élément primitif est tel que le nombre

d'éléments Q du corps de Galois s'écrit Q = qm où q est un nombre premier. La dé�nition

de GF(qm) repose sur un polynôme irréductible p(x) de degrém, à coe�cients dans GF(q).

Comme p(x) est irréductible, il ne possède pas de racine dans GF(q). Cependant, si on

suppose que ce polynôme possède m racines dans un autre ensemble et qu'on note α

l'une de ces racines, cette racine est alors dé�nie comme l'élément primitif du corps de

Galois GF(qm). Le polynôme p(x) dont α est une racine est appelé le polynôme primitif

de GF(qm) puisqu'il est essentiel à l'obtention des éléments du corps. En e�et à partir de
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ce polynôme et de α, tous les éléments du corps de Galois sont obtenus :

GF (qm) =
{

0, α0, α, ...αq
m−2
}
. (1.10)

Les opérations de multiplication et d'addition dans GF(qm), sont réalisées comme suit :

� pour l'addition, on réalise la somme bit par bit modulo q

� pour la multiplication, on utilise la notation en puissances de α c'est-à-dire pour

tout i, j entiers : αi · αj = α(i+j)(qm−1).

La dé�nition des codes correcteurs d'erreurs BCH ou RS repose sur des corps de Galois

dé�nis à partir d'un élément primitif avec q = 2 et tel que m ≥ 3. Le corps de Galois

s'écrit GF(2m) et contient 2m éléments. Les polynômes primitifs des codes BCH les plus

courants sont répertoriés dans des tables, comme dans le tableau 1.1.

m P (X) m P (X)
3 1 +X +X3 14 1 +X +X6 +X10 +X14

4 1 +X +X4 15 1 +X +X15

5 1 +X2 +X5 16 1 +X +X3 +X12 +X16

6 1 +X +X6 17 1 +X3 +X17

7 1 +X3 +X7 18 1 +X7 +X18

8 1 +X2 +X3 +X4 +X8 19 1 +X +X2 +X5 +X19

9 1 +X4 +X9 20 1 +X3 +X20

10 1 +X3 +X10 21 1 +X2 +X21

11 1 +X2 +X11 22 1 +X +X22

12 1 +X +X4 +X6 +X12 23 1 +X5 +X23

13 1 +X +X3 +X4 +X13 24 1 +X +X2 +X7 +X24

Tab. 1.1 � Polynômes primitifs les plus courants

Les additions dans le corps de Galois ont donc lieu bit à bit modulo (2), et ainsi

l'opérateur + est égal à l'opérateur −. De plus, les 2m éléments du corps, appelés symboles

sont composés des éléments de base '0' et '1'. Pour en avoir 2m il su�t de construire des

symboles de m bits. Ces symboles m−aires sont utiles pour la dé�nition des polynômes
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générateurs des codes BCH ou RS. En e�et, ils sont construits comme étant des polynômes

de degré N − K et possédant comme racines les 2t puissances de l'élément primitif α :

{αi}, i ∈ [1, 2t] où t correspond au nombre maximal d'erreurs corrigibles par le code

considéré. De part cette propriété, ces symboles m−aires sont manipulés lors du décodage

des données pour localiser et évaluer les erreurs de transmission tant pour les codes BCH

que pour les codes RS.

1.3.3 Les codes BCH

1.3.3.1 Paramètres caractéristiques

Les codes BCH sont des codes binaires dont les symboles sont par conséquent composés

d'un seul bit '1' ou '0'. Les paramètres caractéristiques d'un code BCH dé�ni à partir de

GF(2m) où m est un entier quelconque sont :

� la taille du code N = 2m − 1, correspondant au nombre de bits par mot codé

� le nombre de bits utiles par mot codé : K

� le nombre maximum d'erreurs corrigibles dans un mot t, tel que N−K
m
≤ t ≤ N

2

Ces caractéristiques correspondent à la dé�nition de base des codes BCH les plus

usuels. Une extension de cette dé�nition permet d'obtenir des codes BCH ne possédant

pas la contrainte N = 2m − 1. Dans ce cas, pour une dimension de code N donnée, le

code est obtenu à partir de GF(2m
′
) où m′ ∈ N dé�nit N ′ = 2m

′ − 1 tel que XN − 1 divise

XN ′ − 1.

Les caractéristiques de ces codes BCH étendus ne sont pas détaillées dans cette thèse,

qui se limite à l'étude des cas N = 2m − 1.
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1.3.3.2 Polynômes générateurs

Les polynômes générateurs de codes BCH de paramètres (N,K; t) sont généralement

répertoriés en octal dans des tables. Un exemple de table est représenté �gure 1.6. Prenons

par exemple le premier code BCH(N=7,K=4 ; t=1). Le polynôme générateur est 13 en

octal c'est-à-dire (13)8 = (1011)2 d'où l'écriture polynomiale du polynôme générateur du

code : G(X) = 1 +X +X3.

Rappelons que par construction, les αi, i ∈ [1, 2t], puissances de l'élément primitif de

GF(2m) sont des racines du polynôme générateur de degré N −K.

1.3.3.3 Codage

L'encodage d'un mot composé de K symboles binaires s'e�ectue en multipliant le mot

à coder écrit sous forme polynomiale par le polynôme générateur. Le polynôme obtenu

correspond alors au mot de code correspondant.

Reprenons l'exemple du code BCH(N=7,K=4 ; t=1) dont le polynôme générateur est

G(X) = 1 + X + X3 et le mot à coder U = [1010]. Ce mot U s'écrit sous la forme

U(X) = 1 + X2 en représentation polynomiale. En multipliant le mot à coder par le

polynôme générateur, on obtient :

C(X) =
(
1 +X2

)
·
(
1 +X +X3

)
= 1+X+X3+X2+X3+X5 = 1+X+X2+X5 (1.11)

Cette représentation polynomiale correspond à C = [1110010] en puissances de X

croissantes. Le tableau 1.2 représente l'ensemble des mots de codes obtenus à partir du

code BCH(N=7,K=4 ; t=1), la ligne grisée correspondant à l'exemple présenté.
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Fig. 1.6 � Table des polynômes générateurs des codes BCH
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Mot à coder U U(x) C(x) Mot codé C
0000 0 0 0000000
1000 1 1 +X +X3 1101000
0100 X X +X2 +X4 0110100
1100 1 +X 1 +X2 +X3 +X4 1011100
0010 X2 X2 +X3 +X5 0011010

1010 1 +X2 1 +X +X2 +X5 1110010
0110 X +X2 X +X3 +X4 +X5 0101110
1110 1 +X +X2 1 +X4 +X5 1000110
0001 X3 X3 +X4 +X6 0001101
1001 1 +X3 1 +X +X4 +X6 1100101
0101 X +X3 X +X2 +X3 +X6 0111001
1101 1 +X +X3 1 +X2 +X6 1010001
0011 X2 +X3 X2 +X4 +X5 +X6 0010111
1011 1 +X2 +X3 1 +X +X2 +X3 +X4 +X5 +X6 1111111
0111 X +X2 +X3 X +X5 +X6 0100011
1111 1 +X +X2 +X3 1 +X3 +X5 +X6 1001011

Tab. 1.2 � Exemple : mots de code du BCH(7,4 ;1)

1.3.4 Les codes de Reed Solomon

1.3.4.1 Paramètres caractéristiques

Les codes de Reed Solomon sont obtenus par extension des codes BCH aux codes non

binaires. Le principe est identique à la di�érence que les symboles composant le mot à

coder ne sont plus binaires ('0' ou '1') mais des symboles composés de m bits, où m dé�nit

le corps de Galois GF(2m) et �xe la taille du code N de la même manière que pour les

codes BCH.

Les paramètres caractéristiques d'un code RS(N,K) sont :

� la taille du code N = 2m − 1, correspondant au nombre de symboles par mot codé

(soit N ×m bits dans le mot codé)

� le nombre de symboles utiles par mot codé : K

Le nombre maximum d'erreurs corrigibles t (en symboles) dans un mot reçu est �xé par
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ces paramètres et donné par la relation 2t = N −K.

m est aussi appelé la classe du code.

1.3.4.2 Polynômes générateurs

Chaque code RS(N,K) est dé�ni par un polynôme générateur. Tout comme les codes

BCH, le polynôme générateur de degré N −K possède 2t racines qui sont des puissances

de l'élément primitif α du corps de Galois GF(2m). Cependant dans le cas des codes RS,

N −K = 2t, donc le polynôme générateur est entièrement dé�ni à partir des puissances

de α et n'est généralement pas repertorié dans des tables. Il est obtenu comme :

G(X) = (X − α)(X − α2)...(X − α2t) (1.12)

La représentation en puissance de α pour les 2m éléments du corps de Galois GF(2m)

est équivalente à la représentation de ces éléments comme symboles de m bits. Tandis

que cette représentation est utilisée pour les codes BCH uniquement pour le décodage,

elle sert pour les codes RS dès la dé�nition de G(X) donc dès l'encodage. Le détail de

cette représentation ainsi que de l'obtention de G(X), est donné dans le cas particulier

RS(255,239) en annexe A.

1.3.4.3 Codage

Pour e�ectuer l'encodage des messages avec les codes RS, on peut procéder de la

même manière que pour les codes BCH c'est-à-dire en développant les termes dans la

multiplication polynomiale U(X) ·G(X). Cependant, comme les coe�cients du polynôme

générateur ainsi que ceux du mot à coder ne sont plus des bits mais des symboles de m

bits (ou des puissances de α), la complexité de l'encodage augmente. Une manière plus
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simple, utilisant les propriétés des codes cycliques est alors mise en place pour l'encodage.

Pour obtenir le mot codé, il su�t en e�et de :

� Multiplier le mot à coder U(X) par XN−K pour obtenir A(X)

� Diviser A(X) par le polynôme G(X) pour en déterminer le reste R(X)

� Additionner A(X) et R(X) pour obtenir le mot codé C(X)

Le mot ainsi obtenu C(X) = A(X) +R(X) est bien égal à C(X) = U(X) ·G(X) de part

la propriété des codes linéaires. En e�et, tout code linéaire étant équivalent à un code

systématique, tout mot codé C(X) = U(X) ·G(X) peut aussi s'écrire :

C(X) = U(X) ·XN−K + b(X) (1.13)

Ainsi, on a l'égalité :

U(X) ·G(X) = U(X) ·XN−K + b(X) (1.14)

En divisant (1.14) par G(X) et sachant que + = − dans le corps GF(2m), on obtient :

U(X) ·XN−K

G(X)
= U(X) +

b(X)

G(X)
(1.15)

Ainsi, b(X) s'écrit bien comme le reste de la division de U(X) · XN−K par G(X), et à

partir de (1.14), le mot codé C(X) = U(X) ·G(X) comme la somme de U(X) ·XN−K et

du reste b(X). Le schéma de codage est alors simpli�é puisqu'il su�t de calculer ce reste.

Ce calcul peut être réalisé à l'aide de bascules et de registres à décalage. Le schéma de

codage est alors équivalent à la �gure 1.7 avec en entrée "in" le polynôme U(X) ·XN−K .

Sur ce schéma, les bj sont les valeurs prises par les di�érentes bascules du registre à

décalage. Elles évoluent en fonction des valeurs d'entrées "in" et de la position ouverte
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Fig. 1.7 � Représentation équivalente du codeur cyclique utilisée pour le codeur RS

ou fermée de l'interrupteur. Les gj sont les coe�cients du polynôme G(X), quotient de la

division. A la �n, les valeurs prises par les bj correspondent aux coe�cients du reste de la

division de l'entrée par G(X). Elles sont récupérées en sortie par un simple décalage avec

l'interrupteur en position fermée.

1.3.5 Décodage des codes RS et BCH

1.3.5.1 Principe général

Le principe général du décodage est le même pour les codes RS et les codes BCH. Il

s'agit tout d'abord de détecter la ou les erreurs de transmission à l'aide de l'évaluation

des syndromes. Ensuite, les erreurs sont localisées, évaluées puis corrigées. Dans le cas des

codes binaires tels que les BCH, l'évaluation et la correction des erreurs est immédiate

(un '0' doit être modifé en un '1' et inversement). Cependant, pour le décodage des codes

RS, une évaluation de l'erreur doit avoir lieu.

En utilisant la représentation polynomiale, chacune de ces étapes est détaillée ci-après.
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1.3.5.2 Détection d'erreurs

Soit V le mot reçu, celui-ci peut s'écrire à partir du mot codé C(X) :

V (X) = C(X) + E(X) (1.16)

en notant E(X) le polynôme d'erreurs introduites par le canal et s'écrivant d'une manière

générale comme :

E(X) = e0 + e1X + ...eiX
i + ...+ eN−1X

N−1 (1.17)

avec ei ∈ GF (2m) pour tout i ∈ [0, N − 1].

Lorsque ei 6= 0, cela signi�e qu'une erreur de transmission se trouve sur le symbole en

position i.

Si on estime le polynôme du mot reçu V (X) aux valeurs αi, i ∈ [1, 2t], on a :

V (αi) = C(αi) + E(αi) = E(αi) (1.18)

En e�et, rappelons que pour tout code BCH ou RS pouvant corriger jusqu'à t erreurs,

les αi, i ∈ [1, 2t] sont des racines du polynôme générateur G(X) c'est-à-dire G(αi) = 0.

Ainsi, C(αi) = U(αi) · G(αi) = 0. Le décodage est alors basé sur le syndrome calculé à

partir du mot reçu et dé�ni par un vecteur à 2t composantes :

S = [S1S2...S2t] (1.19)

avec Si = V (αi) = E(αi) , i ∈ [1, 2t]. Lorsque S est égal au vecteur nul, il n'y a pas

d'erreur. Lorsque certaines composantes de S sont non nulles, il y a des erreurs de
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transmission qui peuvent être éventuellement corrigées en fonction de leur nombre et

du pouvoir de correction du code.

1.3.5.3 Localisation et évaluation d'erreurs

En présence de t erreurs de transmission, le polynôme d'erreurs E(X) est de la forme :

E(X) = en1X
n1 + ...enjX

nj + ...entX
nt (1.20)

où les enj , j ∈ [1, t] sont des coe�cients non nuls prenant leurs valeurs dans le corps

GF(2m). Les composantes Si du syndrome peuvent donc s'écrire :

Si = E(αi) = en1

(
αi
)n1 + ...enj

(
αi
)nj + ...ent

(
αi
)nt

(1.21)

En posant Zj = αnj , l'écriture de (1.21) se simpli�e en :

Si = e1Z
i
1 + ...ejZ

i
j + ...etZ

i
t (1.22)

Pour déterminer la position des erreurs de transmission il reste à connaître les

valeurs des quantités Zj. Pour les corriger, il faut évaluer les coe�cients ej. On utilise

principalement pour cela des méthodes itératives et un décodage dur. Les deux algorithmes

de décodage durs les plus couramment employés sont l'algorithme de Berlekamp-Massey

[12,13] et l'algorithme d'Euclide [14].

Dans chacun de ces deux algorithmes de décodage, deux polynômes importants sont

recherchés : le polynôme localisateur d'erreurs, noté σ(X) et le polynôme évaluateur

d'erreurs ω(X). Le polynôme localisateur d'erreurs est utilisé pour déterminer la position

des erreurs. Les racines de ce polynôme sont par dé�nition les quantités 1
Zj
, il peut donc
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s'écrire :

σ(X) =
t∏

j=1

(1 +X) (1.23)

Le polynôme évaluateur d'erreurs permet de déterminer la valeur de l'erreur ej et est

dé�ni par :

ω(X) =
t∑

j=1

ejZj
σ(X)

1 + ZjX
(1.24)

De plus, les polynômes localisateur et évaluateur d'erreurs véri�ent la relation suivante

(1.25) :

σ(X) · S(X) = ω(X) (X2t) (1.25)

avec S(X) le polynôme associé au syndrôme dé�ni par (1.19). Cette relation (1.25)

s'appelle l'équation clé du décodage d'un code cyclique.

Les polynômes σ(X) et ω(X) sont obtenus itérativement à partir de la relation (1.25),

de manières di�érentes par chacun des algorithmes. Les étapes des algorithmes d'Euclide

et de Berlekamp-Massey sont détaillées en annexe B. Une fois les polynômes déterminés,

la correction des erreurs peut avoir lieu.

1.3.5.4 Correction des erreurs

Une erreur ej en position nj est déterminée à l'aide des polynômes σ(X) et ω(X).

En e�et, par dé�nition du polynôme localisateur d'erreur, on a σ(Z−1
j ) = 0. Ainsi, si on

évalue ω(X) en Z−1
j , on obtient :

ω(Z−1
j ) = ejZj

σ(X)

1 + ZjX

∣∣∣∣
X=Z−1

j

(1.26)
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L'expression (1.26) est indéterminée puisque σ(Z−1
j ) = 0 et le dénominateur (1 + ZjX)

vaut aussi 0 en X = Z−1
j . Pour obtenir l'expression de (1.26), il faut passer par les

dérivées des numérateur et dénominateur. Par dé�nition de la fonction dérivée, il vient

que : f
′(u)
g′(u)

= f(u)
g(u)

. En appliquant cette règle à (1.26) avec f(X) = σ(X) et g(X) = 1+ZjX

on a f ′(X) = σ′(X) et g(X) = Zj, d'où :

ω(Z−1
j ) = ejσ

′(Z−1
j ) (1.27)

A partir de (1.27), il vient alors que :

ej =
ω(Z−1

j )

σ′(Z−1
j )

(1.28)

Une fois chaque ej determiné, il su�t d'additionner le mot reçu V (X) qui s'écrit comme

C(X) + E(X) avec le mot d'erreur E(X) puisque dans ce cas on aura :

V (X) + E(X) = C(X) + E(X) + E(X) = C(X) (1.29)

Remarque : pour le cas des codes BCH, les coe�cients ei prennent comme valeur '0' ou

'1'. Ainsi, dès que l'erreur est localisée par σ(X), elle peut être corrigée en interchangeant

simplement '0' et '1'. Il n'est alors pas nécessaire de calculer le polynôme évaluateur

d'erreurs.

1.3.5.5 Conclusions

Les résultats obtenus à l'aide des deux algorithmes sont identiques en terme de

détection, évaluation et correction d'erreurs, puisqu'à l'issue des deux algorithmes, les

polynômes obtenus sont identiques, ou équivalents [42]. La di�érence réside dans le
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fait qu'au cours de l'algorithme de Berlekamp-Massey, on n'explicite pas les polynômes

Ri obtenus dans l'algorithme d'Euclide par divisions polynomiales. Ainsi, l'obtention

simultanée des polynômes σi et ωi nécessite environ deux fois moins de calculs qu'avec la

méthode d'Euclide [42].

Une autre méthode non présentée ici est une méthode directe (Peterson [11]) qui

consiste à résoudre un système non linéaire à 2t équations. Cependant la complexité de

cette méthode augmente avec le carré de t tandis qu'avec les méthodes itératives, elle

n'augmente que linéairement avec t.

En�n, d'autres méthodes de décodage basées sur un décodage souple ont été envisagées.

L'algorithme de Chase [43] est un exemple de ce type de décodage souple, sous-optimal.

D'autres types de décodages basés sur les treillis [44] ont aussi été envisagés mais

deviennent vites lourds pour de longues tailles de codes en blocs et n'ont pas été utilisés

dans cette étude.

1.3.6 Conclusion - Application des codes RS à l'optique

La théorie des codes RS et BCH repose sur les corps de Galois et ces deux grandes

familles de codes possèdent alors des caractéristiques communes. Leurs codage et décodage

s'e�ectuent de manière simple à l'aide d'opérations polynomiales. Ils font partie des codes

correcteurs d'erreurs dits de première génération. En e�et, les premiers déploiements de

codage correcteur d'erreurs pour les transmissions optiques sous-marines ont utilisé ce

type de codes [18�22].

La première réalisation datant de 1991, a consisté en un système de transmission

fonctionnant à 565 Mb/s avec un code BCH étendu : BCH(167,151) de redondance égale

à 10% [18] et pouvant corriger jusqu'à t = 2 erreurs par bloc. L'année suivante, une autre

démonstration utilisant les codes RS et fonctionnant à 2.5 Gb/s a été réalisée [19]. Une

32



1.3 Codes de Reed Solomon

transmission directe (sans répéteur) de 357 km a ainsi été mise en place.

En�n, l'introduction d'ampli�cateurs optiques de type EDFA (Erbium Doped Fiber

Ampli�er) a permis la réalisation en 1994 de systèmes de transmissions à plus longues

distances (6400 km [21]) et fonctionnant à des débits plus rapides (5 Gbs/s) [20,21].

Les normalisations ITU-G975 et G709 [23, 24] ont dé�ni un premier standard de

communication utilisant le code RS(255,239), t = 8 et appartenant à la classe m = 8

c'est-à-dire construit sur GF(28). A partir de ce code normalisé, plusieurs réalisations de

systèmes utilisant la concaténation du code RS(255,239) avec d'autres codes ont été mises

en place en vue d'améliorer les performances [25�27]. C'est ainsi qu'une version modi�ée

ITU-G975.1 [28] de la normalisation du code RS (255,239) est apparue en 2004 dé�nissant

des standards basés sur di�érentes concaténations de codes.

Finalement, le code RS(255,239) reste le code de référence le plus simple pour évaluer

par comparaison les performances de n'importe quel système correcteur d'erreurs. A ce

titre, l'annexe A fournit en détail les caractéristiques de construction de ce code ainsi que

des éléments du corps de galois GF(28) duquel il est issu. Les gains de codage obtenus avec

les codes LDPC présentés dans le paragraphe suivant seront ainsi comparés à ceux obtenus

avec les codes RS. Etant donné que la complexité du système de codage / décodage est

augmentée avec les codes LDPC, il est important d'évaluer l'amélioration qu'ils apportent

a�n de juger si elle est su�samment signi�cative pour privilégier ce type de code au

détriment des codes RS.
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1.4 Codes LDPC

1.4.1 Introduction

Les codes LDPC sont des codes correcteurs en blocs linéaires. Proposés en 1962 par

Gallager [2], ces codes n'ont pas immédiatement suscité un grand intérêt auprès de la

communauté de la théorie de l'information. Ce n'est que durant les années 1990 que

les codes de Gallager furent redécouverts, notamment par MacKay [45] qui a remis en

lumière l'intérêt des codes LDPC à l'aide des représentations et de l'approche récursive

de Tanner [15].

Le principe des codes LDPC est basé sur le contrôle de parité, un des systèmes de

contrôle les plus simples appelé bit de parité (ou VRC : Vertical Redundancy Check).

Dans ce schéma simple de codage, un bit supplémentaire (le bit de parité) est ajouté aux

K bits de données pour former le mot de code de taille N = K + 1. Généralement K =7

bits, ce qui forme un octet avec le bit de parité. Ce bit de parité prend une valeur ('0' ou

'1') telle que le nombre total de bits à '1' dans le mot de code soit pair. Ainsi, un '1' sera

ajouté si le nombre de bits du mot à coder est impair, un '0' dans le cas contraire. Ce

principe de base est étendu dans le cas des codes LDPC où plusieurs équations de parité

permettent de dé�nir la séquence redondante à ajouter. Ces équations sont regroupées

pour former la matrice de parité.

Chaque code LDPC est dé�ni par une matrice de parité unique H, de dimension

m × N . Il y a alors m équations de parité. Le nombre de '1' par ligne, appelé poids du

code, correspond au nombre de bits mis en jeu dans l'équation de parité.

La particularité des codes LDPC est que la matrice de parité est creuse, c'est-à-dire

qu'elle ne contient qu'un très faible nombre d'éléments non nuls, tandis qu'elle comporte

beaucoup de '0'. Ceci permet d'avoir un schéma de décodage simpli�é et donc un décodage
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rapide comparé aux autres types de codes en blocs usuels.

Une représentation classique de la matrice H se fait par un graphe de Tanner, aussi

appelé graphe bipartite, comme celui presenté �gure 1.8.

Fig. 1.8 � Représentation équivalente de la matrice de parité par le graphe de Tanner

Dans cette représentation, les carrés symbolisent les noeuds de parité, et leur nombre

correspond au nombre de bits participant à l'équation de parité. Il y en a donc autant que

de lignes dans la matrice H, c'est-à-dire m. Les ronds symbolisent les noeuds de variable,

et leur nombre correspond au nombre de bits incidents au décodeur qui sont testés par

les équations de parité, il y en a donc N (c'est-à-dire le nombre de colonnes de H).

Chaque bit à '1' dans la matrice de parité est représenté sur le graphe de Tanner par

une liaison entre le noeud de variable et le noeud de parité, correspondant à sa position

dans la matrice. Ainsi, si wc est le poids des colonnes de la matrice, chaque noeud de

variable est lié à wc noeuds de parité (dans l'exemple wc vaut 2). De même, si on note wl

le poids des lignes, chaque noeud de parité (ou noeud de contrôle) est lié à wl noeuds de

variable.

Lors du décodage, les opérations de contrôle de parité se représentent par des échanges

via ces liaisons entre les noeuds de variables et ceux de parité.

Le schéma de codage et décodage utilisant un algorithme itératif peut être représenté

d'une manière générale comme sur la �gure 1.9.
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Fig. 1.9 � Chaîne de transmission avec codage/décodage

L'émetteur comporte un bloc de codage qui réalise la multiplication de la donnée utile

avec la matrice génératrice. Cette opération d'encodage ne pose a priori pas de contraintes

particulières si ce n'est le fait de travailler sur des paquets de données de taille �xe imposée

par K (ou N).

Au niveau de la réception, un algorithme itératif dont le rôle est de déterminer la

séquence la plus probable, est mis en place. Une décision est prise sur les bits composant

le mot reçu et un test est e�ectué à chaque itération pour véri�er si le mot décidé est un

mot de code ou non. Cette opération est réalisée par la multiplication du mot décidé avec

la matrice H transposée de sorte à véri�er l'équation de parité. Tant que le mot décidé

n'est pas un mot de code et tant que le nombre maximal d'itérations n'est pas atteint,

les itérations se poursuivent. La pertinence de l'utilisation de codes LDPC repose sur

les caractéristiques des éléments du décodage qui sont principalement la structure de la

matrice de parité ainsi que l'algorithme de décodage utilisé.

Les paragraphes suivants présentent les méthodes de construction les plus courantes

ainsi que les algorithmes pour le décodage de codes LDPC, en se limitant aux codes LDPC

binaires. En�n, l'application des codes LDPC aux transmissions optiques permettra de

conclure sur ce type de codage correcteur d'erreurs.
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1.4.2 Méthodes de construction

1.4.2.1 Principe général

Pour la génération de codes LDPC, le principe est de construire à partir de la matrice

de parité H la matrice génératrice du code G. De part la propriété des codes linéaires,

la matrice génératrice du code admet une représentation systématique. On procéde de la

manière suivante pour la déterminer :

� Transformation de la matrice H sous la forme systématique H ′ = [I · A], où I

représente la matrice identité

� Calcul de G =
[
AT · I

]
Cette transformation sous la forme systématique se fait à l'aide d'éliminations suivant le

pivot de Gauss. A la �n de la transformation, la matrice H d'origine doit être soumise

au réarrangement des colonnes suivant les opérations e�ectuées durant l'élimination de

Gauss.

Deux cas possibles peuvent se présenter à la �n de la transformation :

� H ′ ne comporte pas de lignes dépendantes : dans ce cas la transformation aboutit

à une matrice identité de taille m×m. Par conséquent A est de taille (m×N −m)

et G de taille (N −m×N),

� H ′ comporte au moins 2 lignes dépendantes : dans ce cas, la transformation

fait apparaître des lignes tout à 0. Ces lignes sont supprimées et la matrice

transformée comporte moins de lignes. Soit L le nombre de lignes dépendantes

de H ′, la transformation aboutit à I de taille (m-L × m-L). A est alors de taille

(m− L×N − (m− L)), et G de taille (N − (m− L)×N).

Dans tous les cas, considérons que G est de dimension K × N , en posant K = N −

(m − L). Cela signi�e que pour un mot à coder U de K bits, on obtient un mot codé
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C[1×N ] = U[1×K] · G[K×N ] de taille N . La taille des paquets de bits à émettre va donc

dépendre de la matrice H utilisée et de la dépendance de ses lignes.

Une fois que H(m × N) et G(K × N) sont construites, on peut véri�er que, par

construction :

G ·HT = 0 (1.30)

L'équation (1.30) est l'équation de parité sous forme matricielle. Elle est équivalente à

l'ensemble des K équations de parité qui caractérisent le code LDPC(N,K). Dans ce cas,

si un mot codé C = U · G est reçu sans erreur, on a C · HT = 0, puisque C · HT =

(U ·G) ·HT = U · (G ·HT ) et G ·HT = 0.

Ainsi, la matrice H est utilisée pour véri�er la parité v ·HT = 0 où v est le mot reçu.

Si le résultat est non nul, une erreur est détectée et doit être corrigée. Comme le décodage

est basé sur la structure de la matrice de parité, la construction de cette dernière est une

étape très importante dans la génération d'un code.

Un critère ayant une in�uence importante sur la convergence du décodage est la

présence de cycles courts dans la matrice de parité. Un cycle d'ordre S est caractérisé par

le fait que S éléments à '1' dans la matrice se trouvent sur les mêmes S/2 lignes et colonnes

de telle sorte que les échanges entre les noeuds de contrôle et de variable correspondant

n'évoluent pas et ne convergent pas. En e�et, si des erreurs ont lieu sur les bits participant

au cycle, elles peuvent se "compenser" et ne pas être corrigées. Ce phénomène est illustré

dans la partie de ce chapitre consacrée au décodage. La taille du cycle le plus court dans la

matrice de parité (aussi appelé "girth") est ainsi une caractéristique importante puisque

les performances seront d'autant meilleures que ce cycle minimal est grand.

D'une manière générale, la matrice H peut être contruite selon une procédure

aléatoire ou bien déterministe. De plus, on distingue aussi les matrices dites régulières
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ou irrégulières. Ces deux notions sont dé�nies dans les paragraphes suivants avant d'être

détaillées par la suite à l'aide d'exemples de méthodes de construction parmi les plus

courantes.

Régulières - Irrégulières

Une matrice de parité est dite régulière lorsque le nombre de '1' par ligne et par colonne

est constant. Si au moins l'une de ces conditions n'est pas respectée, le code (ou la matrice)

n'est plus régulier mais irrégulier. On distingue alors les codes irréguliers par ligne des

codes irréguliers par colonne, mais un code peut être à la fois irrégulier par ligne et par

colonne. Si le poids des lignes et celui des colonnes ne sont pas constants, la matrice est

dite irrégulière. Si seul le poids des colonnes est constant, tandis que celui des lignes ne

l'est pas, la matrice est régulière par colonne et de même s'il s'agit des lignes.

Lorsqu'il s'agit de matrices irrégulières par ligne ou par colonne, on dé�nit le poids

comme la moyenne du nombre de '1' par ligne (ou par colonne). Pour de tels codes

irréguliers, le nombre de '1' par ligne (ou colonnes) est généralement choisi le plus uniforme

possible et donc proche du poids moyen.

Aléatoires - Déterministes

Les méthodes aléatoires consistent à placer les '1' dans la matrice de parité sur des

positions au hasard. A l'opposé les méthodes déterministes consistent à construire la

matrice selon une procédure particulière. Dans chacun des deux cas, le nombre de '1' par

ligne et par colonne peut être constant ou non. Il y a donc des codes aléaroires réguliers

ou irréguliers ainsi que des codes déterministes réguliers ou non.

Quelle que soit la structure de la matrice de parité, une opération de masquage de

matrice permet d'obtenir à partir d'un code LDPC un nouveau code aux propriétés

di�érentes. Cette opération revient à multiplier la matrice de parité du code d'origine

par une matrice de masquage composée par dé�nition de sous-matrices vides [46]. La
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conséquence est que certains '1' dans la matrice de parité sont supprimés ce qui implique

que le graphe de Tanner comporte moins de liaisons entre les noeuds. Ainsi, la longueur du

cycle le plus court a de fortes chances d'être augmentée et le code d'être plus performant.

1.4.2.2 Méthodes aléatoires

Le principe pour obtenir une matrice de parité avec une méthode de construction

aléatoire, est de créer une matrice vide de dimension souhaitée (N − K) × N puis d'y

placer des '1' aléatoirement sur les lignes et colonnes.

Cette méthode de construction présente l'avantage de ne pas imposer a priori de

contraintes sur les dimensions du code. Cependant, de manière à avoir un poids de lignes

wl et un poids de colonnes wc constants (codes réguliers) ou seulement uniformes (codes

non réguliers) il apparaît quelques contraintes, présentées dans les paragraphes suivants

pour des codes aléatoires, réguliers ou non réguliers.

a- Construction de codes réguliers aléatoires

Pour les codes dits réguliers, toutes les colonnes doivent avoir le même poids wc et toutes

les lignes doivent avoir le même poids wl. Ainsi, le nombre de '1' dans la matrice est donné

par n1 :

n1 = nc × wc = nl × wl (1.31)

où nc et nl sont respectivement le nombre de colonnes et le nombre de lignes et sont liés

aux dimensions du code LDPC(N,K) par : nc = N −K et nl = N .

On a alors la relation :

(N −K)× wl = N × wc (1.32)

Le poids des colonnes wc est généralement choisi assez faible (souvent 3) de manière à

avoir une matrice dite "creuse" c'est-à-dire qui ne possède pas beaucoup de '1'. Ainsi, la
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relation (1.32) n'est satisfaite que pour certaines valeurs des paramètres, N , K. En e�et,

on a :

wl
wc

=
N

N −K
(1.33)

Ainsi, si N et K sont �xés, on ne peut pas nécessairement satisfaire (1.33) avec une

contrainte supplémentaire sur wc (égal à 3 ou 4 par exemple) ou wl. Inversement, si wl

et wc sont �xés, (1.33) ne peut pas être satisfaite pour n'importe quelles valeurs de N

et K. Par la suite, on notera (Ns, Ks) les dimensions souhaitées du code et (N,K) les

dimensions réelles du code obtenu.

Pour construire un code LDPC régulier de poids de colonne wc et de ligne wl constants,

on peut citer 2 méthodologies : celle énoncée par Gallager [2] utilisant des sous-matrices

aléatoirement permutées ou la méthode la plus simple proposée par MacKay [45] où la

position de tous les éléments est indépendante.

Dans la première méthode, les poids wl et wc imposent de fortes contraintes sur les

dimensions (N,K) du code. Cette méthode est détaillée en annexe C.1.

Dans la deuxième méthode, présentée en annexe C.2, N est �xé, ainsi que le poids des

colonnes wc. La valeur deK est soumise à quelques contraintes, mais est choisie de manière

à s'approcher au mieux de la dimension souhaitée Ks. Finalement, le poids des lignes wl

est entièrement �xé par les trois autres paramètres.

b- Construction de codes non réguliers aléatoires

A partir de la méthode de MacKay (détaillée en annexe C.2), il est facile de construire

des codes non réguliers par ligne, mais réguliers par colonne. En e�et, la procédure est

identique à part la dernière étape uniformisant le poids des lignes qui n'est pas réalisée.

Une autre méthode pour construire des codes alétoires, irréguliers ou réguliers par

colonne ou par ligne consiste à suivre la méthode des deux vecteurs comme exposée par

Luby [47] et détaillée en annexe C.3.
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c- Post-traitement des matrices alétoires obtenues

A l'issue de chacune des méthodes citées, la matrice �nale obtenue doit être soumise à deux

étapes de post-traitement. Premièrement, certaines lignes de la matrice de parité peuvent

être linéairement dépendantes. S'il en existe, elles doivent être supprimées et le code aura

des dimensions légèrement di�érentes de celles déterminées lors de la construction.

La deuxième étape consiste à détecter la présence de cycles courts et à les supprimer

de manière à éviter une divergence de l'algorithme de décodage. En e�et, le caractère

aléatoire fait apparaître des cycles dans la matrice de parité. La �gure 1.10 représente un

exemple de cycle d'ordre 4 dans la matrice de parité ainsi que sa représentation équivalente

par le graphe de Tanner.

Fig. 1.10 � Exemple de cycle dans la matrice de parité et dans le graphe de Tanner
équivalent

Plus les cycles sont longs, plus ils sont di�ciles à détecter, mais moins ils ont d'in�uence

sur le décodage. Les plus simples à détecter sont les cycles d'ordre 4 correspondant à deux

colonnes ayant deux fois la même entrée. Les cycles d'ordres plus élevés correspondent

à des �gures particulières, plus di�ciles à repérer mais pouvant l'être en suivant une

méthodologie particulière [48]. Lorsqu'un cycle est détecté, un des '1' formant le cycle est
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supprimé.

Chacune de ces deux étapes conduit, suite à la suppression d'éléments non nuls dans

la matrice, à une matrice irrégulière même si elle a été construite de manière régulière.

Cependant, lorsque les dimensions de la matrice deviennent élevées ces étapes ne sont pas

nécessaires car la présence de cycles et de lignes dépendantes devient peu probable.

1.4.2.3 Méthodes déterministes

Contrairement aux méthodes aléatoires, les méthodes déterministes suivent une règle

de construction bien précise. Parmi ces méthodes déterministes, les plus connues sont les

constructions basées sur la géométrie �nie (Euclidienne ou projective) [32, 36, 39, 49] et

celles basées sur les BIBD (Balanced Incomplete Block Design) [38, 40, 41, 50]. D'autres

méthodes de constructions basées sur la structure des codes RS [51], des modèles

graphiques [52], des concepts algébriques [53] ou combinatoires [33,37] ont été envisagées.

L'intérêt d'adopter une méthodologie de construction particulière est d'éviter l'apparition

de cycles courts dus à la position aléatoire des '1' dans la matrice de parité. De plus,

tandis qu'on n'est pas sûr, à l'aide des méthodes de constructions aléatoires, d'obtenir

la matrice de taille et poids désirés, les matrices créées par des méthodes déterministes

correspondent parfaitement aux dimensions prévues. Cependant, la construction impose

certaines contraintes sur la dimension des codes notamment. Dans les paragraphes

suivants, deux méthodes basées sur les BIBD issues de [50] sont présentées. En e�et,

ces méthodes sont simples à implémenter et des études ont montré qu'elles conduisent à

de bonnes performances en terme de correction d'erreurs [38, 40,41,50].

a- Méthode BIBD simple

Les constructions BIBD sont basées sur les corps de Galois GF(q) où q est un nombre

premier. La valeur de q impose une condition sur la taille de la matrice de parité du code
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LDPC. En e�et, à partir de q, on dé�nit le corps de Galois GF(q), ainsi qu'un élément

primitif de ce corps noté x. Pour un même corps de Galois GF(q), di�érents codes BIBD

peuvent être construits. Leur dé�nition repose alors sur le poids imposé pour les colonnes

wc ainsi que sur le nombre de séquences BIBD di�érentes choisies pour former la matrice

de parité.

Le poids des colonnes wc dé�nit le nombre de '1' dans chaque séquence notée Bi de

longueur q. Ces séquences, composées de '0' et de '1' sont telles que l'intercorrélation

entre séquences soit au plus égale à 1. Pour une intercorrélation maximale de 1, le nombre

maximal de séquences di�érentes t est donné par : t =
⌊

q−1
wc·(wc−1)

⌋
.

Une fois wc et t déterminés, on construit à partir du nombre premier q, les séquences

Bi (i de 0 à t-1) selon la méthode expliquée ci-après.

� Si wc est pair : Bi = {0}∪{xiwc2 +jtwc (q)}j∈[0,1,..wc−2], on rappelle que la notation (q)

signi�e que l'opération a lieu modulo q.

� Si wc est impair : Bi = {xiwc−1
2

+jt(wc−1) (q)}j∈[0,1,..wc−1]

Avec cette notation, les séquences Bi sont dé�nies par la position des '1' dans la séquence.

Parmi les t di�érentes séquences Bi, α séquences sont choisies pour construire la

matrice de parité. Pour chacune de ces séquences de longueur q, il existe q permutations

circulaires, et chaque vecteur permuté constitue une colonne de la matrice de parité H.

Ainsi, la matrice de parité comporte q lignes et N = αq. La matrice de codage possédera

alors un nombre de lignes K et de colonnes N tous deux multiples de q. En e�et, la taille

(K ×N) est donnée par ((α− 1) · q × α · q).

Le rendement du code est alors R = K/N = (α− 1)/α.

Comme l'intercorrélation entre deux séquences est au maximum égale à 1, les cycles

d'ordre 4 ne peuvent pas apparaître, et ainsi les cycles les plus courts sont d'ordre 6. Un

exemple est donné �gure 1.11 avec q=13, w=3. Ceci impose t=2, et on a choisi α = t = 2.
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Fig. 1.11 � Exemple de matrice de parité construite avec la méthode BIBD

Les deux séquences sont B0 = {1, 3, 9} et B1={7, 8, 11}, les chi�res correspondant à la

position des 1 dans le vecteur Bi de longueur q. Les 13 premières colonnes de H sont

construites par permutations de B0. Les 13 suivantes sont construites par permutation de

B1.

b- Méthode BIBD par décomposition

Cette méthode de construction est basée sur le même principe que la méthode

précédente auquel est ajoutée une "décomposition" de la matrice �nale. Cela a pour

but de rendre la matrice plus aérée et donc de diminuer le nombre de cycles d'ordre 6.

Le principe de construction pour q nombre premier, et wc poids des lignes �xés, est le

suivant :

� Générer les t séquences Bi, i ∈ [0, t − 1] comme dans le cas de la méthode BIBD

simple.

� Pour chaque i de 0 à t − 1, construire les matrices carrées Qi par permutation de

la séquence Bi, c'est-à-dire : Q =
(
BiB

(1)
i ...B

(q−1)
i

)
avec B

(j)
i le vecteur de base Bi
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permuté j fois. Chaque matrice Qi est donc de taille q× q et possède wc éléments à

'1' par ligne et par colonne.

� Pour chaque matrice Qi, décomposer chacune de ses lignes en wc lignes. La première

ligne sera composée de '0' et d'un seul '1' à la position correspondant au premier '1'

de la ligne de Qi en question, à droite de, ou sur la diagonale de Qi. La deuxième

ligne possède un seul '1' à la position du deuxième '1' après la diagonale dans la

ligne de Qi et ainsi de suite jusqu'au w
ime
c . Si on indexe par k chaque ligne de Qi,

on notera gji,k la j
ime ligne de la décomposition de la ligne k de la matrice Qi.

� Construire les matrices Qi,j, pour j ∈ [0, wc − 1] à partir des gji,k de la manière

suivante :

Qi,j =



gji,0

gji,1

...

gji,q−1


Les t×wc matrices Qi,j , i ∈ [0, t− 1] et j ∈ [0, wc− 1] sont donc de dimension q× q

� Construire pour chaque j les matrices Dj à partir des Qi,j : Dj = (Q0,jQ1,j...Qn−1,j).

Ces matrices sont alors de taille q × (nq).

� En dernier lieu, construire la matrice de parité H de dimension (wcq)× (nq) à partir

des Dj :

H =



D0

D1

...

Dwc−1
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Cette dernière peut aussi s'exprimer à partir des Qi,j ou des gji,k :

H =



Q0,0 Q1,0 ... Qn−1,0

Q0,1 Q1,1 ... Qn−1,1

...

Q0,wc−1 Q1,wc−1 ... Qn−1,wc−1


=



g0
0,0 g0

1,0 ... g0
n−1,0

g0
0,1 g0

1,1 g0
n−1,1

... ...

g0
0,q−1 g0

1,q−1 g0
n−1,q−1

g1
0,0 g1

1,0 ... g1
n−1,0

g1
0,1 g1

1,1 g1
n−1,1

... ...

g1
0,q−1 g1

1,q−1 g1
n−1,q−1

... ... ... ...

gwc−1
0,0 gwc−1

1,0 ... gwc−1
n−1,0

gwc−1
0,1 gwc−1

1,1 gwc−1
n−1,1

... ...

gwc−1
0,q−1 gwc−1

1,q−1 gwc−1
n−1,q−1


1.4.2.4 Conclusions

Les codes LDPC sont classi�és en fonction des caractéristiques de la matrice de parité.

Plusieurs études ont été réalisées pour déterminer des structures permettant d'obtenir de

bonnes performances en terme de correction d'erreurs. La généralisation des codes LDPC

binaires aux codes M-aires c'est-à-dire dont les symboles sont composés de M bits a ainsi

été envisagée [35,54].

Cependant, en vue de l'insertion des codes LDPC dans de nouveaux standards de

transmission, la question de l'implémentation en pratique de tels codes a remis en jeu le

compromis e�cacité/complexité d'implémentation. En e�et, la complexité non seulement

47



Codes Correcteurs d'Erreurs

du codeur est un paramètre important mais aussi celle du décodeur. Certaines études

ont montré qu'une structure cyclique par exemple, peut largement simpli�er le décodeur

[55,56], ce qui dans le contexte optique devient un critère important. Dans ce contexte, les

codes LDPC binaires déterministes apparaissent �nalement comme un bon compromis.

Par la suite, nous utiliserons donc des codes LDPC déterministes basés sur la méthode

de construction BIBD.

1.4.3 Décodage

1.4.3.1 Principe général

L'algorithme optimal pour les codes LDPC est celui du maximum de vraisemblance

[2, 10]. Or, de part sa complexité, son implémentation n'est pas envisageable et ce type

de décodage optimal n'est jamais utilisé. D'autres méthodes de décodage basées sur un

décodage sous-optimal ont été mises en place. Ainsi, les algorithmes de décodage itératifs

basés sur la propagation de croyance, dits à transferts de messages ("Message Passing

Algorithm"), sont le plus couramment utilisés [16, 17, 57]. Comme le nom l'indique, ce

type d'algorithme est basé sur l'échange de messages entre les noeuds de variables et les

noeuds de parité. Les messages transmis donnent une indication sur la �délité des bits

reçus c'est pourquoi on parle de propagation de croyance. Le message émis d'un noeud de

variable vers un noeud de parité tient compte de la valeur de ce noeud de variable, ainsi

que des messages reçus à l'étape précédente des noeuds de parité à l'exception de celui

concerné par le message. Inversement, le raisonnement est identique en ce qui concerne

les messages émis par les noeuds de parité vers les noeuds de variable. A chaque itération,

une décision est prise au niveau des noeuds de variable pour former le message décidé v̂.

Un nombre maximal d'itérations est imposé de sorte que tant que ce nombre n'est pas
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atteint, si v̂ ·HT 6= 0 une nouvelle itération commence. Lorsque v̂ ·HT = 0, cela signi�e

que le mot décidé v̂ est un mot de code, et que la ou les erreurs sont censées être corrigées,

donc le décodage s'arrête.

Si le nombre maximal d'itérations est atteint et que v̂ ·HT 6= 0, le décodage échoue et il

y a au moins une erreur dans le paquet de N bits.

Le plus simple des décodages est celui réalisé en dur, traitant des valeurs binaires

obtenues après une détection à seuil. Ce type de décodage, moins utilisé que le décodage

souple, car conduisant à de moins bonnes performances, permet néanmoins de bien

comprendre le fonctionnement du transfert de messages et est présenté dans le paragraphe

suivant.

1.4.3.2 Décodage dur ou hard

Pour illustrer le principe de décodage, nous utilisons la représentation de Tanner de

la matrice de parité. Le principe, basé sur le contrôle du bit de parité est le suivant :

1. Initialisation des N noeuds de variable avec les valeurs du mot reçu. Chaque noeud

de variable émet sa valeur vers les wc noeuds de parité auquel il est lié.

2. A partir de toutes les informations reçues par les di�érents noeuds de variable,

chaque noeud de contrôle e�ectue la véri�cation (ou le contrôle) de parité (somme

des éléments reçus, hors celui du noeud de contrôle en question, modulo 2 = 0), et

renvoie à chaque noeud de variable la valeur nécessaire pour satisfaire cette équation

de parité par rapport aux autres noeuds de variable.

3. Chaque noeud de variable actualise la valeur à émettre aux noeuds de contrôle en

fonction des wl valeurs qu'il reçoit et de la valeur qu'il possédait avant, en choisissant

la valeur (0 ou 1) qui a la majorité.

4. Ces dernières valeurs constituent les valeurs décidées sur les noeuds de variable. Si

49



Codes Correcteurs d'Erreurs

elles sont identiques à celles établies au tour précédent, l'algorithme s'arrête. Sinon,

il recommence à l'étape 2.

Fig. 1.12 � Exemple de décodage à partir du graphe de Tanner

Illustrons cet algorithme avec l'exemple représenté �gure 1.12. Sur cette �gure, on note

vi, i ∈ {0, 1, ..., 7} les noeuds de variable et ci, i ∈ {0, ..., 3} les noeuds de contrôle (ou de

parité).

On suppose que le mot codé émis est u = [10010101], et que l'on reçoit le mot suivant,

avec le deuxième bit erroné v = [11010101]. Pour chacune des étapes de l'algorithme,

nous allons évaluer les valeurs présentes aux di�érents noeuds.

1. Initialisation :

v0 = 1, v1 = 1, v2 = 0, v3 = 1, v4 = 0, v5 = 1, v6 = 0, v7 = 1.

Les noeuds de contrôle reçoivent (⇐) les informations via les liaisons :

c0 ⇐ 1 (de v1), 1 (de v3), 0 (de v4), 1 (de v7)

50



1.4 Codes LDPC

c1 ⇐ 1 (de v0), 1 (de v1), 0 (de v2), 1 (de v5)

c2 ⇐ 0 (de v2), 1 (de v5), 0 (de v6), 1 (de v7)

c3 ⇐ 1 (de v0), 1 (de v3), 0 (de v4), 0 (de v6)

2. Chaque noeud de contrôle renvoie (⇒) à chaque noeud de variable la valeur

nécessaire pour satisfaire l'équation de parité.

Pour le noeud de contrôle c0 :

⇒ 0 à v1 car
∑

i 6=1 vi = 1 + 0 + 1(2) = 0

⇒ 0 à v3 car
∑

i 6=3 vi = 1 + 0 + 1(2) = 0

⇒ 1 à v4 car
∑

i 6=4 vi = 1 + 1 + 1(2) = 1

⇒ 0 à v7 car
∑

i 6=7 vi = 1 + 1 + 0(2) = 0

De même pour les autres noeuds :

c1 ⇒ 0 (à v0), 0 (à v1), 1 (à v2), 0 (à v5)

c2 ⇒ 0 (à v2), 1 (à v5), 0 (à v6), 1 (à v7)

c3 ⇒ 1 (à v0), 1 (à v3), 0 (à v4), 0 (à v6)

3. Chaque noeud de variable décide de la valeur à émettre au tour suivant vers les

noeuds de contrôle (0 ou 1) selon la majorité :

v0, initialement à 1 a reçu 0 de c1 et 1 de c3 donc v0=1

De même pour les autres noeuds :

v1 = 0, v2 = 0, v3 = 1, v4 = 0, v5 = 1, v6 = 0, v7 = 1

4. Dans ce cas, toutes les valeurs décidées sur les noeuds de variable ne sont pas

identiques à l'état précédent, un nouveau tour a alors lieu. Remarquons qu'à l'issue

de ce premier tour, l'erreur sur le bit c1 a été corrigée. Ainsi, le tour suivant, les

valeurs des ci seront toutes identiques à celles obtenues à l'issue de ce tour, et

l'algorithme s'arrêtera, en ayant corrigé l'erreur.
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La matrice de l'exemple précédent présente un cycle d'ordre 4 entre les éléments

c0, v3, v4, c3. Dans l'exemple précédent, le mot reçu erroné a été corrigé, le cycle n'a

donc pas eu d'in�uence sur le décodage. Nous allons voir à travers l'exemple suivant

les conséquences que ce cycle peut avoir sur le décodage.

On suppose que le mot reçu possède 2 bits erronés aux positions du cycle, c'est-à-dire

en v3 et v4 : v = [10001101]. Dans ce cas, les di�érentes étapes conduisent à :

1. Initialisation :

v0 = 1, v1 = 0, v2 = 0, v3 = 0, v4 = 1, v5 = 1, v6 = 0, v7 = 1.

Les noeuds de contrôle reçoivent (⇐) les informations via les liaisons :

c0 ⇐ 1, 0, 1 et 1

c1 ⇐ 1, 1, 0 et 1

c2 ⇐ 0, 1, 0 et 1

c3 ⇐ 1, 0, 1 et 0

2. Chaque noeud de contrôle renvoie (⇒) à chaque noeud de variable la valeur

nécessaire pour satisfaire l'équation de parité.

c0 ⇒ 0 (à v1), 1 (à v3), 0 (à v4), 0 (à v7)

c1 ⇒ 0 (à v0), 0 (à v1), 1 (à v2), 0 (à v5)

c2 ⇒ 0 (à v2), 1 (à v5), 0 (à v6), 1 (à v7)

c3 ⇒ 1 (à v0), 0 (à v3), 1 (à v4), 0 (à v6)

3. Chaque noeud de variable décide la valeur 0 ou 1 selon la majorité :

v0 = 1, v1 = 0, v2 = 0, v3 = 0, v4 = 1, v5 = 1, v6 = 0, v7 = 1

4. Dans ce cas, toutes les valeurs décidées sur les noeuds de variables sont identiques

au tour précédent, l'algorithme s'arrête donc. Or le mot n'a pas du tout été corrigé.

Ceci est dû au fait que les erreurs sont paires et qu'elles sont situées sur les noeuds

de variables correspondant aux positions du cycle, donc elles se compensent.
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1.4.3.3 Décodage souple ou soft

Le décodage souple implanté en pratique est le décodeur somme-produit, utilisant le

principe de la propagation de croyance, ou "Belief Propagation" [16, 17, 57]. Dans cet

algorithme, les messages transportés entre les noeuds de variable et de contrôle sont des

probabilités estimées sur la �abilité de chacun des bits reçus. Plus particulièrement, chaque

noeud de variable vj envoie à chaque noeud de contrôle ci, la probabilité que la valeur

correcte du bit soit un 0 ou soit un 1, en fonction de la valeur de vj ainsi que des valeurs

communiquées au tour précédent par les noeuds de contrôles ci′(i
′ 6= i). De même les

noeuds de parité envoient aux noeuds de variable une probabilité calculée à partir des

valeurs communiquées au tour précédent par les noeuds de variable vj′(j
′ 6= j) ainsi que

de la valeur antérieure de ce noeud de parité.

A chaque itération, une valeur est décidée au niveau des noeuds de variable pour chaque

variable à partir des messages reçus, et l'opération v̂ ·HT est e�ectuée pour véri�er si le

résultat donne 0. Les itérations continuent si ce n'est pas le cas (jusqu'au nombre maximal

d'itérations).

Les itérations successives conduisent à des multiplications entre les probabilités d'où

des résultats numériques très faibles qui peuvent être erronés par les imprécisions de

calcul. C'est pourquoi les messages sont généralement échangés sous forme de rapport de

vraisemblance dans le domaine logarithmique (LLR : Logarithmic Likelihood Ratio). Dans

ce cas, les opérations e�ectuées sont des additions, ce qui enlève le problème d'imprécision

des calculs.

Notons que, de la même manière que pour le décodage hard, la présence de cycles

engendre des divergences de calcul c'est pourquoi il faudra les éviter.
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Les deux versions de l'algorithme BP (échanges de probabilité ou de LLR) sont

détaillées en annexe D.

1.4.3.4 Conclusions

La réduction de la complexité du décodage est non seulement recherchée au niveau des

méthodes de constructions de code, mais aussi au niveau des algorithmes de décodages

choisis sous-optimaux. Dans ce cadre, des études portant conjointement sur la structure,

les performances, et l'implémentation ont été réalisées [55,56].

Dans cette thèse, nous nous focaliserons par la suite pour l'évaluation des performances

sur l'algorithme de décodage souple à propagation de croyance (BP).

Le paragraphe suivant donne une conclusion sur l'application des codes LDPC aux

transmissions optiques.

1.4.4 Conclusion - Application des codes LDPC aux

transmissions optiques

Les codes LDPC ont fait l'objet de nombreuses études appliquées aux canaux de

transmissions optiques [30�41]. Dans [30], le modèle utilisé pour caractériser le canal

optique est le plus simple c'est-à-dire le modèle AWGN. Les autres travaux ont pris

en compte à l'aide d'un simulateur système di�érentes perturbations propres au canal

optique telles que le bruit d'émission spontanée, les non-linéarités de la �bre, la dispersion

chromatique ainsi que l'interférence entre symboles [31].

D'autre part, di�érentes familles de codes LDPC ont été étudiées. Des codes obtenus

à partir de considérations combinatoires ont été envisagés dans [32, 33, 37]. Ces codes

possèdent un cycle le plus court au moins égal à 6 et présentent aussi l'avantage d'avoir

une construction simple, qui nécessite une faible capacité de mémoire au niveau de
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l'implémentation. Ce type de code conduit à des performances intéressantes, qui sont

comparées dans [32] à d'autres types de codes. Plus particulièrement, [32] compare les

performances de codes structurés, obtenus à partir des combinatoires [33, 37] mais aussi

de la géométrie �nie [36,39], aux performances de turbo-codes et de codes RS concaténés.

Les résultats montrent que la dégradation de performances due au calcul quanti�é des

LLR n'est pas signi�cative et que les codes LDPC sont tout à fait compétitifs par rapport

aux autres. En e�et, il est établi dans [36] que les résultats en terme de gain de codage

sont meilleurs de 2 dB environ avec les codes LDPC basés sur la géométrie �nie par

rapport aux codes RS concaténés. Par comparaison au code de référence RS(255,239),

l'amélioration avec des codes LDPC de redondance environ égale à 20 %, est de 3-4 dB.

Les codes étudiés dans [38, 40, 41] sont eux aussi des codes structurés, mais basés

sur la méthode de contruction BIBD. Les codes BIBD ont par construction un cycle

minimal de taille 6 mais un algorithme [38] peut être utilisé pour supprimer ces cycles,

et obtenir par conséquent des codes de cycle minimal de taille 8. Ces codes possèdent des

caractéristiques intéressantes en vue d'une implémentation tout en assurant de bonnes

performances [38,40,41].

D'autres types de codes LDPC possédant diverses propriétés ont aussi été étudiés

pour les communications optiques. Les performances des codes LDPC étendus aux codes

non binaires sont présentées dans le cadre d'une transmission optique dans [35]. Les codes

LDPC "généralisés" obtenus à partir de codes linéraires simples (Hamming, BCH, RS, ...)

sont étudiés dans [34]. Initialement inventés par Tanner [15], ils n'ont pas fait l'objet de

nombreuses études avant 1999 [58]. L'application des codes LDPC généralisés à l'optique,

envisagée pour des codes construits de manière aléatoire ou déterministe a montré des

résultats satisfaisants en terme de gain de codage [34].

En�n, des résultats récents [31] combinant les codes LDPC avec une modulation DPSK
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M-aire ainsi qu'un entrelacement ont con�rmé l'intérêt de l'application des codes LDPC

à l'optique puisqu'une liaison fonctionnant à 100 Gb/s a été envisagée.

Les codes LDPC représentent donc en réalité une très large famille de codes, issus

de di�érentes méthodes de construction et dont les performances en terme de gain de

codage se sont révélées très intéressantes pour les transmisssions optiques. L'algorithme

de décodage, utilisant une méthode itérative et des échanges de valeurs issues de calculs

simples (sommes et produits) est particulièrement bien adapté à l'application sur des

circuits électroniques ayant un temps de calcul très rapide, et donc aux transmissions

optiques haut débits.

Au niveau des di�érentes méthodes de construction, les méthodes déterministes ont

été retenues pour leur application à l'optique pour des raisons d'architecture du décodeur.

Les résultats en terme de gain de codage étant tout à fait comparables entre ces di�érentes

méthodes déterministes, nous nous sommes focalisés par la suite sur l'une d'entre elle :

la méthode issue de la technique BIBD. En e�et, d'une part, la structure quasi cyclique

est intéressante pour l'implémentation de codes de tailles importantes, et d'autre part, la

possibilité de supprimer les cycles d'ordre 6 apparaît comme un atout pour une éventuelle

amélioration du système.

1.5 Conclusion

Au cours de ce chapitre, les notions de base sur les codes correcteurs d'erreurs ont

été présentées. Les codes en blocs sont mieux adaptés aux communications optiques que

les codes convolutifs qui imposent des contraintes de délai. Parmi les codes en blocs, les

deux familles de codes RS et LDPC ont été plus particulièrement présentées. A�n d'en

évaluer les performances, ces deux derniers types de codes sont appliqués par la suite aux
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communications optiques dans deux cas d'études di�érents.

Le premier cas, étudié dans le chapitre suivant, repose sur l'insertion de codes

correcteurs dans une communication sur �bre optique dans le cadre d'un réseau à

topologie anneau proposé par l'ANR ECOFRAME (Eléments de COnvergence pour

les Futurs Réseaux d'Accès et MEtropolitains haut débit) [59]. Ce réseau utilise une

technique d'accès WDM, et on suppose que les interférences entre longueurs d'ondes sont

inexistantes. Cependant, dans ce cas, ce sont les éléments optiques et opto-électroniques

présents le long de la chaîne de transmission qui apportent des imperfections sur le canal

et donc qui sont sources d'erreurs de transmission. L'objectif de cette étude est de fournir

une solution électrique à base de codes correcteurs d'erreurs permettant de relâcher les

contraintes sur les éléments optiques du réseau et de diminuer ainsi le coût global du

réseau.

Une autre application du codage correcteur d'erreurs aux communications optiques est

présentée au cours du dernier chapitre, dans le cadre de l'accès multiple par répartition

de codes. Dans ce cas, et contrairement au cas précédent, des erreurs de transmission

sont inévitablement dues à l'accès multiple. Ainsi, le canal est fortement perturbé par

ces interférences et possède une statistique di�érente du canal considéré dans le réseau

ECOFRAME. L'étude d'une solution utilisant le codage correcteur d'erreurs à l'aide des

codes RS et LDPC est réalisée dans ce contexte. Grâce à la réduction signi�cative du Taux

d'Erreur Binaire (TEB), cette solution rend envisageable l'utilisation de l'accès multiple

par répartition de code. De plus, une application utilisant le codage correcteur est proposée

dans un système optique à répartition de code pour di�érencier à la fois les utilisateurs

mais aussi les services, c'est-à-dire proposer des débits et des TEB di�érents à di�érents

utilisateurs.
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2.1 Introduction

2.1 Introduction

Les réseaux de communication utilisant la �bre optique, maintenant largement

déployés, font encore l'objet de nombreuses recherches. L'objectif commun de ces études

est d'améliorer le système de transmission pour le rendre non seulement plus performant

en termes de débit et de Taux d'Erreur Binaire (TEB) mais aussi moins coûteux.

En e�et, d'une manière générale, lors de son parcours le long d'une �bre optique, le

signal lumineux est soumis principalement aux phénomènes d'atténuation, de dispersion

(chromatique et de polarisation), et aux e�ets non linéaires (Kerr, Raman-Brillouin) [60].

Tous ces phénomènes déforment les impulsions lumineuses transmises, qui à l'arrivée, ont

perdu de la puissance et sont étalées dans le temps. En fait, pour un réseau d'accès, limité

à de courtes distances ces phénomènes n'ont pas d'impact signi�catif sur les erreurs en

détection [61]. Cependant, dès qu'on considère des distances un peu plus importantes,

comme dans le cadre d'un réseau métro-accès par exemple, ils peuvent avoir un impact

sur le signal transmis et limiter les performances. Sur de très longues distances (pouvant

aller jusqu'à 1000 km), ces perturbations ont un impact important puisque les impulsions

successives dans le temps peuvent interférer entre elles.

De plus, chacun des éléments optiques et opto-électroniques composant la chaîne de

transmission constitue une source de bruit par rapport au signal utile transmis. Lors de

la détection, des erreurs apparaissent et sont d'autant plus nombreuses que le signal utile

est perturbé c'est-à-dire que le canal de transmission est bruité.

Les e�ets de ces di�érentes perturbations peuvent être limités en utilisant des

composants précis et peu générateurs de bruits. Cependant, cette solution est coûteuse

et d'autres voies sont recherchées. Une solution pour compenser la dégradation de

performances due au canal de transmission consiste à insérer un système de codage

correcteur d'erreurs. Toutes les opérations de codage et décodage s'e�ectuent plus
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facilement dans le domaine électrique et peuvent ainsi être réalisées de manière peu

coûteuse.

De plus, de récentes études ont permis de montrer la capacité des circuits électroniques

de type DSP (Digital Signal Processing) ou FPGA (Field Programmable Gate Array) à

assurer ce genre d'opérations [55]. Le bloc de codage se situe alors à l'émission avant la

conversion électro-optique tandis que le bloc de décodage se situe après la conversion en

réception, mais avant la prise de décision.

Les caractéristiques de chacun des éléments de la chaîne de transmission que nous

considérons comme ayant un impact sur le canal sont décrits dans le paragraphe suivant.

Pour rendre compte des imperfections dues aux éléments de la chaîne de transmission,

deux modèles sont envisagés par la suite pour modéliser le canal optique : le modèle

classique additif gaussien AWGN (Additive White Gaussian Noise) et un modèle à

statistique χ2 (aussi noté chi − 2). L'étude des performances est réalisée en présence

de codage correcteur d'erreurs de type RS et LDPC sur chacun des deux canaux.

Une application du codage correcteur d'erreurs est illustrée dans le contexte du projet

ANR ECOFRAME (Eléments de COnvergence pour les Futurs Réseaux d'Accès et

MEtropolitains haut débit) [59] visant à assurer un débit de transmission élevé tout en

apportant une correction d'un TEB de 10−5 à 10−12.

2.2 Chaîne de transmission optique

2.2.1 Emetteur

On considère que le canal de propagation est un canal unipolaire, basé sur la puissance

optique, et que les données émises ('0' ou '1') sont équiprobables. De plus, la modulation

la plus simple est envisagée, c'est-à-dire une modulation On O� Keying (OOK).

62



2.2 Chaîne de transmission optique

Au niveau de l'émission, la conversion électro-optique des données à émettre sur la �bre

peut être réalisée par un laser à semi-conducteur (appelé aussi diode laser) ou une diode

LED (Light Emitting Diode). Les lasers possèdent une meilleure e�cacité et �abilité, ainsi

qu'une faible surface d'émission de la lumière. Cette dernière caractéristique est adaptée

aux communications par �bre optique dont le diamètre est très étroit (de l'ordre de 60µm).

De plus, les lasers sont capables d'avoir un spectre d'émission plus étroit que les LED. Or,

dans le cadre de transmissions WDM, les spectres d'émissions doivent être étroits pour

qu'il n'y ait pas d'interférence entre longueurs d'ondes. L'étude se ramène alors au cas

d'une transmission mono-utilisateur mettant en oeuvre une seule longueur d'onde.

Les sources lasers envisagées pour l'optique sont des sources dites cohérentes, dont

le temps de cohérence est inversement proportionnel à la largeur du spectre d'émission

de la source [62]. Pour une source purement monochronatique, le temps de cohérence

est théoriquement in�ni puisqu'il n'y a qu'une composante spectrale. Une source dite

cohérente possède donc un spectre d'émission étroit et un grand temps de cohérence.

Cependant, cette caractéristique peut varier d'une source à l'autre et, selon le contexte

envisagé, une source cohérente peut �nalement avoir un temps de cohérence peu important

devant le temps bit. La cohérence de la source a un impact sur la manière dont se

combinent plusieurs champs optiques di�érents au niveau du récepteur. Cependant, dans

le cadre d'une transmission mono-utilisateur, la cohérence n'aura pas d'impact puisqu'un

seul champ optique est incident au niveau du détecteur.

Chaque laser est caractérisé par un courant de seuil Iseuil (�gure 2.1). Au dessus

de cette valeur, l'émission est dite stimulée et la puissance de la lumière émise est

proportionnelle au courant d'entrée. De part la structure physique du laser, en dessous du

courant de seuil, une faible émission de lumière a lieu. Ce phénomène inévitable dû à la

génération aléatoire de photons s'appelle l'émission spontanée (Spontaneous Emission).
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Fig. 2.1 � Caractéristique Puissance - Courant du laser

L'émission spontanée génère un bruit d'amplitude (ou RIN : Relative Intensity Noise)

ainsi qu'un bruit de phase. Le bruit d'amplitude, (dé�ni en fait comme un bruit de

puissance) se traduit par des �uctuations de la puissance optique autour de sa valeur

moyenne. Le bruit de phase est lié à la largeur de la raie, traduisant le fait que le laser n'est

pas parfaitement monochromatique. D'autres phénomènes indirectement liés à l'émission

spontanée tels que des �uctuations de phase ou de fréquence instantanée (e�et de "chirp")

peuvent aussi perturber le signal transmis. L'étude réalisée dans cette thèse se limite au

bruit d'émission spontanée sans considérer les bruits qui en découlent.

La modulation directe des données, c'est-à-dire lorsque les données à émettre

constituent le courant d'entrée, correspond au cas où la zone d'émission stimulée est

utilisée pour faire varier la puissance lumineuse émise en fonction des données. Pour de

hauts débits (supérieurs à 2.5 Gb/s), une autre solution est la modulation externe où dans

ce cas, le laser émet en permanence un signal optique, qui est modulé en sortie par un

modulateur externe reposant sur le principe d'absorption de la lumière.
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Dans les deux cas, la puissance émise pour une donnée '0' n'est jamais parfaitement

nulle. En e�et, l'émission spontanée existe lors de la modulation directe, et en modulation

externe, l'absorption de la lumière pour un '0' émis n'est jamais totale. L'émission est

alors caractérisée par un rapport d'extinction en entrée ERin, correspondant au rapport

des puissances optiques d'émission pour un '1' et pour un '0' :

ERin =
A2

1

A2
0

(2.1)

Ce rapport, généralement exprimé en dB (ERin(dB) = 10 · log (ERin)) est une donnée

caractéristique du système. Dans le cas idéal où il n'y a pas d'émission spontanée ou bien

si le modulateur externe fonctionne de manière parfaite, A0 = 0 et le rapport ERin est

in�ni.

Par la suite, sans préciser le type de modulation (directe ou externe), nous considèrerons

que l'émission est caractérisée par un rapport ERin.

2.2.2 Fibre optique

Lors de sa propagation le long de la �bre, le signal subit des dégradations dues à

l'atténuation, la dispersion, et aux e�ets non linéaires. L'atténuation correspond à la

réduction de la puissance moyenne du signal. Dans un réseau où l'atténuation peut avoir

une in�uence importante, elle est souvent compensée par l'insertion d'ampli�cateurs,

qui comme nous le verrons dans le paragraphe suivant perturbent eux aussi le signal

transmis. Les e�ets de dispersion (chromatique et de polarisation) conduisent à un

étalement temporel des impulsions transmises le long de la �bre. Pour compenser ces

e�ets de dispersion, on utilise généralement des �bres compensatrices DCF (Dispersion

Compensating Fiber) qui possèdent une dispersion négative. Les e�ets non-linéaires
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principaux sont l'e�et Kerr et l'e�et Raman-Brillouin qui se traduisent par une

dépendance entre la phase du signal et sa puissance et conduisent ainsi à une auto-

modulation de phase. Ces e�ets sont peu importants lorsque la puissance injectée est

faible.

Dans l'étude réalisée, nous considèrerons la �bre optique comme idéale ce qui signi�e

que l'impact de ces e�ets (atténuation, dispersion, non-linéarités) sur la nature de la

statistique du signal transmis est négligé. Une étude plus précise pourrait néanmoins

mettre en relation ces e�ets avec les paramètres de la statistique envisagée.

2.2.3 Ampli�cateurs

Dans les canaux optiques, le bruit d'émission spontanée dû au laser, bien que faible

à l'émission, peut se retrouver fortement ampli�é de part l'utilisation d'ampli�cateurs

optiques sur la liaison (SOA : Semiconductor Optical Ampli�er, EDFA : Erbium-

Doped Fiber Ampli�ers, ou Raman). De plus, chaque ampli�cateur optique ampli�e

non seulement le bruit présent en amont, mais génère aussi une émission spontanée de

lumière [60]. Ce bruit global nommé bruit d'émission spontanée ampli�é (ASE : Ampli�ed

Spontaneaous Emission) est indépendant du signal utile. Comme sa densité spectrale de

puissance est pratiquement constante [60], il est assimilé par la suite à un bruit blanc

additif gaussien (AWGN).

2.2.4 Circuit de réception

En ce qui concerne la réception, on considère une détection directe réalisée à l'aide

d'un photodétecteur. Le circuit de réception peut être décomposé en trois parties : la

détection comportant le photodétecteur suivi d'un préampli�cateur, l'ampli�cation, et la

prise de décision.
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Au niveau de la détection, les photodétecteurs les plus couramment employés dans les

systèmes de communication par �bre optique sont les photodiodes PIN (PIN signi�ant

qu'elle est composée d'une jonction P-N où est insérée une couche peu ou non dopée

constituant ainsi le matériau intrinsèque noté I) et les photodiodes APD (photodiodes

à avalanche ou Avalanche PhotoDiode) [60]. Chaque photodiode est caractérisée par sa

sensibilité S, exprimée en Ampères par Watt, dé�nissant le rapport du photocourant

(courant généré par la photodiode) Iph sur la puissance optique Popt incidente. Le courant

Iph est donc proportionnel à la puissance lumineuse, ce qui signi�e que la puissance du

signal électrique est proportionnelle au carré de la puissance optique. Il s'agit donc d'une

détection quadratique dont la loi de détection s'écrit de la manière suivante :

Iph = S · Popt = S · |E(t)|2 (2.2)

avec S la sensibilité de la photodiode, et E(t) le champ optique incident.

Le signal est ensuite ampli�é de manière supposée linéaire sur la plage d'utilisation de

l'ampli�cateur avant d'être intégré sur le temps bit.

En notant le temps bit T = 1/Be avecBe la bande passante électrique de la photodiode,

la variable décisionnelle est donc obtenue comme suit :

Y =
1

T

∫
T

Iphdt =
1

T

∫
T

S |E(t)|2 dt (2.3)

La variable décisionnelle est �nalement comparée à un seuil de décision pour déterminer

si le signal reçu correspond à un '1' ou un '0' initialement émis.

Les éléments électroniques présents dans le circuit d'ampli�cation et dans celui de

décision génèrent deux sortes de bruits : le bruit thermique et le bruit de grenaille appelé

plus couramment "shot noise", qui ont pour conséquence une �uctuation du photocourant
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autour de sa valeur moyenne [60]. Le bruit thermique généré par l'agitation aléatoire des

électrons sous l'action de la chaleur est principalement provoqué par les résistances du

circuit de réception et peut être assimilé à un processus gaussien. Le "shot noise" est lié à

la nature discrète du champ optique qui génère ainsi une succession discrète et aléatoire

d'électrons dans le photocourant. Ce bruit a une statistique poissonienne, qui peut être

également approchée par une loi gaussienne [60].

Dans les cas étudiés, on suppose que ces deux bruits sont négligeables par rapport aux

bruits présents avant détection. En e�et, ils peuvent être minimisés en faisant un choix

judicieux de la photodiode et des composants électroniques du circuit de décision.

2.2.5 Conclusions

Etant donné l'ensemble des perturbations générées par les di�érents éléments opto-

électroniques, le canal optique est fortement bruité, et le signal utile détecté est toujours

dégradé. Le modèle le plus simple pour caractériser le signal reçu est un modèle considérant

l'ensemble des perturbations avant détection comme un bruit blanc additif gaussien. Ce

modèle est réaliste si on considère l'ASE prédominant. Or, la conversion opto-électronique

suivant une loi quadratique engendre des battements ("beatings") entre les di�érentes

composantes de bruit et du signal mais aussi entre celles du bruit lui-même. Ainsi, la

distribution de la variable de décision suit une loi particulière non gaussienne. Puisqu'on

considère que le bruit global avant détection est de nature additive gaussienne, les

battements causés par la détection quadratique font apparaître des variables gaussiennes

élevées au carré, dont la moyenne dépend du signal émis. Par dé�nition, la variable

résultante possède une distribution de type χ2, centrée ou non-centrée en fonction des

données émises.

Pour caractériser l'ensemble du canal optique, on considèrera donc dans un premier
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temps un modèle simple de type AWGN (Additive White Gaussian Noise) puis un modèle

à statistique χ2, tous deux présentés dans les paragraphes suivants.

2.3 Modèles de canal

2.3.1 Modèle AWGN

2.3.1.1 Dé�nition et modélisation du canal

On considère dans un premier temps que le canal est AWGN, c'est-à-dire que

le signal reçu au niveau de la prise de décision est constitué du signal émis auquel

est ajouté un bruit blanc gaussien. Ce bruit modélise de manière la plus simple

possible l'ensemble des bruits pertubant le signal, qu'ils proviennent de l'émission,

de la transmission ou de la détection. Le bruit global est entièrement caractérisé par

sa variance obtenue comme la somme des variances des di�érents bruits supposés

tous gaussiens et indépendants (bruit d'émission spontanée, bruit thermique, bruit de

battement entre le signal et le bruit, bruit de battement entre le bruit et lui-même,...) [60].

Au niveau de la prise de décision, la variable décisionnelle Y est directement égale à

Y = r = e+ n, où e correspond au signal utile et n est une variable de bruit suivant une

distribution gaussienne, de moyenne nulle et de variance σ2. Ainsi, la variable décisionnelle

Y suit la loi normale, de variance σ2 et de moyenne mY = e dépendant du bit émis i = 0

ou 1. La �gure 2.2 représente la modélisation du canal.
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Fig. 2.2 � Modélisation du canal AWGN

2.3.1.2 Caractéristiques mathématiques

La densité de probabilité d'une variable X à statistique gaussienne, de moyenne nulle

et de variance σ2 s'exprime de la manière suivante [63] :

pX(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 (2.4)

Si la moyenne de la variable gaussienne X de variance σ2 est non nulle (m = 〈X〉 6= 0),

la distribution est normale non-centrée. La densité de probabilité de X est donnée par :

pX(x) =
1√
2πσ

e−
(x−m)2

2σ2 (2.5)

La �gure 2.3 représente un exemple de densité de probabilité d'une variable suivant la loi

gaussienne non-centrée (m = 0.5) et de variance σ2 = 0.1. Une telle densité de probabilité

est symétrique, centrée en m = 0.5. La largeur de la gaussienne est d'autant plus grande

que σ augmente.

2.3.1.3 Paramètres de simulation

Les performances sur canal AWGN sont généralement évaluées en fonction du rapport

signal à bruit S/B exprimé en dB. Le S/B dépend directement de la variance du bruit

global σ2 et de la puisssance utile moyenne par bit transmis.

Par la suite, les simulations numériques ne tiennent pas compte de la notion de temps

70



2.3 Modèles de canal

Fig. 2.3 � Densité de probabilité pX(x) d'une loi gaussienne avec σ2 = 0.1 et m = 0.5

puisque le signal émis est représenté comme une succession de bits. Cela revient à e�ectuer

une normalisation, de telle sorte que la puissance contenue dans le bit soit égale à l'énergie

de celui-ci.

Par dé�nition, si Es est l'énergie moyenne du signal par bit et En l'énergie moyenne du

bruit par bit, on a :

S/B(dB) = 10 · log

(
Es
En

)
(2.6)

Si on note A l'amplitude du signal utile correspondant à un '1' émis et si on considère

que pour un '0' émis l'amplitude vaut 0, l'énergie utile moyenne par bit transmis est :

Es = p (i = 0) · 02 + p (i = 1) · A2 (2.7)

En considérant une émission équiprobable de '0' et de '1', (c'est-à-dire p (i = 0) =

p (i = 1) = 1/2), l'énergie utile moyenne par bit transmis dans le cas non codé est alors :
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Es = A2/2. De plus, comme on considère une transmission en bande de base, la densité

spectrale de puissance du bruit est σ2 = N0/2 d'où En = N0 = 2 · σ2.

Le S/B s'exprime alors en fonction de la variance par :

S/B(dB) = 10 · log

(
A2

4σ2

)
(2.8)

Pour le cas codé, il faut prendre en compte l'ajout des N −K bits de redondance dans le

calcul de l'énergie utile moyenne par bit transmis. En e�et, l'énergie moyenne émise pour

un paquet de taille N est de A2N/2. Sachant que parmi les N bits, seuls K font partie des

données utiles, l'énergie moyenne par bit utile est alors égale à : A2N/(2K). Le rapport

S/B dans le cas codé devient :

S/B(dB) = 10 · log

(
A2N

4Kσ2

)
(2.9)

Ainsi, en simulation, il faudra choisir le rapport signal à bruit du système (codé ou non

codé). La variance du bruit AWGN sur la liaison est ensuite obtenue à partir de l'équation

(2.8) pour le cas non-codé ou (2.9) pour le cas codé. Avant d'étudier les performances sur

canal AWGN, un canal plus réaliste dont la statistique est basée sur un modèle de type

χ2 est présenté.

2.3.2 Modèle χ2

2.3.2.1 Justi�cation du modèle

La détection quadratique, de part l'élévation au carré des di�érentes composantes

du signal reçu, modi�e la statistique du signal. Le modèle à statistique χ2 traduit par

dé�nition la somme de carrés de variables à statistique gaussienne.
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Dans le modèle χ2 développé, on considère que le bruit global avant la photodétection

est AWGN. Le signal se propageant sur la liaison r(t) est donc tel que :

r(t) = e(t) + n(t) (2.10)

où e(t) correspond au signal émis et n(t) au bruit AWGN.

En utilisant la représentation complexe des signaux, et en notant ωc la pulsation

correspondant au signal utile, le signal e(t) peut s'écrire, pour t dé�ni sur un intervalle

de durée égale au temps bit T comme :

e(t) = A · ejωct (2.11)

A représente l'amplitude du champ optique correspondant au signal utile. Cette valeur

est réelle et supposée constante pour un '1' ou un '0' émis durant le temps bit T .

Le bruit AWGN n(t) (principalement dû à l'ASE comme nous l'avons vu

précédemment) peut être représenté par sa notation complexe et donc décomposé en

série de Fourier pour t dé�ni sur un intervalle de durée T :

n(t) =
∞∑
k=0

nk · ejωkt (2.12)

avec ωk = 2π·k
T

les pulsations contenues dans la décomposition. Dans cette notation, les nk

sont des variables gaussiennes centrées complexes, toutes indépendantes entre elles. Les

termes ejωkt de la série de Fourier forment une base orthonormale par rapport au temps,

et sont donc tels que : ∫
T

ejωkt · ejωltdt = δkl (2.13)
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avec δkl la fonction de Kronecker qui vaut 1 si k = l et 0 sinon.

Avant d'être reçu par le photodétecteur, on considère que le signal passe par

di�érents ampli�cateurs optiques et éventuellement par un �ltre optique en réception. Les

ampli�cateurs optiques possèdent une bande passante limitée et ne régénèrent le signal

que dans cette bande. Soit Bo la bande passante la plus étroite entre celle imposée par les

ampli�cateurs ou le �ltre, on note f1 et f2, les fréquences de coupures basse et haute de

cette bande passante. De plus, on suppose que Bo est un multiple de la bande passante

électrique Be = 1/T . Avec M entier naturel, on a alors :

Bo = f2 − f1 = MBe =
M

T
(2.14)

Le signal en sortie du �ltre optique (ou de la chaîne optique ampli�ée) s'écrit �nalement

de la manière suivante sur un intervalle de durée T :

rf (t) = e(t) +

k1+M∑
k=k1

nk · ejωkt (2.15)

avec k1 indice qui correspond à la fréquence de coupure f1 = k1/T .

L'équation (2.15) correspond à l'expression du signal juste avant le photodétecteur.

Après la loi quadratique de la photodétection, en posant la sensibilité de la photodiode S

égale à 1, le photocourant résultant Iph(t) est obtenu comme le module au carré du signal

reçu rf (t) selon (2.2) :

Iph(t) = |rf (t)|2 =

∣∣∣∣∣A · ejωct +

k1+M∑
k=k1

nk · ejωkt
∣∣∣∣∣
2

(2.16)

Le photocourant est ensuite intégré sur le temps bit T de manière à constituer la variable
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décisionnelle Y selon (2.3) :

Y =
1

T

∫ T

0

Iph(t)dt

=
1

T

∫ T

0

∣∣∣∣∣A · ejωct +

k1+M∑
k=k1

nk · ejωkt
∣∣∣∣∣
2

dt (2.17)

En développant les termes, et de part la linéarité de l'intégrale, il vient :

Y =
1

T

∫ T

0

A2dt+
1

T

∫ T

0

k1+M∑
k=k1

|nk|2 dt

+
1

T

∫ T

0

A · ejωct
k1+M∑
k=k1

n∗k · e−jωktdt+
1

T

∫ T

0

A · e−jωct
k1+M∑
k=k1

nk · ejωktdt (2.18)

Etant donné que les ejωkt forment une base orthonormale, seuls les termes pour k = c

subsistent dans les deux dernières sommes après l'intégration, et l'expression de Y se

résume à :

Y = A2 +

k1+M∑
k=k1

∣∣n2
k

∣∣+ A(n∗c + nc) (2.19)

En notant n
(r)
k et n

(i)
k les parties réelles et imaginaires des composantes de bruit nk, il

vient :

Y = A2 +

k1+M∑
k=k1

(
n

(r)
k

2
+ n

(i)
k

2
)

+ 2A · n(r)
c (2.20)

Dans l'équation (2.20), trois termes apparaissent : le premier correspond au signal

utile, le deuxième au battement bruit/bruit provoqué par la détection quadratique, et

le dernier au battement signal/bruit. Ces deux derniers termes peuvent être considérés

comme un bruit de battement ou "beat noise". Cependant, l'appellation beat noise est

généralement préférée pour désigner des battements entre la donnée désirée et les données

de signaux interférents.
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S'il s'agit d'un '0' émis avec une amplitude A du champ correspondant exactement

nulle, seul le terme indépendant du signal reste, c'est-à-dire
k1+M∑
k=k1

(
n

(r)
k

2
+ n

(i)
k

2
)

représentant le battement bruit-bruit. Sachant que chaque composante de bruit est une

variable gaussienne centrée, cette somme correspond à une somme de 2M variables

gaussiennes de moyennes nulles, élevées au carré donc par dé�nition à une variable χ2

centrée d'ordre 2M .

Dans le cas général, s'il s'agit d'un '1' émis ou si on considère que la puissance

correspondant à un '0' n'est pas exactement nulle (A 6= 0), on peut écrire l'expression

(2.20) de la manière suivante :

Y =

k1+M∑
k=k1

(
n

(r)
k +

A√
2M

)2

+

(
n

(i)
k +

A√
2M

)2

(2.21)

Dans cette expression, on voit que la variable décisionnelle s'écrit comme une somme

de 2M variables gaussiennes, de variances égales à celles des composantes de bruit n
(r)
k et

n
(i)
k et de moyennes égales à mk = A√

2M
, donc toutes identiques mais dépendantes de A

donc du signal émis.

Par dé�nition, la variable décisionnelle a alors une statistique de type χ2 non centrée

d'ordre 2M (nombre de termes de la somme). Le paramètre de non-centralité s2 est dé�ni

d'une manière générale comme la somme des moyennes au carré des di�érentes variables :

s2 =
2M∑
k=1

m2
k (2.22)

Dans le cas considéré, le paramètre de non-centralité est directement égal à : s2 = A2.

Finalement, au niveau du circuit de décision, la variable reçue possède ainsi dans

tous les cas une statistique χ2, centrée ou non suivant les caractéristiques du signal émis.

L'ordre de la distribution est donné par n = 2M = 2Bo/Be avec Bo et Be les bandes
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passantes optique et électrique du circuit de décision.

S'il s'agit d'un '1' ou d'un '0' émis, les composantes gaussiennes constituant la variable

décisionnelle ont une variance identique mais des moyennes di�érentes, ce qui établit que

le canal est asymétrique.

Ces résultats sont en accord avec ceux exposés par [64] qui énonce que dans le contexte

optique, le rapport entre la bande passante optique et la bande passante électrique (ici noté

M) permet de dé�nir la dimension n de l'espace complexe contenant le signal transmis :

n = 2M .

De plus, nous verrons par la suite que le modèle χ2 se justi�e lorsque des simulations

physiques sont e�ectuées pour obtenir la statistique du canal ECOFRAME.

2.3.2.2 Caractéristiques mathématiques

Densité de probabilité

Soit Y une variable suivant une distribution de type χ2 non centrée d'ordre n :

Y =
n∑
k=1

X2
k . (2.23)

Les Xk, k = 1, 2, ...n sont des variables aléatoires gaussiennes de variance σ2 et de

moyennes respectives 〈Xk〉 = mk.

Si les moyennes ne sont pas nulles, le paramètre de non centralité de la distribution

est dé�ni par :

s2 =
n∑
k=1

m2
k. (2.24)

La densité de probabilité de la variable Y à statistique χ2 non centrée est nulle pour y < 0,
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et s'exprime, pour y ≥ 0 [63] :

pY (y) =
1

2σ2

( y
s2

)(n−2)/4

e−(s2+y)/(2σ2)In/2−1

(√
y
s

σ2

)
(2.25)

Où Iα(x) représente la fonction de Bessel de première espèce d'ordre α exprimée par :

Iα(x) =
∞∑
k=0

(x/2)α+2k

k!Γ(α + k + 1)
, x ≥ 0 (2.26)

et où Γ(p) est la fonction Gamma, dé�nie pour p entier di�érent de 0, par :

Γ(p) = (p− 1)! (2.27)

Si les moyennes sont toutes nulles, alors s2 = 0 et la variable Y a une statistique χ2 centrée.

Pour obtenir la densité de probabilité de Y , on ne peut pas remplacer directement s = 0

dans l'expression précédente puisque s est au dénominateur. En remplaçant la fonction

de Bessel par son expression (2.26), il vient :

pY (y) =
1

2σ2

y(n−2)/4

s(n−2)/2
e−(s2+y)/(2σ2)

∞∑
k=0

(√
y s

2σ2

)n/2−1+2k

k!Γ(n/2 + k)
(2.28)

D'où en rassemblant les termes relatifs à s :

pY (y) =
1

2σ2
y(n−2)/4e−(s2+y)/(2σ2)

∞∑
k=0

(√
y

2σ2

)n/2−1+2k

s2k 1

k!Γ(n/2 + k)
. (2.29)

En évaluant cette expression quand s = 0, tous les termes de la somme sont nuls, sauf

pour k = 0, et il vient :

pY (y) =
1

2σ2
y(n−2)/4e−y/(2σ

2)

(√
y

2σ2

)n/2−1
1

Γ(n/2)
. (2.30)
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La densité de probabilité pour une variable suivant une statistique χ2 centrée s'exprime

�nalement de la manière suivante, pour y ≥ 0 :

pY (y) =
1

2n/2σnΓ
(

1
2
n
)yn/2−1e−y/(2σ

2). (2.31)

Un exemple de densité de probabilité pour une variable suivant une statistique χ2

non-centrée ayant pour paramètres σ2 = 0.05 et s2 = 0.5 est représenté sur la �gure 2.4

pour n=2, 8 et 20.

Fig. 2.4 � Densité de probabilité pY (y) d'une variable à statistique χ2 avec σ2 = 0.05 et
s2 = 0.5

Pour les mêmes valeurs de n, un autre exemple représentant les densités de probabilités

obtenues pour une variance plus élevée (σ2 = 0.1 et s2 = 0.4) sont représentées �gure 2.5.

Ces di�érentes courbes montrent tout d'abord que pour une variance du bruit σ2 �xée,

plus l'ordre du χ2 est élevé plus la courbe est décentrée vers la droite. En e�et, comme
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Fig. 2.5 � Densité de probabilité pY (y) d'une variable à statistique χ2 avec σ2 = 0.1 et
s2 = 0.4

expliqué dans le paragraphe suivant, la moyenne de la variable χ2 résultante augmente

avec la variance du bruit σ2 [63]. On remarque aussi que pour des valeurs élevées de n,

la densité de probabilité se rapproche d'une loi gaussienne, même si on note dans tous

les cas une dissymétrie plus ou moins importante (la partie droite de la "cloche" est

plus haute que la gauche). Pour de faibles valeurs de n (n = 2 par exemple), la densité

de probabilité est très éloignée d'une gaussienne puisque la dissymétrie augmente. Dans

le cas où σ2 = 0.1, la présence d'une importante discontinuité dans la fonction pY (y)

montre qu'il est impossible d'approximer cette densité de probabilité par une gaussienne.

Ce phénomène, moins important dans le cas σ2 = 0.05, doit toutefois être pris en compte

lorsqu'on souhaite caractériser précisément le signal reçu.

Moyenne et variance de la variable χ2

La moyenne et la variance de la variable résultante Y s'expriment à partir des moyennes
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et variances des variables gaussiennes Xk composant Y par [63] :

mY = nσ2 + s2 (2.32)

σ2
Y = 2nσ4 + 4σ2s2 (2.33)

sachant que le paramètre de non-centralité s2, donné par l'équation (2.24) dépend des

moyennes des Xk.

A partir de ces expressions, on retrouve le fait que pour une valeur �xée de σ2, la

moyenne et la variance sont d'autant plus élevées que n est grand. Ainsi, pour comparer

les statistiques des variables χ2 dont l'ordre n di�ère, il peut être intéressant de les tracer

pour σ2
Y constant au lieu de σ2. En e�et, dans ce cas, les statistiques peuvent toutes

caractériser un phénomène de même variance σ2
Y .

Pour cela, à partir de (2.33), il faut déterminer l'expression de σ2 en fonction de σ2
Y .

Cela se traduit par la résolution d'une équation du second degré s'écrivant :

σ4 +
2s2

n
σ2 − σ2

Y

2n
= 0 (2.34)

La seule solution positive est donnée par :

σ2 =

√
σ2
Y + 2s4/n√

2n
− s2

n
(2.35)

Un exemple est présenté sur la �gure 2.6 avec σ2
Y = 0.5 et s2 = 0.5. Les variances des

composantes gaussiennes Xk sont obtenues à partir de (2.35) et valent : σ
2(n = 2) = 0.125

, σ2(n = 8) = 0.117 et σ2(n = 20) = 0.0875.

On remarque alors que les courbes sont toutes de largeurs comparables entre elles (la
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Fig. 2.6 � Densité de probabilité pY (y) d'une variable à statistique χ2 avec σ2
Y = 0.5 et

s2 = 0.5

variance résultante σ2
Y est constante) et que seule la moyenne de Y dépend de n. De plus,

pour de faibles valeurs de n, par exemple n = 2 on retrouve le phénomène de discontinuité

qui n'apparaît pas pour des valeurs plus élevées.

2.3.2.3 Modélisation du canal

Pour modéliser le canal χ2, on va donc associer à chaque donnée émise i = 0 ou 1

une variable aléatoire suivant la loi du χ2 d'ordre n = 2Bo
Be

avec pour paramètre de non

centralité s2 = A2
i où Ai est l'amplitude du champ émis pour la donnée i. Pour cela, il faut

générer n = 2M = 2Bo
Be

variables gaussiennes Xk de moyenne communem
(i)
k = m(i) = Ai√

2M

et de variance σ2 pour former la variable Y =
n∑
k=1

X2
k .

Pour l'émission de la donnée '0', on distingue deux cas possibles : le cas idéal où

lorsqu'un '0' est émis, l'amplitude du champ A0 vaut 0, et le cas réel où A0 vaut une
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certaine valeur non nulle.

Cas idéal : A0 = 0

Lorsqu'il s'agit d'un '0' émis, pour chaque valeur de k, les composantes du signal sont

nulles : xk = 0 et la moyenne de Xk = xk + αk est alors nulle (m(0) = 0). Dans ce cas,

s2
0 = nm(0)2 = A2

0 = 0 et il su�t de générer n = 2M variables gaussiennes Xk de moyenne

nulle (m(0) = 0) et de variance σ2, a�n de calculer Y =
n∑
k=1

X2
k .

Cas réel : A0 6= 0

On suppose ici que l'émission d'un symbole '0' correspond en réalité à un champ

d'amplitude A0 (A0 << A1). Dans ce cas, xk = A0/
√
n et il faut générer n = 2M

variables gaussiennes Xk de moyenne m(0) = xk = A0/
√
n et de variance σ2. La quantité

obtenue en formant Y =
n∑
k=1

X2
k représente la variable χ2 associée à la donnée émise.

Dans tous les cas, pour l'émission d'un '1', la génération de la variable χ2 se fait de la

même manière que pour un '0' tel que A0 6= 0, en remplaçant la moyenne des variables

gaussiennes par m(1) = A1/
√
n.

Finalement, une modélisation du canal χ2 peut se résumer par une fonction f (voir

�gure 2.7) qui à chaque valeur i valant '0' ou '1' a�ecte une variable f(i) selon l'expression

suivante :

f : i 7→ f(i) = Y =
n∑
k=1

X2
k

Xk variable gaussienne(m
(i), σ2)

(2.36)

2.3.2.4 Paramètres de simulation

Les paramètres nécessaires à la simulation d'une transmission unipolaire sur un canal

de type χ2 se résument �nalement à :

� n = 2Bo/Be : ordre du χ
2
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Fig. 2.7 � Modélisation du canal χ2

� σ2 : variance des variables gaussiennes

� A2
1 : puissance d'un '1' émis (ou m(1) = A1√

n
)

� A2
0 : puissance d'un '0' émis (ou m(0) = A0√

n
)

On dé�nit généralement les paramètres de non-centralité normalisés δ1 et δ0 par :

δi =
A2
i

σ2 .

Dans les simulations réalisées, les valeurs sont normalisées par rapport à la puissance

des '1' émis, c'est-à-dire on pose A2
1 = 1. Dans ce cas, les paramètres d'entrée du

programme sont :

� n

� δ1

� δ0

Les paramètres permettant de générer les variables à statistique χ2 sont ensuite

déterminés par :

� A2
1 = 1 (ou m(1) = 1√

n
)

� σ2 = 1
δ1

� A2
0 = δ0 · σ2 (ou m(0) = σ

√
δ0
n
)

Les performances sont ensuite représentées pour une valeur donnée de n en fonction

des deux paramètres caractéristiques qui sont :

� le taux d'extinction ERin (par dé�nition donné par (2.1) : ERin =
A2

1

A2
0
),

� le facteur de qualité Q, assimilable à un rapport signal à bruit électrique et dé�ni
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par :

Q =
I1 − I0

σ1 + σ0

. (2.37)

Les valeurs I1 et σ2
1 (respectivement I0 et σ2

0) sont les moyennes m
(i)
Y et variances (σ

(i)
Y )2

de la variable reçue ayant une statistique χ2 lorsqu'il s'agit d'un '1' (respectivement d'un

'0') émis, et pouvant s'exprimer avec (2.32) et (2.33).

Ces paramètres sont souvent exprimés en dB en prenant respectivement : 10log(ERin)

et 20log(Q).

Chacun de ces indicateurs est lié aux paramètres d'entrée du programme avec, pour

le taux d'extinction : ERin = δ1
δ0
.

Et, pour le paramètre Q :

Q =
δ1 − δ0

√
2n
(√

1 + 2δ1/n+
√

1 + 2δ0/n
) (2.38)

Dans le cas idéal où s2
0 = A2

0 = 0, le taux d'extinction tend vers l'in�ni ERin =∞, et Q

s'exprime par : Q = δ1√
2n
(

1+
√

1+2δ1/n
) .

On peut remarquer que dans le cas symétrique (canal AWGN), on a I1 = A, I0 = 0 et

σ1 = σ0 = σ d'où :

QAWGN = 20log

(
A

2σ

)
= 10log

(
A2

4σ2

)
= S/B (2.39)

Ainsi, dans ce cas, le paramètre Q correspond au S/B dé�ni par (2.8) dans le cas du canal

AWGN.
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2.4 Performances avec un modèle AWGN

2.4.1 Introduction

Dans cette partie, les performances obtenues sur un canal AWGN comme décrit

précédemment sont étudiées. Pour cela, une chaîne de simulation en C a été mise en place

a�n d'évaluer les TEB. Ces simulations sont e�ectuées selon la méthode de Monte-Carlo,

c'est-à-dire en itérant un très grand nombre de fois la même expérience (ici : émission -

réception d'un bit) pour avoir un nombre signi�catif d'événements recherchés (ici : des

erreurs de transmissions).

Dans une première partie, les performances obtenues lors d'une transmission simple

sans codage correcteur d'erreurs sont présentées et comparées aux performances théoriques

a�n de valider la chaîne de simulation. Ensuite, deux cas de transmission sur canal AWGN

avec un codage correcteur d'erreurs sont étudiés, l'un utilisant les codes RS, l'autre les

codes LDPC.

2.4.2 Performances dans le cas non codé

2.4.2.1 Expression de la probabilité d'erreur

On considère une émission équiprobable de '1' et de '0' ainsi qu'une modulation OOK.

La variable reçue Y = r = e + n est la somme du signal émis e et d'une contribution de

bruit n, suivant la loi de probabilité décrite par (2.4) et caractérisée par une variance σ2.

Le signal émis e s'écrit : e = A · i avec i = 0 ou 1 la donnée émise et A l'amplitude du

signal. La variable décisionnelle Y est directement égale à r.

La densité de probabilité de la variable reçue Y = r prend alors l'allure représentée

�gure 2.8 (avec Y normalisé par rapport à A, et σ2 = 0.1).
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Fig. 2.8 � Exemple de densité de probabilité pour la variable reçue, avec σ2 = 0.1 pour
un canal AWGN

Soit S le seuil de décision, la probabilité d'erreur s'écrit :

Pe = 1
2
p (Y > S| i = 0) · p(i = 0) + p (Y < S| i = 1) · p(i = 1)

Pe = 1
2
p (A · i+ n > S| i = 0) + 1

2
p (A · i+ n < S| i = 1)

(2.40)

Cette relation peut s'exprimer à l'aide de la variable de bruit n dont on connaît la densité

de probabilité :

Pe =
1

2
p (n > S) +

1

2
p (n < S − A) (2.41)

Pour une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle (2.4), la probabilité que cette

variable dépasse la valeur S est exprimée de manière simple à l'aide de la fonction d'erreur

complémentaire :

p (n > S) =
1

2
erfc

(
S√
2σ

)
(2.42)
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En appliquant (2.42) à (2.41), il vient :

Pe =
1

2

(
erfc

(
S√
2σ

)
+ erfc

(
A− S√

2σ

))
(2.43)

Dans ce cas, il est possible de démontrer que le seuil optimal de détection qui minimise

la probabilité d'erreur est égal à la valeur médiane entre l'amplitude des symboles émis,

c'est-à-dire ici A/2. Ainsi, la probabilité d'erreur par bit pour le seuil optimal S = A/2

est égale à :

Pe(OOK,AWGN) =
1

2
erfc

(
A

2σ
√

2

)
(2.44)

Sachant que le rapport signal à bruit S/B est donné par (2.6) avec Es = A2

2
et que σ2 = N0

2
,

la probabilité d'erreur (2.44) peut aussi s'écrire en fonction du S/B :

Pe(OOK,AWGN) =
1

2
erfc

(√
S/B

2

)
(2.45)

Un tracé de la probabilité d'erreur théorique est représenté sur la �gure 2.9 en fonction

du S/B. Notons que, par rapport au cas d'une émission bipolaire, les résultats sont

identiques, mais décalés de 3dB par rapport au S/B (conversion unipolaire / bipolaire).

2.4.2.2 Résultats de simulations

Le principe de la simulation peut être schématisé comme suit :

� Emission aléatoire et équiprobable d'une donnée binaire ('0' ou '1').

� Ajout d'une variable aléatoire dont la statistique suit la loi normale de moyenne

nulle et de variance σ2, déterminée à partir du rapport S/B �xé par l'utilisateur.

� Prise de décision par rapport à un seuil (seuil optimal = 0.5).

� Comparaison du bit décidé avec le bit émis pour comptabiliser les erreurs.
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Fig. 2.9 � Probabilité d'erreur théorique sur canal AWGN

Ce principe est itéré un grand nombre de fois de manière à obtenir un nombre d'erreurs

su�samment signi�catif et à évaluer le Taux d'Erreur Binaire avec :

TEB =
Nombre de bits erronés

Nombre de bits émis
(2.46)

Les TEB obtenus par simulation avec le seuil optimal sur canal AWGN sont représentés

�gure 2.10 avec, pour comparaison, la courbe théorique de la probabilité d'erreur.

Les résultats théoriques et simulés sont bien concordants, ce qui permet de valider

la chaîne de transmission de base utilisée par la suite pour évaluer les performances des

di�érents codes correcteurs d'erreurs sur ce type de canal. En e�et, comme nous le verrons

dans les paragraphes suivants, il n'est pas toujours évident de déterminer la probabilité

d'erreur théorique lorsqu'on utilise des codes correcteurs et les TEB seront alors évalués

uniquement par simulation.
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Fig. 2.10 � TEB obtenus par simulation sur canal AWGN

2.4.3 Performances avec les codes RS

2.4.3.1 Expression de la probabilité d'erreur

Le taux d'erreur binaire (TEB) d'une transmission utilisant les codes RS peut

être obtenu de manière approchée comme décrit dans les normes ITU-T [23, 24]. Le

raisonnement est décrit ci-après. Soit PUE la probabilité d'erreur non corrigible, le TEB

après codage, ou TEBOUT peut s'exprimer avec :

TEBOUT = 1− (1− PUE)
1
m (2.47)

où on rappelle que m correspond au nombre de bits par symboles dé�nissant la classe du

code RS (N = 2m − 1).

Les erreurs deviennent non corrigibles lorsqu'elles sont trop nombreuses par rapport

au pouvoir de correction du code. Ainsi, la probabilité d'erreur non corrigible PUE peut

s'exprimer à partir de la probabilité d'erreur dans un mot PSE et de t, nombre maximum
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d'erreurs corrigibles :

PUE =
N∑

i=t+1

i

N

 N

i

 (PSE)i (1− PSE)N−i (2.48)

La probabilité d'erreur dans un mot PSE peut elle aussi être mise en relation avec le TEB

avant codage TEBIN de la manière suivante :

TEBIN = 1− (1− PSE)
1
m (2.49)

A partir de l'expression (2.49), on peut extraire PSE :

PSE = 1− (1− TEBIN)m (2.50)

Avec ces expressions, le TEB avec codage (TEBOUT ) est obtenu à partir du TEB avant

codage (TEBIN) en remplaçant (2.50) dans (2.48) puis dans (2.47).

On peut aussi exprimer le TEB codé en fonction du S/B sachant que sur canal AWGN,

le TEB non codé est lié au S/B non codé noté ici S/Bu par (2.45). De plus, comme nous

l'avons vu , le S/B dans le cas codé intègre un facteur N/K par rapport au S/B non codé,

c'est-à-dire :

S/B = S/Bu ·
N

K
(2.51)

En remplaçant l'expression de TEBIN (2.45) dans (2.50), il vient :

PSE = 1−

(
1− 1

2
erfc

(√
S/B ·K

2 ·N

))m

(2.52)

Ainsi, le TEB codé est déterminé en calculant PSE à l'aide de (2.52), puis PUE avec (2.48)
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et TEBOUT avec (2.47) comme précédemment.

Des approximations peuvent être faites sous certaines conditions :

� Si PUE << 1, (2.47) devient :

TEBOUT =
1

m
PUE (2.53)

Cette simpli�cation permet d'éviter d'obtenir des valeurs erronées nulles pour

TEBOUT lorsque PUE est trop faible. En e�et, dans ce cas, (1− PUE)
1
m se trouve

arrondi à 1 et l'expression (2.47) donne un résultat nul.

� Si PSE << 1, les termes (PSE)i dans (2.48) deviennent négligeables pour i > t + 1

donc seul un terme reste et (2.48) peut se simpli�er en :

PUE =
t+ 1

N
·

 N

t+ 1

 (PSE)t+1 (1− PSE)N−(t+1) (2.54)

� Si TEBIN << 1, alors (2.50) devient :

PSE = m · TEBIN (2.55)

Suivant la valeur du S/B et les paramètres du code RS, chacune de ces conditions peut être

valable ou non, et l'obtention du TEB codé peut être obtenu à l'aide des approximations.

Les résultats théoriques obtenus avec m = 8 pour les codes RS(255, K), pour

di�érentes valeurs de K, sont représentés �gure 2.11 en fonction du rapport signal à bruit

codé S/B. Dans chacun des cas, le pouvoir de correction t, donné par 2t = N−K = 255−K

varie aussi.

On peut remarquer de manière prévisible que plus K diminue, plus les performances
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Fig. 2.11 � Performances théoriques sur canal AWGN des codes RS(255,K)

du code correcteur sont bonnes. En e�et, dans ce cas, le pouvoir de correction t augmente,

et le code est capable de corriger plus d'erreurs dans le mot reçu. On note ainsi un décalage

important en terme de S/B requis pour atteindre un TEB visé. En e�et, pour atteindre

10−8 par exemple, le S/B nécessaire avec un code RS(255,223) est de 9, 7 dB tandis

qu'il n'est atteint avec le RS(255,247) que pour un SNR de 11, 5 dB. Cette di�érence est

d'autant plus importante que le TEB est faible.

Cependant, même si un code plus redondant conduit à de meilleures performances,

il ne faut pas oublier que c'est au détriment du débit utile qui se trouve alors diminué.

Ce compromis sera plus particulièrement étudié dans la dernière partie de ce chapitre

illustrant le dimensionnement des codes correcteurs pour le réseau optique ECOFRAME.
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2.4.3.2 Résultats de simulations

Les simulations sont réalisées à partir de la chaîne précédemment validée sur canal

AWGN dans le cas sans codage. Le principe est le même à part qu'il ne s'agit plus d'un

bit émis puis reçu, mais d'un bloc de bits. Il peut donc se résumer par :

� Emission aléatoire et équiprobable de K données binaires constituant un bloc de

taille K.

� Multiplication du bloc par le polynôme générateur du code pour former un bloc de

N bits composé des K bits d'information et de N −K bits de redondance.

� Ajout sur chaque bit d'une variable aléatoire dont la statistique suit la loi normale

de moyenne nulle et de variance σ2, déterminée à partir du rapport S/B (codé) �xé

par l'utilisateur.

� Prise de décision par rapport à un seuil (seuil optimal = 0.5) pour obtenir les valeurs

"hard" à l'entrée du décodeur.

� Décodage utilisant l'algorithme de Berlekamp-Massey (voir Annexe B) [12, 13], à

l'issue duquel les K bits d'information sont extraits et corrigés, en fonction du

pouvoir de correction du code et du nombre d'erreurs dans le bloc de bits reçu.

� Comparaison de chaque bit décidé avec le bit émis correspondant et comptabilisation

des erreurs.

La �gure 2.12 représente les résultats obtenus par simulation, comparés à ceux obtenus

à l'aide de la formule théorique (2.47) pour les codes RS(255, K) avec K = 247 et K =

239. On peut remarquer que les résultats sont concordants, mais que ceux obtenus par

simulation sont légèrement supérieurs à ceux obtenus par la formule théorique. La formule

théorique, basée sur des approximations permet en e�et de donner une borne inférieure

puisque certains termes sont, comme nous l'avons vu, négligés.
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Fig. 2.12 � Comparaison des TEB simulés avec la probabilité d'erreur théorique pour des
codes RS (255,K)

2.4.4 Performances avec les codes LDPC

2.4.4.1 Contexte

Pour les codes LDPC, il n'est pas simple de formuler le TEB de manière théorique

en fonction des paramètres du code. En e�et, les performances dépendent non seulement

des dimensions du code, du nombre d'itérations, mais aussi de la structure de la matrice

de parité. Ainsi, les performances présentées par la suite sont obtenues uniquement par

simulation. Le principe général de la chaîne de simulation en C est identique à celui

décrit pour les codes RS à la di�érence que le bloc de K bits est multiplié par la matrice

d'encodage et non par le polynôme pour former le bloc codé de N bits.

Au niveau de la réception, l'architecture du décodeur (variables d'entrée, sortie) est

di�érente de celle des codes RS et basée sur l'algorithme de décodage BP pour les
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codes LDPC, présenté dans le chapitre 1. De plus, comme nous l'avons vu au cours

du chapitre 1, l'étape d'initialisation de l'algorithme de décodage constitue une étape

importante ayant un impact sur l'e�cacité du décodage des codes LDPC. En simulation,

on utilise le décodage souple à propagation de croyance, dont la phase d'initialisation

consiste à calculer les rapports logarithmiques de vraisemblance, ou LLR : Logarithmic

Likelihood Ratio. Après un paragraphe dans lequel l'expression des LLR pour un canal

optique AWGN est présentée, les performances des codes LDPC sur ce type de canal sont

ensuite analysées.

2.4.4.2 Expressions des rapports logarithmiques de vraisemblance (LLR)

En notant e la donnée émise et Y la variable décisionnelle, rappelons que la dé�nition

générale du LLR est :

LLR = ln

(
p (e = 0 |Y )

p (e = 1 |Y )

)
(2.56)

Sachant que Y = e+n, avec n la variable de bruit gaussienne dont on connaît la densité

de probabilité (2.4), les probabilité recherchées dans (2.56) s'expriment de la manière

suivante :

p (e = 0 |Y ) = p (n = Y |Y ) =
1√
2πσ

e−
(Y )2

2σ2 (2.57)

p (e = 1 |Y ) = p (n = Y − 1 |Y ) =
1√
2πσ

e−
(Y−1)2

2σ2 (2.58)

Le rapport logarithmique des deux expressions conduit à :

LLR = ln

 1√
2πσ

e−
(Y−1)2

2σ2

1√
2πσ

e−
(Y )2

2σ2

 (2.59)
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Ce qui se simpli�e en :

LLR = ln

(
e−

(Y−1)2

2σ2 e+
(Y )2

2σ2

)
LLR = ln

(
e
Y 2−(Y−1)2

2σ2

) (2.60)

Finalement, les LLR prennent une expression simple en fonction de la variable reçue Y

et de la variance du bruit gaussien σ2 :

LLR =
2Y − 1

2σ2
(2.61)

Cette expression est identique à celle classiquement formulée pour les canaux bipolaires

avec Yb = 2Y − 1 et σ2
b = (2σ)2, en notant Yb et σ

2
b les variables et variances associées

dans le cas bipolaire. Une fois les LLR initialisés, le décodage est réalisé selon le principe

énoncé dans le chapitre 1 avec un nombre d'itérations maximal �xé à 100 dans un premier

temps. En e�et, on est certain dans ce cas que les performances ne dépendent plus du

nombre d'itérations.

2.4.4.3 Analyse des performances

Résultats de simulations

Di�érentes simulations ont été réalisées sur la chaîne de transmission avec un modèle de

canal AWGN pour des codes LDPC construits selon la méthode BIBD présentée chapitre 1

[50]. Dans un premier temps, pour valider la chaîne de transmission avec codage / décodage

LDPC, les TEB obtenus sont comparés à ceux précédemment publiés [50], obtenus sur un

canal AWGN bipolaire. La �gure 2.13 représente les performances obtenues à l'aide des

codes LDPC BIBD (2715,2535) et (1448,1268) de redondances respectives : 7,1% et 14%.

Par comparaison aux résultats obtenus avec les mêmes codes sur un canal bipolaire,

présentés dans [50] (Figure 1), les résultats sont identiques, mais décalés de 3 dB par

97



Codage correcteur d'erreurs pour les transmissions sur �bre
optique - Application au réseau métro/accès ECOFRAME

Fig. 2.13 � TEB obtenus par simulation avec les codes LDPC construits selon la méthode
BIBD

rapport au S/B suite à la conversion unipolaire / bipolaire, comme dans le cas non

codé. Ceci permet de valider l'encodage réalisé avec des codes LDPC-BIBD ainsi que

l'algorithme de décodage utilisé pour les codes LDPC.

De plus, on peut remarquer à partir de la �gure 2.13 que le code LDPC(1448,1268) de

redondance deux fois plus élevée que le code LDPC(2715,2535) conduit à de meilleures

performances. En e�et, il a un pouvoir de correction plus élevé. Cependant, la pente des

deux courbes de performance n'est pas la même : celle du LDPC(2715,2535) est plus

importante. Ceci est dû au fait que la longueur des deux codes est di�érente, et le code le

plus long possède une pente plus forte. Une étude paramétrique des codes LDPC-BIBD

est plus particulièrement détaillée dans la dernière partie de ce chapitre, illustrant le

dimensionnement des codes correcteurs au réseau ECOFRAME.

Les paragraphes suivants analysent de manière générale les résultats obtenus à l'issue

de di�érentes simulations.
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In�uence du nombre d'itérations maximal

A�n d'illustrer et d'évaluer la convergence de l'algorithme de décodage, les performances

obtenues pour di�érents nombres maximaux d'itérations sont reportées �gure 2.14 pour le

code LDPC(6176,5983) construit à partir de la méthode BIBD. Notons alors que le nombre

d'itérations réalisées dans chacun des cas n'est pas nécessairement égal au nombre maximal

d'itérations �xé, dans la mesure où il existe deux conditions d'arrêt : le mot décodé est

un mot de code ou bien le nombre maximal d'itérations est atteint.

Fig. 2.14 � TEB pour di�érents nombres maximaux d'itérations avec le LDPC(6176,5983)

A partir de l'exemple présenté, on peut conclure que l'algorithme de décodage

converge relativement rapidement avec ce type de codes LDPC, puisque dans cet

exemple, 10 à 20 itérations su�sent pour obtenir les TEB �naux. Ce paramètre est

important puisque le temps pris pour réaliser le décodage est proportionnel au nombre

d'itérations réalisées.
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Comparaison des performances pour des codes obtenus par les méthodes

BIBD ou aléatoire

Les performances obtenues à partir du code LDPC BIBD (2715,2535) ont été comparées

à celles obtenues avec un code LDPC de mêmes dimensions, mais construit à partir de la

méthode aléatoire incluant la suppression des cycles d'ordre 4. La �gure 2.15 présente les

TEB obtenus par simulation avec ces deux codes.

Fig. 2.15 � Comparaison des performances avec les codes LDPC(2715,2535) obtenus avec
la méthode BIBD et la méthode aléatoire

On se rend compte que les TEB obtenus avec les deux codes correcteurs sont quasiment

identiques. Ainsi, l'intérêt d'utiliser la construction aléatoire n'est pas vraiment signi�catif.

En e�et, pour le cas de codes très peu rendondants (ici 7% de redondance), la matrice

de parité possède peu de lignes, et le choix de la position des '1' dans la matrice est
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restreint. Ainsi, les structures aléatoires sont peu di�érentes de celles issues des méthodes

déterministes, et les performances ne sont pas nécessairement meilleures.

Ainsi, par la suite, comme nous ne considèrerons que l'utilisation de codes peu

redondants dans le cadre des transmissions optiques haut débit, les codes LDPC envisagés

seront tous issus de la méthode BIBD.

Comparaison codes RS

Un dernier critère d'évaluation des performances des codes LDPC-BIBD est la

comparaison avec les codes RS, de redondance et de taille (en nombre de bits) équivalentes.

Par exemple, le code LDPC(6176,5983) de redondance égale à 3,2% est comparé au code

RS(511,495) qui possède en fait 511 × 9 = 4599 bits par bloc dont 4401 bits utiles. La

�gure 2.16 représente les TEB obtenus pour ces deux codes en fonction du rapport signal à

bruit sur canal AWGN. Un autre exemple avec les codes LDPC(2034,1921) et RS(255,241)

est représenté 2.17. Dans ce cas, la redondance des deux codes est égale à 5,8 %. Le code

RS possède une taille de 255× 8 = 2040 bits et est donc tout à fait comparable au code

LDPC envisagé.

Sur chacun des deux exemples, on peut remarquer que les performances sont meilleures

avec les codes LDPC. En terme de gain de codage, on note une di�érence de 2 dB environ

pour un TEB de 10−9. Etant donné que cette di�érence augmente lorsque le TEB diminue,

on a une di�érence en gain de codage à 10−12 légèrement supérieure à 2 dB. Une étude plus

exhaustive est présentée dans la dernière partie du chapitre, et révèle que cette di�érence

de gain de codage à 10−9, pour des codes LDPC et RS de taille et redondance équivalentes

est toujours proche de 2dB.

L'amélioration du gain de codage apportée par les codes LDPC est conforme aux

résultats précédemment publiés [29] et reportés �gure 1.5. En e�et, à partir de cette

�gure, on relève un gain de codage à 10−12 de 3 à 4 dB supérieur avec les codes LDPC par
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Fig. 2.16 � Comparaison des performances des codes LDPC(6176,5983) et RS(511,489)

rapport au code RS(255,239) présenté. Or, les gains de codage représentés �gure 1.5 sont

obtenus pour des codes LDPC plus redondants (r = 23%) donc plus e�caces que le code

de référence RS(255,239) pour lequel r = 6, 7%. Ceci explique le fait que la di�érence de

gain de codage (3-4 dB) est plus importante qu'entre des codes RS ou LDPC de même

rendement comme nous l'avons établi dans ce paragraphe (2 dB).

2.4.4.4 Conclusions

Les codes LDPC ont une bonne capacité de correction sur canal unipolaire AWGN.

Plus particulièrement, les codes LDPC-BIBD constituent un bon compromis parmi les

codes LDPC, ils possèdent une architecture simple tout en ayant un fort pouvoir de

correction et une convergence rapide. De plus, ils se révèlent être plus intéressants que
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Fig. 2.17 � Comparaison des performances des codes LDPC(2034,1921) et RS(255,241)

des codes RS de caractéristiques similaires. L'étude du compromis entre e�cacité de

correction, perte en débit et rapidité de décodage est illustrée dans la dernière partie de

ce chapitre constituant une application du dimensionnement au réseau ECOFRAME.

2.4.5 Conclusions

Les performances des codes RS et LDPC ont été étudiées sur le type de canal le plus

simple à envisager : le canal AWGN. Les résultats obtenus sont en accord avec les résultats

établis par les formules approchées données par l'ITU [23,24] en ce qui concerne les codes

RS. Pour les codes LDPC, même si aucune formule ne permet de traduire l'amélioration

de performance qu'ils apportent, les résultats ont pu être comparés à ceux présentés sur
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canal AWGN en transmission bipolaire. Ainsi, les performances obtenues avec les codes

LDPC-BIBD sont conformes à celles précédement obtenues dans le contexte bipolaire.

Parmi les autres types de codes LDPC, les codes LDPC-BIBD apparaissent �nalement

comme un bon compromis et seront donc les seuls envisagés par la suite. De plus, par

rapport aux codes RS, on remarque qu'à redondance et taille équivalentes, ils sont plus

e�caces de 2 dB environ pour un TEB de 10−9.

La partie suivante est consacrée à l'étude des performances de ces codes sur un canal χ2,

plus représentatif du canal optique comme nous l'avons précédemment justi�é. L'in�uence

des caractéristiques du canal sur les paramètres du décodage et sur les performances est

particulièrement analysée.

2.5 Performances avec le modèle χ2

2.5.1 Cas non codé

2.5.1.1 Expression de la probabilité d'erreur

Comme dans le cas AWGN, il est possible de déterminer, à partir de la densité de

probabilité de la variable décisionnelle Y , la probabilité d'erreur d'une transmission sur

un canal de type χ2. Pour chaque symbole émis ('0' ou '1'), l'amplitude Ai di�ère et

la densité de probabilité de la variable reçue prend alors une forme dissymétrique bien

particulière. Un exemple est représenté �gure 2.18 pour ERin = δ1
δ0

= 7dB, σ2 = 0.03 et

n = 4. On remarque sur cet exemple que les densités de probabilité pour un '1' ou pour

un '0' émis ne se coupent pas en 0.5 comme dans le cas AWGN et que les deux courbes ne

sont pas identiques (canal non symétrique). Ainsi, le seuil optimal de décision pour lequel

la probabilité d'erreur est minimale, n'est pas égal à 0.5.
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Fig. 2.18 � Exemple de densité de probabilité pour la variable reçue, avec σ2 = 0.03
ERin = 7dB dans le cas d'un canal χ2 avec n = 4

Pour déterminer la probabilité d'erreur Pe, il faut déterminer la probabilité d'erreur

sur les '1' Pe1 et celle sur les '0' Pe0. En supposant l'émission équiprobable, on a :

Pe =
1

2
Pe1 +

1

2
Pe0 (2.62)

Pe1 est obtenue comme la probabilité que la variable décisionelle Y soit plus petite que

le seuil tandis qu'un '1' a été émis et inversement pour Pe0 c'est-à-dire :

Pe1 = p(Y < S| i = 1) =
∫ S
−∞ p1(y)dy

Pe0 = p(Y > S| i = 0) =
∫ +∞
S

p0(y)dy
(2.63)

Rappelons que la densité de probabilité de la variable reçue Y s'écrit de la manière
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suivante, pour y positif, en notant Ai l'amplitude correspondant à la donnée i :

p
(i)
Y (y) =

1

2σ2

(
y

A2
i

)(n−2
4 )

e−
1

2σ2 (y+A2
i )In/2−1

(
√
y
Ai
σ2

)
(2.64)

L'intégrale de cette fonction s'écrit grâce à la fonction de Marcum généralisée, dé�nie

pour 0 < a < b par [63] :

Qm (a, b) =

∫ +∞

b

x
(x
a

)m−1

e−
x2+a2

2 Im−1 (ax)dx (2.65)

Ainsi, en e�ectuant un changement de variables, et sachant que p
(i)
Y (y) n'est dé�nie que

pour des valeurs positives de y, on obtient pour Pe1 :

Pe1 = 1−Qn/2

(
A1

σ
,

√
S

σ

)
(2.66)

Et pour Pe0 :

Pe0 = Qn/2

(
A0

σ
,

√
S

σ

)
(2.67)

Ainsi, la probabilité d'erreur s'écrit de la manière suivante :

Pe =
1

2

(
1 +Qn/2

(
A0

σ
,

√
S

σ

)
−Qn/2

(
A1

σ
,

√
S

σ

))
(2.68)

La relation (2.68) peut aussi être exprimée en fonction des paramètres de non-centralité

normalisés δi =
A2
i

σ2 et avec A1 normalisé à 1, (2.68) devient :

Pe =
1

2

(
1 +Qn/2

(√
δ0,
√
Sδ1

)
−Qn/2

(√
δ1,
√
Sδ1

))
(2.69)

A partir de (2.69), on détermine pour chaque con�guration le seuil optimal S
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permettant de minimiser Pe.

Pour représenter les performances, rappelons que les paramètres caractérisant le canal

χ2 sont le rapport d'extinction ERin, le facteur de qualité Q ainsi que l'ordre de la

distribution χ2 : n = 2Bo/Be. Les �gures 2.19 et 2.20 représentent les performances

théoriques issues de (2.69) sur un canal χ2 en fonction de Q. La �gure 2.19 représente

les TEB obtenus pour di�érentes valeurs de ERin lorsque n est �xé (n = 4) tandis qu'ils

sont représentés �gure 2.20 pour di�érentes valeurs de n lorsque ERin est �xé (cas limite

ERin in�ni). Dans chaque cas, les TEB tracés sont ceux obtenus pour le seuil optimal.

A titre de comparaison, les performances obtenues sur canal AWGN (avec Q = S/B

dans ce cas (2.39)) sont aussi représentées.

Fig. 2.19 � TEB en fonction du facteur de qualité Q sur un canal χ2 avec n = 4 pour
di�érentes valeurs de ERin

A partir de la �gure 2.19, on remarque que pour une valeur de n �xée, le cas ERin

in�ni correspond à un cas limite, pour lequel le TEB est plus faible que pour les autres
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Fig. 2.20 � TEB en fonction du facteur de qualité Q sur un canal χ2 pour di�érentes
valeurs de n, avec ERin in�ni

valeurs de ERin. Lorsque ERin diminue, les performances tracées en fonction du facteur

Q tendent vers celles obtenues sur canal AWGN. En e�et, dans ce cas, les variances des

distributions χ2 résultant des '1' et des '0' tendent à être égales, donc le canal χ2 se

symétrise. Ainsi, les courbes obtenues pour ERin in�ni et sur canal AWGN forment les

bornes inférieure et supérieure des performances obtenues sur un canal χ2 pour n'importe

quelle valeur de ERin.

Le modèle simple et classique AWGN est alors su�sant lorsqu'on souhaite caractériser

les performances du système optique. Cependant, comme nous le verrons par la suite,

en vue de l'utilisation de codage correcteur d'erreurs, il est important de connaître

précisément le comportement du signal sur le canal a�n d'obtenir les performances idéales.

A partir de la �gure (2.20), on note que pour ERin �xé (pris in�ni dans cet exemple),

plus n augmente, plus les performances tendent vers celles du cas AWGN. En e�et, comme
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on a déjà pu l'observer sur les courbes (2.4) et (2.5), lorsque n augmente, les densités de

probabilité se symétrisent et tendent vers le cas symétrique AWGN.

2.5.1.2 Résultats de simulations

Des simulations ont été e�ectuées dans les deux cas présentés c'est-à-dire lorsque

le rapport d'extinction est in�ni (A0 = 0) puis dans le cas réel où A0 6= 0 a�n de

valider la formule précédemment présentée. Dans tous les cas, rappelons que l'amplitude

correspondant à un '1' émis est normalisée : A1 = 1.

La di�érence par rapport au cas AWGN réside dans le choix du seuil optimal (toujours

égal à 0,5 dans le cas AWGN). Il est obtenu numériquement à partir de l'expression de

la densité de probabilité de la variable décisionnelle (2.64) en déterminant la valeur de y

telle que p
(0)
Y (y) = p

(1)
Y (y). Il peut également être déterminé en recherchant la valeur du

seuil minimisant la probabilité d'erreur théorique donnée par (2.69).

A�n de comparer les performances, les TEB obtenus pour n = 2 sont reportés �gure

2.21 en fonction du paramètre Q pour ERin in�ni et ERin égal à 10 dB. Les performances

sont comparées à celles issues de la formule théorique Pe (2.69). Dans chaque cas, on a

considéré le seuil optimal.

Notons que les résultats sont concordants, ce qui valide la chaîne de simulation pour

le canal χ2. Par la suite, ce modèle de simulation sera utilisé pour la transmisssion des

données codées, avec les codes RS et les codes LDPC.

Tout comme dans le cas du canal AWGN, où les valeurs de S/B codé ou non codé sont

di�érentes pour des paramètres de simulation �xés, la valeur de Q pour un canal χ2 di�ère

selon les cas codé et non codé. En e�et, tandis que pour le cas non codé, on considère

que A2
1 = 1, dans le cas codé A2

1 = N/K. De même, la valeur de A2
0 est multipliée par

un facteur N/K par rapport au cas non codé. La valeur du facteur de qualité dans le cas

109



Codage correcteur d'erreurs pour les transmissions sur �bre
optique - Application au réseau métro/accès ECOFRAME

Fig. 2.21 � TEB obtenus par simulation sur canal χ2, n = 2

codé Qc s'exprime par :

Qc =
N

K

δ1 − δ0
√

2n
(√

1 + 2δ1
N
K·n +

√
1 + 2δ0

N
K·n

) (2.70)

Cette expression peut se simpli�er si on considère le cas où K/N est proche de 1

c'est-à-dire pour des codes peu redondants :

Qc ≈
√
N

K

δ1 − δ0
√

2n
(√

1 + 2δ1/n+
√

1 + 2δ0/n
) (2.71)

Ce qui correspond à :

Qc ≈
√
N

K
·Q (2.72)

Soit en dB :

Qc ≈ Q+ 10 · log
(
N

K

)
(2.73)
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2.5.2 Performances avec les codes RS

2.5.2.1 TEB sur canal χ2

La probabilité d'erreur présentée pour le canal AWGN (2.47) ne tenant pas compte du

type de canal, les performances théoriques codées sont donc obtenues de la même manière

que sur canal AWGN. Pour des paramètres systèmes donnés, il su�t dans le cas χ2 de

déterminer la probabilité de la transmisssion sans codage TEBIN à partir de (2.69), puis

de l'insérer dans le calcul de la probabilité d'erreur.

Des résultats issus de la simulation d'une chaîne de transmission utilisant les codes RS

sur canal χ2 sont présentés �gure 2.22. Dans les simulations réalisées, le seuil de décision

avant l'entrée du décodeur est choisi optimal de manière numérique. Les courbes sont

présentées pour un rapport d'extinction in�ni, pour un ordre n=2 et pour trois codes

di�érents RS(511,495), RS(511,479) et RS(255,239), de rendement respectivement égaux

à : R=0,97 et R =0,937 pour les deux derniers. Les résultats sont représentés en fonction

du paramètre Q.

Sur la �gure 2.22, on retrouve des résultats attendus, c'est-à-dire que pour les codes

RS(511, K), de même taille, les performances sont meilleures pour un rendement plus

faible (c'est-à-dire une redondance plus élevée). De la même manière, pour un même

rendement (R=0,937), on retrouve le fait que le pouvoir de correction du code est meilleur

pour une longueur plus grande.

A�n de compléter l'étude des codes RS sur canal χ2, les performances obtenues sur

canal χ2 par simulation sont par la suite comparées aux résultats issus de la formule

théorique, ainsi qu'aux résultats précédemment obtenus sur canal AWGN.
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Fig. 2.22 � TEB obtenus sur canal χ2 idéal (ERin in�ni et n = 2) pour di�érents codes
RS

2.5.2.2 Comparaison performances simulées et théoriques

Les courbes sur la �gure 2.23 permettent de comparer les TEB obtenus par simulation

avec ceux issus de la formule théorique, qui pour rappel, fournit le TEB codé à partir du

TEB non codé. Ainsi, pour un cas de con�guration donné (Q et ERin �xés), on détermine

théoriquement le TEB non codé à partir de (2.69) pour le seuil optimal, puis le TEB codé

à partir de (2.53), (2.54) et (2.55). En simulation, on considère toujours l'utilisation du

seuil optimal avant l'entrée dans le décodeur.

Les courbes révèlent, comme dans le cas du canal AWGN, une légère di�érence entre les

performances théoriques et les performances obtenues par simulation. On peut en déduire

que la formule théorique des performances des codes RS s'applique bien quelle que soit la

statistique du canal et que le pouvoir de correction du code est donc indépendant de la
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Fig. 2.23 � TEB obtenus sur canal χ2 idéal (ERin in�ni), n = 2 pour di�érents codes RS

statistique, à condition de choisir correctement le seuil optimal.

Des simulations ont été réalisées en appliquant un seuil classique de 0,5 avant l'entrée

du décodeur. Les résultats sont reportés �gure 2.24 pour le code RS(255,239) dans le cas

d'un canal χ2 avec ERin in�ni et n = 2. Les TEB obtenus dans le cas du seuil optimal

sont aussi reportés à titre de comparaison.

On remarque alors qu'avec le seuil gaussien de 0,5, les performances sont fortement

dégradées par rapport au cas avec seuil optimal, et qu'elles le sont aussi par rapport au

cas sans codage mais avec le seuil optimal. Ceci justi�e l'importance de la prise en compte

de la statistique du canal dans le choix du seuil de décision.
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Fig. 2.24 � TEB obtenus avec le code RS(255,239) sur canal χ2 (ERin in�ni, n = 2) avec
le seuil optimal et avec le seuil gaussien de 0,5

2.5.2.3 Comparaison performances RS sur canal χ2 et AWGN

A�n de conclure sur les performances des codes RS sur un canal χ2, les performances

sont comparées sur la �gure 2.23 à celles obtenues sur canal AWGN avec le code

RS(511,495).

A partir de ces courbes, on peut remarquer que les TEB codés et non codés sur canal

χ2 suivent une évolution identique à ceux obtenus sur canal AWGN, avec un décalage

par rapport à l'axe Q. Ceci est conforme avec le fait que le pouvoir de correction est

indépendant de la statistique du canal.

2.5.2.4 Conclusions

L'analyse des performances des codes RS a montré que ces codes sont aussi performants

sur canal χ2 en terme de réduction du TEB que sur canal AWGN. De plus, les
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Fig. 2.25 � TEB obtenus avec le code RS(511,495) sur canal χ2 (ERin in�ni, n = 2) et
canal AWGN

performances obtenues sont en accord avec les TEB approchés donnés par les formules

théoriques ITU [23] qui ne spéci�ent pas le canal de transmission.

Ceci signi�e que pour réaliser un dimensionnement, une première étape peut être

e�ectuée à l'aide des formules théoriques et en considérant n'importe quel type de canal.

L'étape suivante sera la validation par simulation sur canal χ2 pour con�rmer les prévisions

théoriques.

2.5.3 Performances avec les codes LDPC-BIBD

2.5.3.1 Expression des LLR

Le rapport logarithmique de vraisemblance (ou LLR) s'évaluant à partir de la densité

de probabilité de la variable reçue (2.56), il est nécessaire de le recalculer dans le cas
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d'un canal χ2. Suivant que l'on se place dans le cas idéal ou réel (c'est-à-dire A2
0 = 0 ou

A2
0 6= 0), la quantité p(e = 0|Y ) ne s'exprimera pas de la même manière.

Considérons tout d'abord le cas général réel où A2
0 6= 0. On utilise alors les expressions

des densités de probabilités (2.64) pour e�ectuer le rapport des deux valeurs et obtenir

l'expression du LLR :

LLR = ln

 1
2σ2

(
Y
A2

0

)(n−2)/4

e−(Y+A2
0)/(2σ2)In/2−1

(√
Y A0

σ2

)
1

2σ2

(
Y
A2

1

)(n−2)/4

e−(Y+A2
1)/(2σ2)In/2−1

(√
Y A1

σ2

)
 (2.74)

Certains termes communs au numérateur et au dénominateur permettent de simpli�er

l'expression en :

LLR = ln

(A2
1

A2
0

)n−2
4

e−
Y+A2

0
2σ2 e

Y+A2
1

2σ2

In/2−1

(√
Y A0

σ2

)
In/2−1

(√
Y A1

σ2

)
 (2.75)

Finalement, le LLR peut s'écrire dans le cas réel :

LLR =
A2

1 − A2
0

2σ2
+ (n/2− 1) ln

(
A1

A0

)
+ ln

In/2−1

(√
Y A0

σ2

)
In/2−1

(√
Y A1

σ2

)
 (2.76)

Dans le cas idéal où A2
0 = 0, l'expression de p(e = 0|Y ) prend une écriture plus simple.

Le rapport des deux probabilités donne alors :

LLR = ln

 1

2n/2σnΓ( 1
2
n)
Y n/2−1e−Y/(2σ

2)

1
2σ2

(
Y
A2

1

)(n−2)/4

e−(Y+A2
1)/(2σ2)In/2−1

(√
Y A1

σ2

)
 (2.77)
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Comme précédemment, certains termes peuvent se simpli�er et le LLR s'exprime :

LLR = ln

 Y (n−2)/4A
n/2−1
1 eA

2
1/(2σ

2)

2n/2−1σ2(n/2−1)(n/2− 1)!In/2−1

(√
Y A1

σ2

)
 (2.78)

D'où :

LLR = ln

(√Y A1

2σ2

)n/2−1
eA

2
1/(2σ

2)

(n/2− 1)!In/2−1

(√
Y A1

σ2

)
 (2.79)

Et, �nalement :

LLR =
A2

1

2σ2
+ ln


(√

Y A1

2σ2

)n/2−1

(n/2− 1)!In/2−1

(√
Y A1

σ2

)
 (2.80)

Les expressions des LLR dans les cas réel (2.76) et idéal (2.80) permettent d'initaliser

le décodeur LDPC. Le reste du décodage s'e�ectue comme dans le cas classique.

2.5.3.2 Analyse des performances

a- Résultats de simulations

Des simulations ont été e�ectuées sur un canal χ2 réel et idéal avec di�érents codes LDPC.

Les résultats reportés sur la �gure 2.26 ont été obtenus par simulation sur un canal réel

χ2 caractérisé par un rapport ERin égal à 10 dB et n = 4.

Les courbes sont conformes aux résultats attendus, puisque les performances sont

fortement améliorées, à partir d'une valeur minimale du TEB, dépendant du code envisagé.

De plus, on remarque comme attendu que le code le plus redondant, c'est-à-dire le code

LDPC(1810,1630) de redondance égale à 11% conduit à de meilleures performances que

le code LDPC(2715,2535) de 7% de redondance.

D'autres résultats obtenus avec d'autres codes conduisent à des conclusions similaires.
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Fig. 2.26 � Performances obtenues avec les codes LDPC(2715,2535) et LDPC(1810,1630)
sur un canal χ2 avec ERin=10 dB et n =4

A�n de compléter l'évaluation des performances des codes LDPC sur un canal χ2,

les résultats sont comparés dans les paragraphes suivants avec ceux obtenus sur canal

AWGN, mais aussi sur canal χ2 avec un décodeur non adapté c'est-à-dire basé sur une

statistique AWGN pour le calcul des LLR.

b- Comparaison avec les performances des codes LDPC sur canal AWGN

La �gure 2.27 représente les performances obtenues par simulation en fonction du facteur

Q sur un canal χ2 avec ERin =10 dB et ERin in�ni, et n =4, dans le cas non codé et le

cas avec LDPC(6176,5983). Les performances obtenues par simulation sur canal AWGN

sont également reportées.

Les courbes montrent que les performances sont équivalentes, transposées sur l'axe Q,
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Fig. 2.27 � Comparaison des performances obtenues avec le code LDPC(6176,5983) sur
canal χ2 et canal AWGN pour n = 4

entre les cas AWGN et χ2. Cela permet de conclure que le pouvoir de correction des codes

LDPC est le même sur un canal χ2 que sur un canal AWGN.

De telles conclusions sont valables dans le cas où le calcul des LLR a été adapté au

canal (2.76). En e�et, ce n'est pas le cas si on considère l'initialisation du décodage basée

sur une statistique gaussienne, comme illustré dans le paragraphe suivant.

c- Importance de l'initialisation des LLR

Des simulations ont été réalisées sans e�ectuer l'adaptation au niveau de l'initialisation

des LLR, c'est-à-dire en supposant une statistique gaussienne. Les résultats de simulation

sont présentés �gure 2.28 pour le code LDPC(6176,5983) sur un canal χ2 avec ERin in�ni

et n = 4 en fonction du facteur Q dans les deux cas suivants :
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� décodeur AWGN : le décodeur est basé sur une statistique gaussienne et les LLR

sont calculés par (2.61) (tandis que le canal est modélisé par une statistique χ2),

� décodeur Chi-2 : le décodeur est adapté en utilisant les LLR calculés pour une

statistique χ2 (2.76) (le canal est toujours modélisé par une statistique χ2).

Fig. 2.28 � Performances avec le code LDPC (6176,5983) sur canal χ2 avec ERin in�ni
et n = 4, avec calcul du LLR adapté au canal χ2 et avec le modèle classique AWGN

On remarque que sans adaptation du calcul des LLR, les performances obtenues avec

le code LDPC sont sévèrement dégradées. En e�et, par exemple, un TEB de 10−5 est

obtenu pour Q = 11 dB avec un décodeur basé sur une statistique AWGN tandis qu'un

facteur de qualité de 8 dB est su�sant dans le cas d'un décodeur adapté. De plus, sans

l'adaptation, ce n'est qu'à partir de Q ≈ 10, 5 dB (c'est à dire à partir d'un TEB non

codé de 10−4 que le codage apporte une correction. Or, avec le calcul adéquat des LLR,

le code LDPC(6176,5983) améliore le TEB à partir de Q = 6, 5 dB soit un TEB non codé
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de 10−2.

De plus, pour des S/B plus faibles que celui correspondant au seuil de correction, le

fait d'utiliser un décodeur "mal adapté" dégrade les performances par rapport au cas non

codé. Ainsi, il paraît indispensable dans ce cas de prendre en compte la statistique du

canal dans les paramètres nécessaires au décodage.

2.5.3.3 Conclusions

Les performances des codes LDPC sur canal χ2 sont similaires à celles obtenues sur

canal AWGN. Les codes LDPC sont alors, de la même manière que les codes RS, aussi

performants quel que soit le type de canal. Cependant, une modi�cation au niveau du

calcul des LLR est à apporter pour le cas d'un canal χ2. En e�et, si le décodeur est basé

sur une statistique gaussienne, les performances sont dégradées.

Finalement, pour réaliser un dimensionnement, il est possible, comme pour les codes

RS, d'utiliser un modèle AWGN, avant de transposer et de véri�er par simulation les

résultats sur canal χ2.

2.5.4 Conclusions

Les performances d'une chaîne de transmission optique unipolaire ont été évaluées

à partir d'une modélisation à statistique de type χ2, plus précise que la statistique

gaussienne. Nous avons pu établir que le seuil optimal de détection pour une liaison

simple sans codage correcteur d'erreurs est di�érent du seuil classique de 0, 5 optimal

pour un canal AWGN.

Par conséquent, a�n d'obtenir les performances optimales avec un codage de type

RS à décodage dur, il est important d'ajuster le seuil de décision. En ce qui concerne

les performances obtenues avec les codes LPDC utilisant un décodage souple basé sur la
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propagation de croyance, il est important d'initialiser correctement les LLR à partir de la

statistique.

Les résultats portant sur l'évaluation des LLR ont fait l'objet de di�érentes

publications [65�68]. Dans [65, 66], les résultats sont présentés dans le cadre de l'étude

du réseau ECOFRAME, pour une valeur de n = 4 et en supposant que ERin est in�ni.

Dans [67, 68], l'étude est étendue au cas général où n peut prendre n'importe quelle

valeur et où la statistique au niveau des '0' émis est associée à une distribution χ2 non-

centrée, c'est-à-dire avec ERin quelconque. En tenant compte des spéci�cités relatives

au canal χ2, les performances en terme de pouvoir de correction pour les codes RS ou

LDPC sont identiques quel que soit le type de canal. Ceci signi�e que pour réaliser un

dimensionnement de code correcteur lié à des spéci�cations données en terme de TEB, il

est possible de considérer le canal AWGN avant de transposer les résultats sur canal χ2.

Un exemple de dimensionnement paramétrique réalisé dans le cadre du projet de

recherche ANR ECOFRAME [59] donné en annexe E permet d'illustrer ce point.

Les conclusions de cette étude sont tout d'abord que, le canal AWGN, plus simple à

modéliser que le canal χ2, permet de dimensionner correctement les codes correcteurs, de

type RS ou de type LDPC. Plus précisémment, l'étude de dimensionnement des codes

correcteurs sur canal AWGN a permis de mettre en évidence que :

� les codes RS peuvent être utilisés et que parmi eux le code (511,495) permet de

maximiser le débit utile, tout en respectant le gain de codage minimal,

� les codes LDPC permettent de gagner, par rapport aux codes RS, 2dB de gain de

codage. Ainsi, leur utilisation permet de garder une marge sur la valeur du S/B sur la

liaison, ce qui permet de relâcher certaines contraintes de qualité sur les composants

opto-électroniques et de diminuer ainsi le coût du réseau.

De plus, parmi les codes LDPC étudiés, tous permettent de satisfaire le gain de
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codage minimal requis, et le choix peut se faire soit en maximisant le débit utile

(LDPC(12742,12465)), soit en limitant la taille de la trame FEC et en choisissant le

code LDPC(6176,5963). Ce dernier conduit en e�et au même débit utile que le code RS

retenu tout en assurant un gain de codage plus important.

Les résultats portant sur l'application des codes LDPC au réseau ECOFRAME ainsi

que l'importance de la prise en compte de la statistique du canal au niveau de la réception

ont fait l'objet de publications [65,66].

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié les performances d'un système de transmission sur

�bre optique, prenant en compte di�érentes perturbations sur la chaîne de transmission.

Dans ce cadre, deux modèles (AWGN et à statistique χ2) ont été étudiés pour décrire

la transmission d'une modulation OOK sur canal unipolaire et basé sur une détection

quadratique en réception. En tenant compte d'un bruit global additif gaussien sur la

chaîne, nous avons vu que le canal à statistique χ2 traduit plus �dèlement la distribution

du signal reçu après photo-détection. Ce résultat a été con�rmé lors des travaux de

l'ANR ECOFRAME par des simulations physiques de la statistique du canal réel. Après

une analyse théorique de chacun des deux canaux de transmission et des performances

obtenues dans le cas non codé, deux types de codes correcteurs d'erreurs ont ensuite été

envisagés : les codes RS et les codes LDPC construits à partir de la méthode BIBD. Les

performances en terme de correction d'erreurs montrent que, comme attendu, les codes

LDPC sont plus performants que les codes RS, et ce sur les deux types de canaux. En

e�et, on note un gain de codage à 10−12 de 2 dB supérieur pour les codes LDPC par

rapport aux codes RS.
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De plus, concernant l'étude des performances sur canal χ2, le résultat important porte

sur la nécessité de prendre en compte la statistique au niveau du décodage. Cela se traduit

pour le cas non codé et le cas avec les codes RS par une adaptation du seuil de décision au

seuil optimal obtenu à partir de la description statistique du signal reçu. Concernant le

décodage des codes LDPC utilisant un algorithme à propagation de croyance, la prise en

compte du canal se traduit par le calcul de nouveaux rapports de vraisemblance (LLR),

déterminés eux-aussi à partir de la statistique.

Finalement, en prenant en compte la statistique χ2 particulière, les performances

de chacun de ces codes se sont révélées conformes à celles obtenues sur canal AWGN.

Cependant, les résultats de simulations ont permis de mettre en évidence l'importance

de l'adaptation du décodeur, qui n'est plus e�cace s'il est basé sur une statistique

classique gaussienne. Le dimensionnement des codes RS et LDPC par rapport au contexte

ECOFRAME, visant à réduire un TEB de 10−5 à 10−12, a permis d'illustrer ces résultats

et de conclure ce chapitre.

Le chapitre suivant porte sur l'application des codes correcteurs à une transmission

optique utilisant la technique d'accès multiple par répartition de code (ou OCDMA :

Optical Code Division Multiple Access). Cette technique est envisagée pour l'accès haut

débit voire multimédia, le code servant alors à di�érencier à la fois les utilisateurs et le

service. Dans ce contexte, le modèle χ2 développé dans ce chapitre servira de base pour

traduire �dèlement le processus de la photo-détection qui joue un rôle important, comme

nous le verrons, sur les performances d'un tel système d'accès multiple.
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Chapitre 3

Codage correcteur d'erreurs pour des

transmissions sur �bre optique utilisant

la technique OCDMA
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3.1 Introduction

3.1 Introduction

Le principe de la technique d'Accès Multiple par Répartition de Code (AMRC ou

CDMA : Code Division Multiple Access) est d'a�ecter à chaque utilisateur un code

particulier et unique. En multipliant à l'émission les données de chaque utilisateur par le

code correspondant, cela permet de di�érencier les données. Au niveau de la réception, les

informations émises par l'utilisateur désiré sont récupérées en e�ectuant une corrélation

du signal reçu par son code.

L'application de la technique CDMA pour l'optique s'appelle OCDMA (Optical

CDMA) et a été envisagée dès les années 80 [69, 70], notamment comme alternative aux

techniques d'accès classiques pour les réseaux d'accès à très haut débit. Récemment, la

technique OCDMA a été également étudiée pour di�érencier les TEB (donc les services),

constituant ainsi une solution pour les transmissions multimédia [71�73].

D'une manière générale, les codes OCDMA sont dé�nis en une dimension (1D) ou

en deux dimensions (2D) dans les domaines temporel et/ou spectral. Les codes en une

ou deux dimensions, [69, 70, 74�76] sont caractérisés par une longueur temporelle F qui

correspond à la division du temps bit en F temps chips, sur lesquels seront émis ou non,

des impulsions en fonction du code. Pour les codes en 2D, la deuxième dimension fait

référence au nombre de longueurs d'onde nécessaires à l'émission.

Pour la mise en place d'un système OCDMA, on distingue deux catégories : l'OCDMA

cohérent et l'OCDMA incohérent. L'OCDMA cohérent correspond au cas où l'émission

et la réception sont basées sur l'amplitude et la phase du signal optique. Il est dans ce

cas important qu'il n'y ait pas de �uctuation d'amplitude durant le temps chip. Or, du

fait de la combinaison, partielle ou entièrement destructive, de di�érentes composantes

spectrales, l'amplitude du signal peut varier sur le temps chip. Pour éviter ce phénomène,

il est nécessaire que les composantes du signal restent en phase pendant un temps au
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moins égal au temps chip Tc. Le temps de cohérence de la source τc, dé�ni comme le

temps maximal pendant lequel le signal reste en phase doit ainsi respecter la relation

τc ≥ Tc. Il convient alors d'utiliser des sources très cohérentes. De telles contraintes sur

la source rendent le système OCDMA cohérent relativement coûteux à l'émission, mais

aussi en réception où une détection de phase est nécessaire. L'OCDMA incohérent, est au

contraire uniquement basé sur la puissance optique du signal transmis et constitue alors

une solution plus simple à mettre en oeuvre puisque la contrainte sur la cohérence de la

source est relâchée.

Le système OCDMA étudié dans ce chapitre est un système OCDMA incohérent.

Tandis que pour l'OCDMA cohérent, les codes peuvent être bipolaires (de part la prise en

compte de la phase en réception), ils sont unipolaires dans le cas incohérent. Cependant,

a�n de garantir une cardinalité raisonnable (c'est-à-dire un nombre d'utilisateurs

signi�catif), les codes unipolaires ne peuvent pas être strictement orthogonaux entre

eux. Par conséquent, des interférences apparaissent entre les di�érents utilisateurs.

Ces interférences constituent l'IAM (Interférence d'Accès Multiple), première limitation

inhérente d'un système de transmission OCDMA incohérent [70].

De plus, en pratique, les interférences ne se combinent pas de manière parfaitement

incohérente au niveau du récepteur mais partiellement ou entièrement cohérente. Ce

phénomène de combinaison conduit après la photodétection à des battements, appelés

dans le cadre de l'OCDMA, bruits de battements ou "beat noise". Le beat noise constitue

la deuxième limitation majeure à prendre en compte lors d'une transmission OCDMA

[77�85].

Il existe également d'autres sources de perturbation le long de la chaîne de

transmission, provenant des composants opto-électroniques, et pouvant être modélisées

par un bruit global de nature gaussienne qui s'ajoute au signal avant la photodétection.
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A�n de compenser les erreurs introduites par l'IAM, le bruit gaussien et le beat noise,

nous avons envisagé l'utilisation de codes correcteurs de type LDPC qui ont déjà montré

un gain en performances signi�catif sur un canal optique unipolaire. Dans le cadre d'une

transmission optique, nous avons vu au cours du chapitre 2, qu'il est important d'avoir un

modèle statistique précis du signal reçu pour obtenir des performances optimales. Dans

le cadre de l'OCDMA, et vu les di�érentes limitations liées à cette technique, la variable

décisionnelle suit une statistique bien particulière qu'il est alors nécessaire d'étudier.

Dans la première partie du chapitre, le système OCDMA incohérent ainsi que

son application aux transmissions multimédia sont présentés. L'impact des di�érentes

limitations propres au canal OCDMA (IAM, beat noise, bruit gaussien) est ensuite abordé.

Les performances théoriques sont déterminées dans les cas où on ne considère que l'IAM,

puis l'IAM et le beat noise. Le bruit gaussien est ensuite pris en compte. Dans chaque

cas, la statistique du signal photodétecté est modélisée mathématiquement. Ces résultats

sont par la suite utilisés pour évaluer les paramètres nécessaires à l'initialisation du

décodeur LDPC. Les performances des codes LDPC sont ensuite évaluées dans di�érents

cas de con�guration. Finalement, les potentialités du système OCDMA utilisant ces codes

correcteurs sont illustrées par une application à une transmission multimédia.

3.2 Principe de l'OCDMA

3.2.1 OCDMA incohérent

L'OCDMA incohérent est caractérisé par le fait que la détection est basée uniquement

sur la puissance du signal. Il n'est donc pas nécessaire dans ce cas, et contrairement au

cas de l'OCDMA cohérent, d'assurer une amplitude constante durant le temps chip, donc

d'utiliser des sources possédant un grand temps de cohérence.
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Ainsi, dans le cadre de systèmes OCDMA incohérents, on s'intéresse aux sources

telles que τc ≤ Tc. Plus le temps de cohérence est faible, plus le nombre de

composantes spectrales présentes dans le signal augmente et plus les �uctuations

d'amplitude du signal durant le temps d'émission sont importantes. En e�et, les di�érentes

composantes possèdent des phases variables et peuvent se combiner de manière destructive

(partiellement ou complètement dans le pire des cas, c'est-à-dire en opposition de phase).

Ceci implique que la durée e�ective (amplitude non nulle) Tp de l'impulsion émise dans

l'intervalle de durée Tc est d'autant plus faible que le nombre de composantes est élevé

(source large bande). Pour les sources laser envisagées, ce temps e�ectif Tp est environ

égal au temps de cohérence τc et on aura donc : Tp = τc = 1/∆f où ∆f correspond au

spectre d'émission de la source ou encore à sa bande passante optique.

L'OCDMA purement incohérent correspond au cas où Tp est très faible devant Tc

(Tc/Tp >> 1). On considère de plus que le reste du système de transmission est idéal,

de telle sorte que le signal reçu ait toujours la même durée e�ective Tp (�bre optique

idéale, de bande passante in�nie). Dans ce cas, la sommation en puissance des di�érentes

interférences sur les chips peut ainsi avoir lieu et on dit alors que les interférences

se combinent de manière incohérente d'où l'appellation OCDMA incohérent et régime

incohérent.

En pratique, le rapport Tc/Tp n'est pas toujours très grand devant 1 puisque le spectre

d'émission ainsi que la bande passante optique d'émission ou de réception sont limités.

Ainsi, même si le système OCDMA est incohérent (c'est-à-dire basé sur la puissance

optique), le régime n'est pas toujours parfaitement incohérent. En fonction de la valeur

du rapport Tc/Tp on parlera donc de régime incohérent (Tc/Tp >> 1), partiellement

cohérent (Tc/Tp > 1), ou cohérent (Tc/Tp ≤ 1). Avec les sources envisagées telles que

τc = Tp ≤ Tc, le régime cohérent se limite donc au cas Tc/Tp = 1. Comme nous le verrons
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par la suite, ce rapport a un impact sur la manière dont se combinent les interférences, et

conduit à une limitation nommée beat noise, dont l'impact est plus ou moins important

en fonction du rapport Tc/Tp [77�86].

3.2.2 Emission

3.2.2.1 Principe

Pour l'OCDMA incohérent, les codes utilisés qui peuvent être en une ou deux

dimensions, sont unipolaires c'est-à-dire composés uniquement de '1' et de '0'. Au niveau

de l'émission on considère une modulation OOK (On O� Keying) qui consiste à multiplier

directement la donnée utile d'un utilisateur ('0' ou '1') par son code.

Ainsi, à l'issue de la multiplication, lorsque la donnée '1' est à émettre, le code de

l'utilisateur est transmis (ce qui correspond à plusieurs intervalles de durée Tc). A l'inverse,

lorsqu'il s'agit d'un '0', rien n'est transmis.

Si U utilisateurs transmettent simultanément des informations dans le réseau, U

codeurs sont nécessaires et les données codées, notées sj(t) sur la �gure 3.1, sont sommées

pour former le signal e(t) émis sur le canal de transmission. Les données aléatoires émises

par les di�érents utilisateurs sont notées bj et les codes 1D ou 2D sont représentés par

cj(t + lj), où lj correspond au décalage temporel relatif à l'utilisateur j. Ce décalage

aléatoire traduit le fait que les di�érents utilisateurs ne sont pas synchrones en temps

bits mais en temps chips, et commencent à émettre à des temps di�érents.
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Fig. 3.1 � Principe d'émission OCDMA

3.2.2.2 Familles de codes

3.2.2.3 Présentation

Di�érentes familles de codes ont été envisagées pour l'OCDMA incohérent. Les plus

connues sont celles issues des codes premiers (Prime Codes PC) [87] et des codes optiques

orthogonaux (Optical Orthogonal Codes OOC) [70].

De plus, les codes sont dé�nis soit en une dimension (1D) soit en deux dimensions (2D),

dans les domaines temporel et /ou spectral. Si le code possède une dimension temporelle

F , le temps bit Tb est décomposé en plusieurs temps chips de durée Tc = Tb/F . Si le code

possède une dimension spectrale L, les impulsions de durée Tc sont émises sur L longueurs

d'onde di�érentes, selon la règle de codage. Ainsi, sur un temps chip donné, un signal sera

émis aux longueurs d'onde pour lesquelles le code 2D possède un '1' lorsque la donnée '1'
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est émise tandis que rien n'est émis sur les longueurs d'onde a�ectées à '0'. Le poids W

du code correspond au nombre de 1 dans la séquence de code. De plus chaque famille de

code est caractérisée par l'autocorrélation ha qui traduit le degré de ressemblance d'un

code avec lui-même, et l'intercorrélation maximale hc qui traduit la valeur maximale de

ressemblance entre une séquence de code et toutes les autres de la famille de codes.

Parmi ces codes, l'étude se limite par la suite aux codes temporels OOC [70] pour

les codes en 1D et aux codes temporels/spectral MWOOC (Multi-Wavelength OOC) [76]

pour les codes en 2D, obtenus à partir des codes OOC. De plus, on considère que l'émission

et la réception s'e�ectuent de manière synchrone en temps chips, ce qui correspond à la

maximisation de l'Interférence d'Accès Multiple et donc à une borne supérieure lors de

l'évaluation des performances.

Pour des codes parfaitement orthogonaux, l'intercorrelation entre deux codes distincts

est nulle, ce qui peut s'exprimer pour tout i, j,l, avec i 6= j :

Ii,j =
F−1∑
t=0

ci(t) · cj(t+ l) = 0 (3.1)

Pour i = j, on a :

Ii,i =
F−1∑
t=0

ci(t) · ci(t+ l)

 = W si l = 0

≤ W si l 6= 0
(3.2)

Cependant, pour les codes optiques unipolaires envisagés, une orthogonalité parfaite

n'est pas possible. L'intercorrélation, n'est alors pas nulle et l'équation (3.1) n'est pas

toujours véri�ée. On dé�nit alors la valeur de l'intercorrélation maximale hc entre deux

codes di�érents i 6= j telle que pour tout i, j : Ii,j ≤ hc.
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3.2.2.4 Les codes 1D OOC

Un exemple de représentation de code 1D a�ecté à un utilisateur est donné sur la

�gure 3.2, pour F = 16 et W = 3.

Fig. 3.2 � Exemple de séquence de code en 1D

Les codes OOC (Optical Orthogonal Codes), généralement notés OOC(F,W, ha, hc),

peuvent avoir des valeurs d'autocorrélation et d'intercorrélation quelconques. Cependant,

le nombre maximum de séquences de codes NOOC est lié aux valeurs d'autocorrélation et

d'intercorrélation maximale ha = hc = h, par [88] :

NOOC =

⌊
1

W

⌊
F − 1

W − 1

⌊
F − 2

W − 2
...

⌊
F − h
W − h

⌋⌋⌋⌋
(3.3)

où bxc désigne la partie entière par valeur inférieure de x. Pour limiter l'IAM, la valeur

d'intercorrélation maximale, c'est-à-dire la valeur maximale prise par Ii,j, i 6= j, est �xée

à sa valeur non nulle la plus faible, c'est-à-dire hc = 1.

Dans ce cas la cardinalité de la famille de code OOC(F ,W ,1,1), que l'on notera aussi

OOC(F,W ) est simpli�ée en :

NOOC =

⌊
F − 1

W · (W − 1)

⌋
(3.4)
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En d'autres termes, cela permet à U utilisateurs, U ≤ NOOC de transmettre des

informations simultanément en utilisant U codes parmi les NOOC choisis de manière

aléatoire.

Comme l'intercorrélation n'est pas nulle entre les codes, deux séquences peuvent

interférer avec la probabilité d'interférence donnée par [70] :

W 2

F
(3.5)

Pour obtenir la probabilité d'interférence d'un utilisateur sur l'utilisateur désiré, il faut

prendre en compte le fait que le code d'un utilisateur peut interférer uniquement lorsque

la donnée émise est un '1'. En considérant une émission équiprobable, la probabilité

d'interférence est alors donnée par :

pOOC =
W 2

2F
(3.6)

Les interférences limitent les performances du système, d'autant plus que la quantité (3.6)

est élévée. Ainsi, pour un poidsW donné, il faut augmenter la longueur temporelle F pour

diminuer la probabilité d'interférence. Cependant, l'augmentation de la longueur entraîne

une diminution du débit utile D pour une bande passante électrique Be �xée selon la

relation :

Dc = F ·D ≤ Be (3.7)

avec Dc = 1
Tc

le débit chip. Ainsi, il existe un compromis entre débit utile et performances,

ce qui limite l'utilisation des codes 1D. Le paragraphe suivant présente les codes 2D, qui

permettent de relâcher les contraintes et donc d'augmenter les potentialités de la technique

OCDMA.
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3.2.2.5 Les codes 2D MWOOC

Parmi les di�érentes méthodes de construction de codes en 2D dérivés des codes en 1D

OOC [74�76], nous nous focaliserons sur les codes 2D précédemment étudiés dans le groupe

de recherche [76] qui possèdent une �exibilité sur le choix des paramètres F ,W , et L. En

e�et, les codes MWOOC issus de [74] doivent posséder un nombre de longueurs d'onde

L égal à la dimension temporelle du code L = F . Ceux présentés dans [75] possèdent

une dimension spectrale L �xée par h+ 2. Les codes proposés dans [76] ont, quant à eux,

une dimension spectrale égale au poids : L = W , ce qui permet pour une taille F �xée

d'avoir moins de longueurs d'onde utilisées qu'avec les codes issus de [74] tout en étant

souple sur les valeurs prises par L, contrairement à [75]. De plus, avec cette méthode de

construction, l'intercorrélation et l'autocorrélation maximales sont égales à 1, tout comme

pour les codes 1D OOC.

La cardinalité est alors donnée par :

NMWOOC = F + L (3.8)

Un code noté MWOOC(F ,L,W = L) est alors dé�ni par une matrice de dimension

L × F contenant des '1' et des '0'. Avec cette méthode de construction, chaque ligne,

correspondant chacune à une longueur d'onde di�érente, possède un seul '1', ce qui établit

que W = L. Ainsi, lorsque la donnée à émettre est un '1', après multiplication par la

matrice de code, un signal est émis sur les L longueurs d'onde à un instant di�érent en

fonction de la position du '1' sur chaque ligne.

Un exemple de matrice de code est représenté �gure 3.3 pour F = 23 et W = L = 5.

Comme les codes OOC en 1D, on peut établir la probabilité d'interférence entre deux
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Fig. 3.3 � Exemple de séquence de code en 2D

utilisateurs di�érents en considérant une émission équiprobable [76] :

pMWOOC =
W 2

2FL
=
W

2F
(3.9)

Par rapport aux codes 1D, pour une même dimension temporelle F et un même poids W ,

la probabilité d'interférence est divisée par L = W . Ainsi, le code 2D se comporte d'un

point de vue probabiliste comme un code 1D ayant une dimension temporelle équivalente

égale à L × F , soit L fois plus grande. Cette nouvelle dimension spectrale permet donc

de relâcher la contrainte sur la longueur temporelle pour viser une performance donnée.

Pour la même raison, les débits utiles seront plus grands en utilisant des codes 2D plutôt

que des codes 1D.

3.2.3 Réception

3.2.3.1 Introduction

En réception, le signal détecté est composé de la somme des données codées sj(t) des

di�érents utilisateurs. On considère la réception d'un seul utilisateur, appelé par la suite

utilisateur désiré. Dans le cadre de l'OCDMA, les récepteurs mono-utilisateurs c'est-à-dire

n'utilisant que le code de l'utilisateur désiré pour décoder l'information sont préférés aux
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récepteurs multi-utilisateurs. En e�et, ces derniers, qui nécessitent la connaissance des

codes de tous les utilisateurs du réseau permettent une meilleure estimation des données

de l'utilisateur désiré mais sont de fait plus complexes.

Dans tous les schémas de réception envisagés pour l'OCDMA, on retrouve le principe

de la corrélation du signal reçu avec le code de l'utilisateur désiré. Ce principe de

base, nommé réception conventionnelle par corrélation (CCR : Conventional Correlation

Receiver) constitue la plus simple des techniques de réception. Après la présentation du

CCR dans le paragraphe suivant, d'autres schémas de réception toujours basés sur ce

principe sont également présentés.

3.2.3.2 Réception par corrélation

En réception, on considère que le signal reçu r(t) est corrélé avec le code de l'utilisateur

désiré cd(t), avec ici une synchronisation en temps bit pour l'utilisateur désiré (le décalage

ld est nul). Une fois l'intégration réalisée sur le temps bit Tb, une décision est prise sur

chaque donnée à l'aide d'un comparateur à seuil, dont la valeur est notée S. La �gure 3.4

représente le principe de la réception par corrélation.

Fig. 3.4 � Réception par corrélation CCR

Chacun des signaux représentés sur la �gure 3.4 est détaillé ci-après de manière

mathématique. Dans le cas idéal, on considère que le signal reçu à l'entrée du récepteur

r(t) est égal au signal formé à l'émission c'est-à-dire à la somme des données codées des
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di�érents utilisateurs, pour j ∈ [1, U ] :

r(t) =
U∑
j=1

sj(t) (3.10)

En explicitant chaque donnée codée sj(t) comme le produit de la donnée émise par le code

de l'utilisateur correspondant, r(t) peut aussi s'écrire comme :

r(t) =
U∑
j=1

bj · cj(t+ lj) (3.11)

Ce signal est ensuite multiplié au code de l'utilisateur désiré cd(t) pour constituer le signal

reçu corrélé rcorr(t) :

rcorr(t) = r(t) · cd(t) =

(
U∑
j=1

bj · cj(t+ lj)

)
· cd(t)

= bd · cd(t) · cd(t) +
U∑

j=1/j 6=d

bj · cj(t+ lj) · cd(t) (3.12)

L'intégration de ce signal sur le temps bit permet de constituer la variable décisionnelle

correspondant à l'utilisateur désiré d et s'écrivant comme :

Zd =

∫ T

0

rcorr(t)dt =
F−1∑
t=0

rcorr(t) (3.13)

Avec la notation Ii,j dé�nie précédemment Ii,j =
F−1∑
t=0

ci(t)cj(t+ l), la variable
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décisionnelle peut s'écrire :

Zd = bd · Id,d +
U∑

j=1/j 6=d

bj · Id,j

= bd ·W +
U∑

j=1/j 6=d

bj · Id,j (3.14)

Dans le cas de codes parfaitement orthogonaux (3.1), la quantité Id,j est nulle pour

tout j 6= d donc la variable décisionnelle est uniquement exprimée par :

Zd = bd ·W (3.15)

Seules les données relatives à l'utilisateur désiré sont présentes dans la variable

décisionnelle, et la réception est réalisée sans erreur.

Dans le cas de quasi-orthogonalité, on dé�nit l'interférence relative aux données de

l'utilisateur désiré par :

Id =
U∑

j=1/j 6=d

bj · Id,j (3.16)

La variable décisionnelle s'écrit alors :

Zd = bd ·W + Id (3.17)

On peut noter que, comme les données sont unipolaires, le terme d'interférence et

la variable décisionnelle sont des termes positifs. La variable décisionnelle est ensuite

comparée à un seuil S (compris entre 0 et W [89]) pour prendre une décision selon la
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règle :

b̂d =

 1 si Zd ≥ S

0 si Zd < S
(3.18)

Dans ce cas, comme la variable décisionnelle comporte un terme d'IAM Id, il peut exister

des erreurs lors de la réception. La probabilité d'erreur correspondant à ce cas de �gure

est développée dans la partie 3.3.1.

3.2.3.3 Les autres récepteurs

a- Récepteur CCR avec limiteur

A�n de réduire la quantité d'IAM présente dans le signal reçu, la solution la plus simple

consiste à ajouter un module limiteur avant le CCR, comme représenté sur la �gure 3.5.

Fig. 3.5 � Récepteur CCR avec limiteur

Le fonctionnement de ce module "limiteur", généralement réalisé en optique (et dans

ce cas appelé HL : Hard Limiter) peut être traduit par la fonction suivante :

hl(x) =

 x si x < 1

1 si x ≥ 1
(3.19)

Ce module revient donc à écrêter à 1 le signal reçu sur chaque chip. Ainsi, la quantité

d'interférence est diminuée par rapport au cas sans limiteur, ce qui a pour conséquence

une amélioration de la probabilité d'erreur par rapport au CCR.

b- Récepteurs multi-utilisateurs
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Les performances peuvent être encore améliorées si on utilise des récepteurs multi-

utilisateurs. Un récepteur multi-utilisateurs nécessite par dé�nition la connaissance au

niveau du récepteur des codes des di�érents utilisateurs actifs. Le principe repose alors

sur l'estimation des interférences des utilisateurs non désirés avant de soustraire au signal

utile cette estimation de sorte à annuler les interférences. Parmi les di�érents récepteurs

multi-utilisateurs, on peut citer les récepteurs ayant une structure parallèle (PIC : Parallel

Interference Cancelation receiver) ou série (ou successif SIC : Successive Interference

Cancellation receiver) [89]. Cependant, la complexité de tels schémas au niveau de la

réception, qui nécessitent la connaissance des codes de tous les utilisateurs actifs, ainsi

que le calcul des corrélations relatives à chacun des utilisateurs rend le système plus

lourd. Ainsi, l'utilisation de récepteurs multi-utilisateurs ne sera pas envisagé par la suite,

et l'étude se limitera au CCR.

3.2.4 Application de l'OCDMA aux transmissions multimédia

La technique OCDMA peut être utilisée dans le cadre d'applications multimédia,

pour e�ectuer par exemple, la di�érenciation de TEB et la di�érenciation de débits.

A�n de fournir des valeurs signi�catives de débits et de nombre d'utilisateurs, nous ne

considèrerons par la suite, pour les applications multimédia, que l'utilisation de codes 2D.

Pour di�érencier les TEB, la technique la plus simple est d'utiliser des codes de poids

di�érents. En e�et, pour une longueur temporelle �xée, plus le poids du code est élevé

plus les TEB sont faibles. A partir des codes MWOOC, il est possible de former des codes

multi-poids [76, 90] et de les a�ecter à des utilisateurs de classes di�érentes.

Considérons un code MWOOC(F ,L,W = L) comportant un nombre NMWOOC de

matrices de code di�érentes. Pour obtenir des codes muti-poids, on décompose le poids
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L en di�érentes valeurs Lj telles que
m∑
j=2

Lj = L. Le nombre m correspond au nombre

de poids di�érents (m − 1 sous-poids dans la décomposition plus le poids d'origine L).

Sachant qu'il existe di�érentes manières d'e�ectuer la décomposition, m peut prendre

plusieurs valeurs pour une valeur de L donnée.

Ainsi, m correspond au nombre de classes de services (caractérisées par le TEB)

di�érentes.

La �gure 3.6 représente deux exemples de répartitions possibles pour un code MWOOC

avec 7 longueurs d'onde. Dans le cas de gauche, le poids est décomposé en 4 et 3 tandis

que dans le cas de droite la décomposition est faite en sous-poids égaux à 5 et 2. Dans

chacun des cas m = 2, mais les qualités de service (en termes de TEB) sont di�érentes,

puisque les poids sont di�érents.

Fig. 3.6 � Exemple de partitionnement pour un code MWOOC avec L = 7

Concernant la di�érenciation de débits, une solution simple appelée "parallel mapping"
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consiste à a�ecter plusieurs matrices de codes à un seul utilisateur qui de ce fait, peut

envoyer simultanément plusieurs informations. Ainsi, le débit par utilisateur sera donné

par le débit matrice multiplié par le nombre de matrices qui lui sont a�ectées.

En réception, il est alors nécessaire d'avoir autant de récepteurs par utilisateur que

de matrices qui lui sont a�ectées, ce qui rend préférable l'utilisation de récepteurs le plus

simples possibles, c'est-à-dire un CCR avec éventuellement un limiteur.

On peut également e�ectuer la di�érenciation de débit en utilisant des codes de

longueurs temporelles di�érentes [76]. Cependant, cette technique a des performances

limitées du fait de l'interférence introduite par les codes longs sur les codes plus courts.

L'application multimédia envisagée dans cette étude se focalise donc sur le parallel

mapping pour la di�érenciation de débits.

3.3 Limitations

3.3.1 L'Interférence d'Accès Multiple

L'IAM constitue une limitation inhérente dans une transmission OCDMA utilisant

des codes quasi-orthogonaux. Due à l'intercorrélation non nulle, et à la sommation en

puissance des données sur chaque temps chip, la variable décisionnelle qui est un terme

toujours positif, dépend du terme d'interférence Id, dont la valeur est elle-même liée au

nombre d'utilisateurs actifs ainsi qu'à la famille de code utilisée.

On peut montrer que la variable Id représentant l'IAM sur le temps bit, suit une loi

binomiale de paramètres (p = pOOC ou p = pMWOOC , U−1) [70,89]. Ainsi, Id peut prendre
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des valeurs i entre 0 et U − 1 avec la probabilité suivante :

p(Id = i) =

 U − 1

i

 pi (1− p)U−1−i (3.20)

La densité de probabilité de la variable Id est donc de la forme :

pId =
U−1∑
i=0

 U − 1

i

 pi (1− p)U−1−i δ (Id − i) (3.21)

La variable décisionnelle, donnée par (3.17) : Zd = bd · W + Id, avec une émission

équiprobable de '1' et de '0', a quant à elle une densité de probabilité exprimée par la

demi-somme des densités de probabilités conditionnelles notées : p
(0)
Zd

pour bd = 0 et p
(1)
Zd

pour bd = 1.

Pour bd = 0, Zd = Id donc p
(0)
Zd

= pId . Pour bd = 1, Zd = W + Id donc sachant que

pId s'exprime avec des fonctions de dirac, cela signi�e que p
(1)
Zd

est égale pId décalée de W .

Ainsi, on peut écrire la densité de probabilité de Zd comme :

pZd =
1

2

(
p

(0)
Zd

+ p
(1)
Zd

)
=

1

2

U−1∑
i=0

 U − 1

i

 pi (1− p)U−1−i δ (Zd − i)

+
U−1∑
i=0

 U − 1

i

 pi (1− p)U−1−i δ (Zd +W − i)

 (3.22)

Un exemple de représentation des densités de probabilité conditionnelles p
(0)
Zd

et p
(1)
Zd

est donné �gure 3.7 pour la famille OOC(70,3) et U = 10 utilisateurs.

On remarque alors que les densités p
(0)
Zd

et p
(1)
Zd

sont identiques, et décalées sur l'axe des
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Fig. 3.7 � Exemple de densité de probabilité de la variable décisionnelle en présence
d'IAM pour la famille OOC(70,3) avec 10 utilisateurs

x de la valeur W =3. Ainsi, par exemple, p(0)(Zd = 0) = p(1)(Zd = 3) = p(Id = 0). Par

conséquent, la densité de probabilité globale pZd , s'écrivant comme la somme pondérée

des deux, sera maximale en x = 3 où : p(Zd = W = 3) = 1
2

(p(Id = 0) + p(Id = 3)) ≈
1
2
· p(Id = 0) = p(Zd = 0).

On remarque de plus dans cet exemple où l'IAM est peu importante (faible nombre

d'utilisateurs), que la répartition binomiale décroît rapidement en fonction de x.

La moyenne mI et la variance σ2
I de la variable binomiale d'IAM Id sont données

par [70] :

mI = (U − 1) · W
2

2F
(3.23)

σ2
I = (U − 1) · W

2

2F
·
(

1− W 2

2F

)
≈ (U − 1) · W

2

2F
(3.24)
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A partir de ces considérations, il est possible d'évaluer la probabilité d'erreur du

système OCDMA en considérant l'impact de l'IAM. Avec une réception CCR, en

supposant une émission equiprobable, la probabilité d'erreur est exprimée d'une manière

générale par :

Pe,CCR =
1

2
p(Zd ≥ S|bd = 0) +

1

2
p(Zd < S|bd = 1) (3.25)

En remplaçant Zd par son expression (3.17), il vient :

Pe,CCR =
1

2
p(Id ≥ S) +

1

2
p(W + Id < S) (3.26)

Comme Id ≥ 0, la quantité p(W + Id < S) est toujours nulle pour S ≤ W , ce qui

signi�e qu'aucune erreur n'est faite sur les '1' émis. En ce qui concerne le terme p(Id > S),

il sera d'autant plus faible que le seuil est élevé. Ainsi, le seuil optimal est S = W . Dans

les cas 0 < S ≤ W , la probabilité d'erreur s'exprime alors :

Pe,CCR =
1

2
p(Id ≥ S) =

1

2

∑
i≥S

p(Id = i) (3.27)

Ainsi, la probabilité d'erreur avec une réception CCR s'exprime �nalement, avec p

donné par (3.6) pour les codes OOC ou (3.9) pour les codes MWOOC :

Pe,CCR =
1

2

U−1∑
i≥S

 U − 1

i

 pi (1− p)U−1−i (3.28)

En considérant l'ajout du module limiteur en amont du CCR, la probabilité d'erreur
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peut être bornée par l'expression suivante [70,89] :

Pe,Lim+CCR ≤
1

2

 W

S

 S−1∏
i=0

(
1− (1− p)U−1−i

)
(3.29)

Pour une même famille de code et un même nombre d'utilisateurs actifs, la probabilité

du système est améliorée par rapport au cas du CCR [70,89].

3.3.2 Le beat noise

3.3.2.1 Contexte

Tout comme dans le cas d'une transmission optique �laire sans OCDMA, la loi

quadratique de la photodétection qui revient à élever au carré le signal reçu conduit

à des battements entre le signal utile et le bruit composé ici de l'IAM. Ces battements

entre les interférences constituent le beat noise (ou bruit de battement). En utilisant la

notation complexe, le champ reçu E(t) peut s'écrire sur un intervalle de durée égale au

temps chip Tc :

E(t) =
U∑
i=1

Ei · ejωt+φi (3.30)

où φi correspond à la phase relative de l'utilisateur i et U représente toujours le nombre

d'utilisateurs actifs.

Ei correspond à l'amplitude de la contribution du iime utilisateur sur le temps chip

considéré. Pour i = d (l'utilisateur désiré), cela correspond à sa donnée utile, tandis

que toutes les autres contributions (Ei pour i 6= d) constituent l'IAM. Le photocourant

(ou la puissance optique) est dé�ni à un facteur près (la sensibilité du photodétecteur,
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normalisée à 1) comme le module au carré du champ reçu (2.2). Il est donc de la forme :

|E(t)|2 =

(
U∑
i=1

Eie
jωt+φi

)
·

(
U∑
k=1

E∗ke
−jωt−φk

)
(3.31)

Comme les amplitudes Ei sont des valeurs réelles, on a, en séparant les termes relatifs à

l'utilisateur désiré d :

|E(t)|2 = E2
d +

U∑
i=1;i 6=d

E2
i + 2Ed

U∑
i=1;i 6=d

Ei · cos (φd − φi)

+
U∑

i=1;i 6=d

U∑
k=1;k 6=d;k 6=i

EiEk · cos (φi − φk) (3.32)

Les di�érents termes de l'expression (3.32) représentent :

� l'information utile émise par l'utilisateur désiré : E2
d ,

� le terme d'Interférence d'Accès Multiple :
U∑

i=1;i 6=d

E2
i . L'IAM est présente si au moins

un utilisateur non désiré interfère c'est-à-dire s'il existe i tel que Ei 6= 0,

� le beat noise primaire (entre les données de l'utilisateur désiré et celles des autres

utilisateurs),

� le beat noise secondaire (entre les données des utilisateurs non désirés).

Les deux termes de beat noise dépendent de la di�érence de phase entre les champs

provenant de di�érents utilisateurs sur un temps chip. Cette di�érence de phase a pour

conséquence que les données se combinent de manière plus ou moins destructive. Ainsi,

les termes de beat noise s'ajoutent (ou se soustraient) à la variable décisionnelle, ce qui

modi�e sa valeur et donc la prise de décision.

D'une manière similaire au cas sans accès multiple, pour quanti�er les battements dus

à la photodétection, on peut dé�nir le rapport entre la bande passante optique du système

Bo et la bande passante électique Be :M = Bo/Be, avecM entier > 0. La bande passante
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optique correspond à la bande la plus étroite imposée par le système de transmission

c'est-à-dire entre la bande passante de la source (spectre d'émission), la bande passante

des éventuels ampli�cateurs en ligne et celle de l'éventuel �ltre optique de réception. Elle

est directement reliée à la durée e�ective Tp du signal émis durant un temps chip par

la relation : Bo = 1/Tp. Si Bo correspond à la bande passante de la source (au spectre

d'émission), Tp = τc avec τc le temps de cohérence de la source.

La bande passante électrique correspond au débit maximum des informations

transmises sur la chaîne. Ce débit est limité par la capacité du récepteur électronique

à échantillonner le signal reçu à une certaine fréquence. En pratique, cette période est

égale au temps chip Tc et la bande passante électrique est �xée à sa valeur minimale :

Be = 1/Tc = F/Tb où Tb représente le temps bit.

Ainsi on a la relation :

M = Bo/Be = Tc/Tp ∈ N∗ (3.33)

Par rapport aux études réalisées au cours du chapitre 2, nous avons pu établir que lorsque

le rapport des bandes passantesM augmente, la statistique du canal χ2 tend vers celle du

canal symétrique gaussien. Ceci signi�e que lorsque M augmente, les e�ets de battements

dus à la photodétection deviennent peu importants. Ceci est en accord avec les résultats

précédemment publiés [77�85], qui a�rment que le beat noise a un impact d'autant plus

important que la quantité M (M ∈ N∗) est faible.

Ainsi, il est indispensable d'en tenir compte dans les systèmes OCDMA incohérents

dès lors qu'on est en régime partiellement cohérent ou cohérent, c'est-à-dire lorsque la

condition M = Tc/Tp >> 1 n'est pas respectée. Cependant, pour des régimes dits

incohérents avec des valeurs de M élevées, il est intéressant d'avoir une formulation
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générale de l'impact du beat noise a�n de caractériser les dégradations du TEB.

Pour modéliser le canal en prenant en compte l'e�et du beat noise, plusieurs études ont

été menées, avec des modèles de distributions approchées di�érents. Dans [77, 78, 81, 86],

le beat noise dans les systèmes OCDMA, à une ou deux dimensions, est modélisé par

un bruit gaussien, ce qui est peu représentatif du phénomène de battements compte tenu

de la loi de détection quadratique. Une autre approximation, appelée méthode du point

col ("saddle point approximation"), est utilisée dans [80]. L'impact du beat noise n'y est

étudié que pour des régimes cohérents ou partiellement cohérents c'est-à-dire pour des

valeurs de M faibles, et il est négligé pour le régime incohérent. De la même manière,

seul le régime cohérent a été traité dans [86]. Cependant, même si l'impact du beat noise

est plus important dans les régimes cohérents et partiellement cohérents, il existe quand

même pour le régime incohérent [81].

A�n de compléter ces travaux et d'obtenir une formulation générale de l'impact du

beat noise sur les performances d'un système OCDMA, quelle que soit la nature du

régime (c'est-à-dire quelle que soit la valeur de M), deux approches di�érentes ont été

menées. La première est basée sur des considérations temporelles du signal transmis,

tandis que la deuxième s'appuie sur une représentation spectrale et conduit à un modèle

statistique de la variable décisionnelle. Ces deux approches ainsi que les modèles de canal

correspondants sont developpés dans les paragraphes suivants. Chacune de ces approches

conduit à l'obtention d'une expression théorique de la probabilité d'erreur, valable pour

toute valeur de M .

3.3.2.2 Premier modèle : approche temporelle

Description

Cette première approche se base sur l'expression analytique du photocourant (3.32) qui

151



Codage correcteur d'erreurs pour des transmissions sur �bre
optique utilisant la technique OCDMA

fait apparaître des termes en cos(δφ), où δφ = φi−φj correspond à la di�érence de phase

entre des champs d'utilisateurs di�érents. Ce déphasage se traduit par un décalage dans

le temps des impulsions dans le temps chip. En e�et, si les champs correspondants à

deux impulsions di�érentes ont la même phase, celles-ci débutent au même endroit dans

le temps chip et la combinaison est entièrement constructive. Le terme de beat noise est

dans ce cas maximal. Si les impulsions sont décalées dans le temps, le terme de beat noise

s'annule en partie. Ce phénomène peut aussi se traduire par le fait que la durée e�ective

des impulsions Tp n'est pas égale au temps chip Tc.

Dans ce modèle, on considère que le beat noise se traduit par l'élévation au carré des

amplitudes résultantes de chacune des impulsions contenues dans des intervalles Tp. Ainsi,

cela revient à considérer qu'il apporte une contribution uniquement positive, mais qu'elle

est toujours maximale. Ce modèle simple permet alors d'aboutir à une borne supérieure

des performances [82,83].

Un exemple est représenté �gure 3.8. Sur chacun des chips de l'utilisateur désiré,

le nombre d'interférents est 1, 4 et 3. Si on ne considère que l'impact de l'IAM sans

prendre en compte la détection quadratique, cela conduit à une variable décisionnelle

Zd = 8. Cependant, si on tient compte de la conversion quadratique avec le modèle

décrit plus haut, les di�érents interférents occupent seulement une partie du temps chip,

et peuvent, ou non, interférer réellement avec les autres impulsions présentes. Dans

l'exemple présenté �gure 3.8, on suppose que la première impulsion occupe une position

aléatoire dans le premier temps chip, tandis que sur le deuxième temps chip, les quatre

impulsions sont supposées réparties sur deux positions conduisant à deux impulsions

d'amplitudes résultantes égales à 1 et 3 (elles pourraient aussi être réparties sur quatre

positions : 1 1 1 1, sur trois : 1 1 2 ou encore sur une seule : 4). En�n, sur le dernier chip

de l'utilisateur désiré, les trois impulsions interférentes sont réparties sur trois positions
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di�érentes. La variable décisionnelle est alors obtenue comme la somme au carré des

amplitudes résultantes des di�érents groupes, c'est-à-dire Zd = 12 dans cet exemple.

Fig. 3.8 � Modèle de beat noise, approche temporelle

Avec les notations précédentes (3.33), on peut écrire Tc = M · Tp. Lorsque M devient

grand, Tp est très petit face à Tc et les chips interférents ont une probabilité très faible de

se superposer. Dans ce cas, l'élévation au carré en réception ne génèrera pas (ou peu) de

beat noise. Dans l'exemple précédent, cela correspondrait au cas où toutes les impulsions

sont sur des positions di�érentes (Zd = 12 + (12 + 12 + 12 + 12) + (12 + 12 + 12) = 8).
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Probabilité d'erreur

Pour évaluer la probabilité d'erreur, il faut partir de la formule générale (3.25) avec

une variable décisionnelle telle que :

Zd = bd ·W + Id + kd =

Q∑
m=1

a2
m (3.34)

avec

� kd le terme de beat noise sur le temps bit, relatif à l'utilisateur désiré,

� Q le nombre de positions occupées par des groupes d'impulsions dans le temps bit,

sur les chips de l'utilisateur désiré uniquement (dans l'exemple �gure 3.8 : Q = 6),

� am l'amplitude des impulsions résultantes sur chacune de ces positions (dans

l'exemple �gure 3.8 : a1 = a2 = 1, a3 = 3, a4 = a5 = a6 = 1 ).

Notons alors que le terme d'IAM, sans prendre en compte les battements est donné par :

Id =

Q∑
m=1

am (3.35)

Avec (3.34), la probabilité d'erreur s'exprime de la manière suivante :

Pe,CCR =
1

2
p(Id + kd ≥ S) +

1

2
p(W + Id + kd < S) (3.36)

Sachant que dans le modèle, le beat noise n'apporte qu'une contribution positive (ou

nulle), le terme p(W + Id + kd < S) est nul pour S ≤ W , et les erreurs n'auront donc lieu

que sur les données '0' émises. Concernant le terme p(Id + kd ≥ S), comme Id et kd sont
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positifs, il peut se décomposer en :

p(Id + kd ≥ S) = p(Id ≥ S) + p(Id < S ∩ Id + kd ≥ S)

= p(Id ≥ S) + p(Id < S) · p(Id + kd ≥ S|Id < S) (3.37)

Le premier terme de (3.37) correspond à la probabilité d'erreur en présence d'IAM avec

un CCR, et est donnée par (3.28). Le deuxième terme quant à lui peut s'écrire :

p(Id < S) · p(Id + kd ≥ S|Id < S) =
S−1∑
j=0

p(Id = j) · p(j + kd ≥ S|j < S)

=
S−1∑
j=0

 U − 1

i

 (p)j (1− p)U−1−j · p(j + kd ≥ S|j < S) (3.38)

Finalement, la probabilité d'erreur se résume à :

Pe,CCR =
1

2

U−1∑
i≥S

 U − 1

i

 pi (1− p)U−1−i

+
1

2

S−1∑
j=0

 U − 1

i

 (p)j (1− p)U−1−j · p(j + kd ≥ S|j < S) (3.39)

Ainsi, pour estimer l'impact du beat noise sur les performances du système, il reste

à déterminer les di�érents cas possibles de répartition des impulsions sur le temps bit

puis déterminer ceux qui conduisent à j + kd ≥ S, sachant que j < S, où pour rappel j

représente la valeur prise par le terme d'IAM Id.

Etant donné que les impulsions sont de durée Tp = Tc/M , chaque impulsion peut se

positionner sur M places di�érentes dans un temps chip. Sachant qu'on ne considère que

les W chips de l'utilisateur désiré, le nombre de places disponibles sur le temps bit pour
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chaque impulsion estW ·M . Ainsi, le nombre de positions Q sur lesquelles les j impulsions

interférentes se répartissent est au maximum égal à W ·M , et reste forcément inférieur au

nombre total d'impulsions j. Ceci se traduit par : Q ≤ min {j,W ·M}. Or, sachant que

M ≥ 1 et que dans la somme considérée (3.39), j ≤ S − 1, avec S ≤ W on a toujours :

j ≤ W ·M . Donc la condition sur Q est �nalement : Q ≤ j.

Rappelons que dans le cas considéré (erreurs sur les '0' émis donc bd = 0), les

amplitudes des impulsions résultantes am,m ∈ [1, Q] sur chacune des Q positions occupées

véri�ent Id =

Q∑
m=1

am (3.35) et Id + kd =

Q∑
m=1

a2
m (3.34).

Ainsi, la condition Id + kd ≥ S se traduit par

Q∑
m=1

a2
m ≥ S. Il reste donc à déterminer

tous les cas possibles de combinaisons des am pour en déduire ceux qui conduisent à
Q∑

m=1

a2
m ≥ S.

Listons les valeurs pouvant être prises par les am c'est-à-dire les répartitions possibles

des j impulsions interférentes sur Q positions :

� Sur la position 1, le nombre d'impulsions superposées, noté a1 peut varier de 1 à j.

Pour une valeur �xée de a1, il y a alors

 j

a1

 combinaisons di�érentes.

� Sur la position 2, le nombre d'impulsions superposées, noté a2 peut varier de 1 à

j−a1. Pour une valeur �xée de a1, il y a alors

 j − a1

a2

 combinaisons di�érentes.

� Sur la position 3, le nombre d'impulsions superposées, noté a3 peut varier de 1 à

j − a1 − a2. Pour une valeur �xée de a1, il y a alors

 j − a1 − a2

a3

 combinaisons

di�érentes.

� ...

� Sur la position Q, telle que aQ = j −
Q−1∑
q=1

aq, il n'y a alors qu'une combinaison
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possible.

Notons alors que le nombre de positions occupées Q ne peut pas être déterminé à

l'avance, puisqu'il dépend des valeurs prises par chaque am. Il peut être obtenu de manière

récursive avec la condition d'arrêt j =

Q∑
q=1

aq.

Pour un nombre �xé Q, le nombre de combinaisons possibles pour répartir ces Q

positions sur les W ·M positions disponibles est

 W ·M

Q

.

Ce décompte conduit à l'expression du nombre de cas possibles de répartition des j

chips parmi les W ·M places disponibles :

N(j) =

j∑
a1=1

j−a1∑
a2=1

...

j−
∑m−1
q=1 aq∑

am=1

...

j−
∑Q−2
q=1 aq∑

aQ−1=1

 j

a1


 j − a1

a2

 ...

...

 j −
∑m−1

q=1 aq

am

 ...

 W ·M

Q

 =
∑
Q≥1

N (Q)(j) (3.40)

Chacun de ces cas arrive avec la probabilité
(

1
W ·M

)j
puisqu'il y a j impulsions

interférentes à positionner sur W · M places. Pour chacun de ces cas, l'interférence

plus le terme de beat noise vaut : Id + kd =

Q∑
m=1

a2
m. La probabilité pour un cas

d'engendrer une interférence globale (IAM + beat noise) supérieure au seuil s'écrit alors :

ps = p

(
Q∑

m=1

a2
m ≥ S

)
et vaut 0 ou 1 en fonction des quantités am.
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On en déduit �nalement que :

p(j + kd ≥ S|j < S) =
∑
Q≥1

N (Q)(j) ·
(

1

W ·M

)j
· ps

=

j∑
a1=1

j−a1∑
a2=1

...

j−
∑m−1
q=1 aq∑

am=1

...

j−
∑Q−2
q=1 aq∑

aQ−1=1

 j

a1


 j − a1

a2

 ...

...

 j −
∑m−1

q=1 aq

am

 ...

 W ·M

Q

 · ps · ( 1

W ·M

)j
(3.41)

D'où, en remplaçant dans (3.39), on obtient pour 0 < S ≤ W :

Pe,CCR =
1

2

U−1∑
i≥S

 U − 1

i

 pi (1− p)U−1−i

+
1

2

S−1∑
j=0

 U − 1

i

 (p)j (1− p)U−1−j ·
j∑

a1=1

j−a1∑
a2=1

...

j−
∑m−1
q=1 aq∑

am=1

... (3.42)

...

j−
∑Q−2
q=1 aq∑

aQ−1=1

 j

a1


 j − a1

a2

 ...

 j −
m−1∑
q=1

aq

am

 ...

 W ·M

Q

 · ps · ( 1

W ·M

)j

Sachant que dans ce modèle, la contribution globale (IAM+ beat noise) est considérée

comme étant toujours positive, la probabilité d'erreur (correspondant à la probabilité

d'erreurs faites sur les '0') est, de la même manière qu'en ne considérant que l'IAM,

d'autant plus faible que le seuil S, compris entre 0 et W , est élevé. Ainsi, par la suite, on

considèrera en fait toujours S = W .

Validation du modèle

Lorsque M tend vers l'in�ni, il a été véri�é numériquement que le deuxième terme de
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(3.42) tend vers 0. Ainsi, la probabilité d'erreur tend vers le premier terme de la somme,

qui est aussi égal à la probabilité d'erreur du CCR ne considérant que l'impact de l'IAM.

A l'opposé, plus M est faible, plus la valeur prise par le deuxième terme est importante.

Ceci se traduit par le fait que le beat noise est d'autant plus important que le rapport des

bandes passantes M = Bo/Be est faible alors qu'il est négligeable pour M in�ni, ce qui

valide le modèle aux limites.

De plus, les résultats issus de (3.42) pour S = W ont été comparés à des résultats

précédemment publiés [81] et utilisant un modèle de beat noise basé sur une distribution

gaussienne. A�n de se mettre dans les mêmes con�gurations que celles présentées dans [81],

nous avons comparé les performances obtenues avec le code OOC (F=2197, W=4) et

M = 50. Les résultats sont représentés �gure 3.9 en fonction du nombre d'utilisateurs

actifs U . A titre de comparaison, les performances obtenues sans prendre en compte le

beat noise, mais en ne considérant que l'IAM sont aussi reportées �gure 3.9.

On peut remarquer que les résultats issus du modèle développé et ceux présentés

dans [81] sont tout à fait concordants, ce qui est normal, vu qu'ici M = 50 et le modèle

gaussien est su�sant. Les TEB tendent dans ce cas vers une valeur limite, correspondant

à la probabilité d'erreur sans beat noise, mais en considérant uniquement l'IAM.

3.3.2.3 Deuxième modèle : approche spectrale et modèle statistique

Description

Dans ce modèle, on ne fait plus d'hypothèse sur les valeurs prises par le déphasage. En

e�et, la base du raisonnement n'est plus fondée sur l'expression temporelle du signal

reçu, mais sur des considérations spectrales, analogues à celles présentées au cours du

chapitre 2. Etant donné que la photodétection revient à élever au carré le champ reçu, le

modèle χ2 peut s'avérer représentatif du beat noise, si on considère que l'IAM se comporte
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Fig. 3.9 � Performances obtenues avec la formule théorique (3.42), comparées à celles
issues de [82] en fonction du nombre d'utilisateurs U pour M = 50

localement sur chaque temps chip comme une variable de type gaussienne. Comme le beat

noise n'apparaît que lorsque plusieurs champs se superposent, le modèle χ2 ne peut être

utilisé que lorsque la puissance du chip est strictement supérieure à 1. Ainsi, si ri représente

la puissance (normalisée) du chip i, i ∈ [0, F − 1] avant la détection et zi sa valeur après,

le modèle envisagé peut se représenter par la fonction suivante :

f :



ri = 0 7→ f(ri) = zi = 0

ri = 1 7→ f(ri) = zi = 1

ri 7→ f(ri) = zi =
n∑
j=1

x2
ij

(3.43)
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Avec n l'ordre de la distribution χ2, n = 2Bo/Be = 2M et xij, variable gaussienne ayant

une variance var et une moyennemij données. Les valeurs prises par var etmij dépendent

de la quantité d'IAM ainsi que de celle du beat noise caractérisé par le paramètre M :

� La moyennemij de chaque variable xij est choisie identique pour toutes les valeurs de

j, donc mij = mi. Elle est déterminée de manière à respecter la puissance totale du

chip :
n∑
j=1

m2
ij = ri. Comme toutes les moyennes sont identiques, on a

n∑
j=1

m2
ij = n·m2

i

d'où :

mi =

√
ri
n

=

√
ri

2M
(3.44)

� La variance var des n variables xij dépend de la quantité d'IAM, caractérisée par

sa variance σ2
I ainsi que du nombre de variables :

var =
σ2
I

n
=

(U − 1)W 2

2F · 2M
(3.45)

Le modèle étant entièrement décrit, il est maintenant possible d'établir la statistique

du signal détecté a�n de déterminer la probabilité d'erreur.

Probabilité d'erreur

L'expression (3.25) donne une dé�nition générale de la probabilité d'erreur en fonction de

la variable décisionnelle Zd. A�n de déterminer les termes qui la constituent, la statistique

de Zd est recherchée. La variable décisionnelle est dé�nie dans le cadre de l'OCDMA par

(3.13), qui peut aussi s'écrire :

Zd =
F∑

i=1/cd(i)=1

zi (3.46)

En distinguant les cas où ri > 1 des autres cas, l'expression de la variable décisionnelle

devient :

Zd = α +
W ′∑
i=1

n∑
j=1

x2
ij (3.47)
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en notant α le nombre de chips tels que ri = 1 et W ′ le nombre de chips tels que ri > 1.

Pour une valeur �xée de α, et pour W ′ > 0, la variable Z − α est dé�nie comme une

double somme de variables gaussiennes au carré et possède donc une statistique de type

χ2. L'ordre de la distribution est dans ce cas donné par le nombre de termes dans la

somme c'est-à-dire nW ′. Le paramètre de non-centralité est dé�ni par :

s2(W ′, α) =
W ′∑
i=1

n∑
j=1

m2
ij (3.48)

Or, par dé�nition (3.44),
n∑
j=1

m2
ij = ri, ce qui simpli�e l'expression du paramètre de non

centralité (3.48) :

s2(W ′, α) =
W ′∑
i=1

ri (3.49)

Ainsi, on peut en conclure que la variable décisionnelle Zd suit également une

distribution de nature χ2, d'ordre nW ′ et de paramètre de non-centralité donné par :

s2
Z(W ′, α) = α + s2(W ′, α) = α +

W ′∑
i=1

ri (3.50)

Cette quantité (3.50) correspond à la somme de α (c'est-à-dire la somme des ri tels que

ri = 1) et de la somme des ri tels que ri > 1. C'est donc �nalement la somme des ri,

quelles que soient leurs valeurs soit :

s2
Z(W ′, α) =

W∑
i=1

ri = bd ·W + Id (3.51)

Ainsi, on peut exprimer la densité de probabilité de Zd pour s
2
Z �xé et W ′ 6= 0 à partir
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d'une fonction χ2 non-centrée :

ps2Z ,W ′ 6=0(Zd) =
1

2var

(
Zd
s2
Z

)(nW ′−2)/4

e−(s2Z+Zd)/(2var)InW ′/2−1

(√
Z
sZ
var

)
(3.52)

W ′ prend des valeurs aléatoires entre 1 et W . A�n de simpli�er l'étude et sachant que

dans les cas considérés W est faible, les valeurs de nW ′ sont approchées par la suite par

nW dans les cas où s2
Z = bd ·W + Id > W et par n dans les autres cas.

Notons que lorsque W ′ = 0, la variable décisionnelle Zd est une valeur entière, (égale

à α) et sa densité de probabilité peut s'écrire sous forme de fonction de dirac :

ps2Z ,W ′=0(Zd) = δ (Zd − α) (3.53)

Finalement, à partir des expressions (3.52) et (3.53), la densité de probabilité de la

variable décisionnelle est obtenue pour s2
Z �xé par :

ps2Z (Zd) = p
(
W ′ = 0

∣∣s2
Z

)
· ps2Z ,W ′=0(Zd) + p

(
W ′ 6= 0

∣∣s2
Z

)
· ps2Z ,W ′ 6=0(Zd) (3.54)

En considérant maintenant que s2
Z peut prendre di�érentes valeurs (en fonction

du terme d'interférence et de la donnée émise), l'expression générale de la densité de

probabilité peut s'exprimer comme une somme pondérée, c'est-à-dire :

p(Zd) =
∑
i

p
(
s2
Z = i

)
pi (Zd) (3.55)

Cette expression fait apparaître une somme pondérée de fonctions χ2, donc la variable

décisionnelle se comporte �nalement comme une mixture de χ2.

A�n de caractériser entièrement la densité de probabilité de la variable décisionnelle, il
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reste à dé�nir la quantité p(W ′ = 0), qui dépend de la donnée émise. En e�et, pour b = 1,

chaque chip de l'utilisateur désiré ri, i t.q. ci = 1, possède une amplitude supérieure ou

égale à 1, puisqu'il y a au minimum les chips correspondant à l'utilisateur désiré. Il existe

alors au moins un chip d'amplitude supérieure à 1 (c'est à dire W ′ 6= 0) dès que le terme

d'interférence Id est non nul. Ainsi, on peut écrire :

p (W ′ = 0) =

 1 si Id = 0

0 si Id ≥ 1
(3.56)

Pour des données '0' émises, la détermination de p (W ′ = 0) demande plus de

considérations. Lorsque Id vaut 1 ou 0, aucun chip ne peut avoir une amplitude strictement

supérieure à 1, ce qui se traduit par :

p (W ′ = 0) = 1 si Id ∈ {0, 1} (3.57)

Un autre cas évident est quand Id est strictement supérieur à W . En e�et, il existe alors

nécessairement au moins un des W chips d'amplitude strictement supérieure à 1, ce qui

s'écrit :

p (W ′ = 0) = 0 si Id > W (3.58)

Pour les cas 2 ≤ Id ≤ W , le raisonnement est le suivant : la probabilité recherchée

p (W ′ = 0) étant la probabilité de n'avoir aucun chip d'amplitude strictement supérieure

à 1, nous cherchons à évaluer pour Id etW �xés, le rapport entre le nombre de cas possibles

conduisant à n'avoir aucun chip d'amplitude strictement supérieure à 1 : n0, et le nombre

total de cas de répartitions pouvant se présenter : nt.

Le nombre n0 correspondant aux cas où Id ≤ W , est donc égal au nombre de manières

di�érentes pour choisir Id éléments parmi W (qui seront les positions occupées par une

164



3.3 Limitations

seule impulsion). Il est donc donné par : n0 =

 W

Id

.

Le nombre total de cas est quant à lui donné par le nombre de possibilités de choisir Id

éléments parmiW +Id−1, soit nt =

 W + Id − 1

Id

. En e�et, les Id impulsions peuvent

se disposer n'importe où par rapport aux W positions, donc en �xant le premier chip à

la première position, il reste Id +W − 1 positions sur lesquelles ils peuvent se répartir.

Ainsi, la probabilité recherchée est donnée par le rapport n0 sur nt soit :

p (W ′ = 0) =


W

Id



W + Id − 1

Id


si 2 ≤ Id ≤ W (3.59)

Les équations (3.57), (3.58) et (3.59) décrivent entièrement la probabilité recherchée,

c'est-à-dire p (W ′ = 0) lorsque la donnée émise est un '0'. On peut ainsi obtenir également

p (W ′ 6= 0) = 1− p (W ′ = 0).

En remplaçant ces expressions dans (3.54) puis dans (3.55), en utilisant le fait que s2
Z =

W + Id pour bd = 1 et s2
Z = Id pour bd = 0, la densité de probabilité est entièrement

déterminée. Avec la notation p(1)(Zd) et p
(0)(Zd) pour la densité de probabilité pour un 1
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ou un 0 émis, on a (voir développement en annexe F) :

p(1)(Zd) = p(Id = 0) · δ(Zd −W ) +
U−1∑
i=1

p(Id = i) · pi+W,W ′ 6=0(Zd) (3.60)

p(0)(Zd) = p(Id = 0) · δ(Zd) + p(Id = 1) · δ(Zd − 1)

+
W∑
i=2

p(Id = i) ·



 W

i


 W + i− 1

i


· δ(Zd − i) +


1−

 W

i


 W + i− 1

i




· pi,W ′ 6=0(Zd)


+

U−1∑
i=W+1

p(Id = i) · pi,W ′ 6=0(Zd) (3.61)

Pour rappel, les expressions de p(Id = i) et de pi,W ′ 6=0(Zd) sont respectivement données

par (3.20) et (3.52).

En considérant une émission équiprobable de '1' et de '0', la densité de probabilité de

Zd est obtenue avec (3.60) et (3.61) comme :

p(Zd) =
1

2

(
p(1)(Zd) + p(0)(Zd)

)
(3.62)

Les densités de probabilités conditionnelles p(1)(Zd) et p
(0)(Zd) sont représentées sur la

�gure 3.10 pour deux valeurs de n di�érentes. Le cas n = 30 représente le cas où il y a peu

de beat noise, tandis que le cas n = 4 représente un cas où le beat noise est important.

On peut tout d'abord remarquer que les valeurs de p(0)(0), p(0)(1) et p(1)(W = 3) sont

quasiment identiques entre les cas n = 4 et n = 30.

En e�et, ceci est dû au fait que dans le modèle proposé, le beat noise n'a lieu que lorsqu'au

moins deux impulsions interfèrent sur un temps chip. Or, dans les cas où un '0' est émis

mais que Zd = 0 ou Zd = 1, et où un '1' est émis mais que Zd = 3, chaque chip est au
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Fig. 3.10 � Densités de probabilité conditionnelles p(1)(Zd) et p(0)(Zd) pour n = 4 et
n = 30

plus occupé par une seule impulsion, et il n'y a donc pas de beat noise, ce qui justi�e

que l'amplitude des raies présentes à ces positions là ne varie pas (ou peu) en fonction

de la valeur de n. On retrouve en e�et pour chaque valeur entière, les amplitudes des

raies correspondant au cas idéal sans battements, augmentées des termes provenant des

fonctions χ2, plus ou moins importants en fonction de n. Par exemple, dans le cas n = 30,

l'amplitude de la raie de p(1)(W = 3) vaut la valeur qu'elle avait dans le cas sans beat

noise (les battements ne sont plus importants), et se retrouve plus faible que dans le cas

n = 4 où des termes traduisant les battements s'ajoutent.

Concernant les autres valeurs pouvant être prises par Zd, on peut remarquer que le

résultat de la somme pondérée de fonctions χ2 donne une courbe relativement plate pour

n = 4 tandis que des lobes plus étroits se forment pour n = 30. Ceci s'explique par le fait
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que pour de faibles valeurs de n, les battements étant plus importants que pour n élevé,

chacune des fonctions χ2 constituant la mixture est plus dispersée, d'où un résultat plus

plat.

En�n, notons qu'à partir de ces courbes, qui ne sont ni symétriques, ni identiques

pour les '0' et les '1' émis, il n'est pas possible de déterminer simplement le seuil optimal

de détection. Le seuil optimal sera obtenu numériquement par la suite à partir de la

probabilité d'erreur calculée dans les paragraphes suivants.

En e�et, à partir de la densité de probabilité, il est possible de déterminer la probabilité

d'erreur en partant de la dé�nition générale donnée par (3.25), équivalente à la formulation

intégrale suivante :

Pe =
1

2

∫ S

−∞
p(1)(Zd)dZd +

1

2

∫ +∞

S

p(0)(Zd)dZd (3.63)

La densité de probabilité p(1)(Zd) n'étant dé�nie que pour les valeurs de Zd positives (elle

est nulle pour Zd < 0), on peut simpli�er :
∫ S
−∞ p

(1)(Zd)dZd =
∫ S

0
p(1)(Zd)dZd.

De plus, avec la condition S ≤ W , les intégrales des fonctions de dirac se simpli�ent,

puisqu'on a alors :

∫ S

0

δ (Zd − α) = 0 pour S ≤ α (3.64)

∫ +∞

S

δ (Zd − α) =

 1 pour S ≤ α

0 pour S > α
(3.65)

En ce qui concerne l'intégrale des fonctions χ2, cela conduit, comme nous l'avons

vu dans la partie 2.5.1, à des fonctions de Marcum généralisées dé�nies d'une manière
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générale par (2.65).

Ainsi, avec ces considérations, la probabilité d'erreur s'exprime de la manière suivante,

pour les '1' émis d'une part :

Pe1 =

∫ S

0

p(1)(Z)dZ

=
U−1∑
i=1

p(Id = i) ·

(
1−QnW/2−1

(√
i+W

σ
,

√
S

σ

))
(3.66)

Et pour les '0' émis d'autre part, avec la contrainte S > 1 pour simpli�er l'intégration

des fonctions de dirac :

Pe0 =

∫ +∞

S

p(0)(Z)dZ

=
W∑

i=max{2,dSe}

p(Id = i) ·



 W

i


 W + i− 1

i


·
∫ +∞

S

δ(Z − i)dZ



+
W∑
i=2

p(Id = i) ·


1−

 W

i


 W + i− 1

i




·Qn/2−1

(√
i

σ
,

√
S

σ

)

+
U−1∑

i=W+1

p(Id = i) ·QnW/2−1

(√
i

σ
,

√
S

σ

)
(3.67)

Avec pour rappel dans les expressions (3.66) et (3.67), la probabilité p(Id = i) donnée par

(3.20) : p(Id = i) =

 U − 1

i

 pi (1− p)U−1−i.
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Ainsi, la probabilité d'erreur du système OCDMA avec beat noise est donnée en

remplaçant (3.66) et (3.67) dans :

Pe,CCR =
1

2
Pe1 +

1

2
Pe0 (3.68)

Validation du modèle

Pour valider ce modèle comme étant représentatif du beat noise, il est important tout

d'abord de véri�er le comportement du système aux limites c'est-à-dire quand M tend

vers l'in�ni correspondant au cas sans beat noise.

Pour une famille de code donnée et un nombre d'utilisateurs �xé, la variance des variables

gaussiennes xij ne dépend que de M , et est inversement proportionnelle à M . Ainsi,

lorsque M tend vers l'in�ni, la variance tend vers 0, ce qui signi�e que chaque variable

xij tend vers la valeur moyenne mi .

La variable χ2 résultante, f(ri) = yi =
n∑
j=1

x2
ij tend alors pour M →∞ vers

n∑
j=1

m2
ij = ri

c'est-à-dire la valeur initiale du chip à l'émission. Ainsi, pour M in�ni, la fonction χ2 ne

change pas les valeurs des chips, ce qui signi�e que le beat noise n'a pas d'impact.

A l'inverse, plusM devient faible, plus la variance des variables gaussiennes est importante

et plus l'impact du beat noise sera important.

A�n de valider l'expression analytique obtenue, des simulations du canal décrit par

(3.43) ont été réalisées. Les résultats simulés et théoriques sont comparés en termes de

TEB �gure 3.11 pour la famille OOC(F=534,W=3) avec di�érents nombres d'utilisateurs

actifs U . Les résultats sont tracés en fonction du rapport entre les bandes passantes M ,

avec le choix du seuil optimal minimisant la probabilité d'erreur. Les résultats simulés

sont représentés par des cercles sur les courbes.

170



3.3 Limitations

Fig. 3.11 � Performances obtenues avec la famille OOC(F=534,W=3) avec (3.68) (trait
plein) et par simulation (cercles) (3.43)

Les résultats obtenus en simulation et en théorie sont dans l'ensemble similaires. Pour

un nombre limité d'utilisateurs actifs (cas U = 20), et pour les faibles valeurs de M ,

on note cependant une légère di�érence. Pour tous les autres cas, les résultats sont

concordants, quelle que soit la valeur de M , ce qui justi�e la validité de l'expression

analytique (3.68) issue des considérations statistiques décrivant le canal.

Impact du seuil de décision

A�n d'illustrer l'impact du seuil de décision sur les performances, nous avons considéré

la famille OOC (F=1345,W=7) permettant de supporter U=32 utilisateurs actifs à un

TEB inférieur à 10−6 dans le cas idéal sans beat noise. Les résultats tracés sur la �gure

3.12 sont obtenus pour di�érentes valeurs de M en fonction du seuil de décision S.

On peut tout d'abord remarquer que pour M=5, le seuil optimal est identique au

seuil optimal sans beat noise c'est-à-dire Sopt = W = 7. Cette remarque a été faite pour
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Fig. 3.12 � In�uence du seuil de décision S sur le TEB pour di�érentes valeurs de M

tout autre valeur de M supérieure à 5 dans cet exemple, c'est pourquoi les TEB n'ont été

reportés que pour des valeurs de M ≤ 5.

On remarque alors que pour tous ces cas où le beat noise est important, le seuil optimal

di�ère du poids W et est d'autant plus faible que le beat noise est élevé. En e�et, dans

l'exemple présenté, on peut déduire de la �gure 3.12 que Sopt vaut 6,4 pour M=3 et 6

pour M=2.

Au vu de l'importance du choix du seuil de décision sur les performances, tous les

résultats présentés par la suite sont obtenus pour le seuil optimal.

Dans le paragraphe suivant, les performances sont comparées à celles obtenues avec

le modèle précédent, de manière à conclure sur la validité de ce modèle en mixture de χ2

ainsi que sur l'ensemble de l'étude réalisée sur le beat noise.
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3.3.2.4 Comparaison et conclusions

Les TEB présentés sur les courbes suivantes sont issus des formules théoriques (3.42) et

(3.68) correspondant aux performances relatives aux deux modèles proposés pour traduire

le canal OCDMA en présence de beat noise.

Les résultats sont présentés en fonction du rapport entre les bandes passantes M pour

di�érents nombres d'utilisateurs, pour la famille OOC(F=70, W=3) sur la �gure 3.13 et

pour la famille OOC(F=534, W=3) sur la �gure 3.14.

Fig. 3.13 � Comparaison des performances obtenues avec beat noise en fonction de M
pour la famille (F=70,W=3) avec le premier modèle en trait plein, et le deuxième modèle
avec les ronds

Sur chacune des courbes présentées, les TEB obtenus à partir du deuxième modèle

(mixture de χ2) sont meilleurs que ceux issus de la formule théorique du premier

modèle, ce qui est attendu puisque le premier modèle conduit à une borne supérieure

des performances. De plus, on peut remarquer que les courbes suivent la même évolution
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Fig. 3.14 � Comparaison des performances obtenues avec beat noise en fonction de M
pour la famille (F=534, W=3) avec le premier modèle en trait plein, et le deuxième
modèle avec les ronds

en fonction de M et que les performances tendent vers celles correspondant au cas sans

beat noise lorsque M tend vers l'in�ni.

En�n, l'écart constaté entre les deux modèles est d'autant plus faible que le nombre

d'utilisateurs est élevé. Ceci est dû à l'approximation réalisée sur la statistique de

l'IAM, qui est localement considérée sur chaque chip comme de nature gaussienne. Cette

approximation est d'autant plus vraie que l'interférence devient importante, c'est-à-dire

lorsque le nombre d'utilisateurs augmente pour une même famille.

Ce genre de courbe permet aussi de déterminer à partir de quelle valeur de M il est

possible de négliger l'impact du beat noise. Cela permet donc de dé�nir, pour une bande

passante électrique Be �xée, la bande passante optique requise, donc le temps de cohérence

de la source. Par ailleurs, si ces contraintes ne peuvent pas être satisfaites, cela permet de
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prévoir le niveau de dégradation introduit en fonction des caractéristiques du système.

L'étude réalisée sur le beat noise par ces deux approches a permis de quanti�er l'impact

de ce phénomène sur les performances du système, quelle que soit la con�guration (famille

de code, nombre d'utilisateurs, valeur des bandes passantes optique et électrique). De plus,

à partir du modèle en mixture de χ2, la statistique de la variable décisionnelle est décrite

de manière détaillée, ce qui est intéressant en vue de l'utilisation de codes correcteurs

d'erreurs. En e�et, comme nous l'avons vu au chapitre 2, la connaissance de la statistique

au niveau du décodeur est importante, a�n d'obtenir les performances optimales des codes

correcteurs d'erreurs.

3.3.3 Les autres limitations

L'IAM et le beat noise constituent deux limitations inhérentes dues à la technique

d'accès multiple et à la loi quadratique de la photodétection. Cependant, même si on

peut considérer que la �bre optique se comporte de manière idéale, dans la mesure où

les distances du réseau d'accès sont faibles, les composants électroniques du circuit de

décision peuvent aussi être une source de bruit. Tout comme dans le cas de la transmission

optique vu au cours du chapitre 2, le modèle AWGN permet de traduire ces di�érents

e�ets. Dans le cadre de l'OCDMA, on peut considérer qu'une variable de bruit ayant une

distribution gaussienne centrée, s'ajoute sur chaque temps chip du signal transmis. En

réception, suivant qu'on tienne compte ou non de la photodétection, cela conduit à deux

modèles possibles, détaillés dans les paragraphes suivants.

3.3.3.1 Photodétection idéale

Si on ne prend pas en compte la détection quadratique, la variable décisionnelle est

composée de la donnée désirée, de l'IAM et d'un terme de bruit additif gaussien, de
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moyenne nulle n. Avec une réception CCR, elle s'écrit alors :

Zd = bd ·W + Id + n (3.69)

A partir de (3.69) et de la dé�nition générale de la probabilité d'erreur du système

(3.25), il est possible d'obtenir [89] la probabilité d'erreur en fonction de la variance σ2

de la variable n, c'est-à-dire du bruit sur le temps bit :

Pe,CCR =
1

4

U−1∑
i≥0

 U − 1

i

 pi (1− p)U−1−i ·
(
erfc

(
S − i
σ
√

2

)
+ erfc

(
W + i− S

σ
√

2

))
(3.70)

Notons que dans ce cas, le S/B, dé�ni comme le rapport Eb/N0 est donné par :

S/B (dB) = 10 · log
(
W 2

4σ2

)
(3.71)

En e�et, on considère une normalisation en temps chip c'est-à-dire que, quel que soit le

poids de la famille de code, la puissance émise par chip est identique, mais la puissance

par bit varie et vaut en moyenne, avec une émission équiprobable : Eb = W/2. De plus,

la puissance du bruit N0 est dé�nie par N0 = 2σ2
c , où σ

2
c est la variance du bruit gaussien

s'ajoutant sur chaque temps chip. Cette variance est reliée à la variance du bruit sur le

temps bit σ2 par : σ2 = W · σ2
c , d'où l'obtention de (3.71).

3.3.3.2 Battements dus à la photodétection

Dans le second cas, on prend en compte les battements dus à la photodétection en plus

de la présence de bruit AWGN avant la détection. La variable décisionnelle suit la même

statistique que dans le cas sans bruit gaussien (c'est-à-dire une loi de répartition dé�nie

176



3.3 Limitations

par une mixture de χ2), mais les paramètres la constituant sont di�érents. En e�et, dans

ce cas, avec les mêmes notations ri et zi, désignant respectivement l'amplitude du chip i

à l'émission et son amplitude après photodétection, on utilise le modèle suivant, traduit

par la fonction g :

g : ri 7→ f(ri) = zi =
n∑
j=1

x2
ij (3.72)

Avec n l'ordre de la distribution toujours donné par n = 2M = 2Bo/Be mais une

distinction au niveau de la variance var des xij en fonction de la valeur de ri comme suit :

ri = 0 ou 1 : var = σ2
b

ri > 1 : var =
σ2
I

n
+ σ2

b

(3.73)

où σ2
b caractérise la variance du bruit gaussien sur chacune des n composantes

spectrales. A�n de relier cette variance à la variance σ2 dé�nie dans le cas AWGN

précédemment présenté, on associe σ à la valeur moyenne des écarts types résultants

des '1' et '0' émis et suivant une distribution χ2. En utilisant la dé�nition de ces écarts

types (2.33) σ2
i = 2nσ4 + 4σ2s2

i , on obtient :

σ =
σ1 + σ0

2
= σ2

b

√
n

2

(√
1 +

2

nσ2
b

+ 1

)
(3.74)

Avec ce modèle, la variable décisionnelle obtenue comme la somme des zi correspondant

au code de l'utilisateur désiré est à nouveau une somme de somme de variables x2
ij donc a

une statistique décrite par une mixture de fonctions χ2. Cependant, comme dans ce cas les

variances des variables de base xij ne sont pas identiques, il n'est pas évident d'obtenir une

formulation de la statistique ni de la probabilité d'erreur du système. Les performances

ne peuvent alors être obtenues que par simulation.
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Un exemple de performances obtenues avec la famille OOC(F=534, W=3) et U = 20

utilisateurs actifs est reporté sur la �gure 3.15 pour deux valeurs de M di�érentes, et

sont comparées au cas où on ne considère que l'impact du bruit AWGN. Dans chacun

des cas, le résultat est reporté pour le seuil de détection optimal minimisant le TEB.

Fig. 3.15 � Performances obtenues par simulation avec la famille OOC(F=534, W=3) et
U = 20 utilisateurs, en présence de bruit AWGN et de beat noise dû à la photodétection

De la même manière que dans le cas avec beat noise et sans bruit AWGN, les

performances sont d'autant plus dégradées queM est faible. De plus, cette courbe permet

de mettre en évidence que le S/B requis pour atteindre un TEB dépend de la valeur de

M et est d'autant plus important que M est faible. En e�et, sur l'exemple présenté, un

S/B de 21 dB est nécessaire pour satisfaire un TEB de 10−3 avecM = 20 tandis qu'il faut

pour ce même TEB un S/B de 25 dB pourM = 3. Ainsi, si on souhaite caractériser l'e�et
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d'un bruit gaussien sur les performances du système OCDMA, il est important de prendre

en compte les battements (c'est-à-dire le beat noise) engendrés par la photodétection.

3.3.4 Conclusions

En conclusion, les performances du système OCDMA sont fortement dégradées par

les di�érentes limitations présentées dans les paragraphes précédents : IAM, beat noise

et bruit. L'ensemble de ce travail sur l'étude des battements dans le système OCDMA

a fait l'objet de di�érentes publications, traitant du premier modèle de beat noise basé

sur la décomposition du temps chip [83], du deuxième modèle de beat noise basé sur une

mixture de χ2 [84], et de la prise en compte du bruit avant la détection dans le modèle en

mixture de χ2 [85]. L'originalité de ces travaux a conduit à l'obtention d'un "best paper"

à la conférence AICT 2009 [84].

Nous avons montré à travers cette étude qu'à condition de choisir une longueur

temporelle de code très grande et un rapport de bande passante M = Bo/Be élevé, il

est possible de limiter cette dégradation de performances. Cependant, cela signi�e que

les débits correspondants sont très faibles et que les contraintes sur le choix des sources

sont importantes. Ainsi, il est intéressant d'envisager d'autres solutions, comme le codage

correcteur d'erreurs pour compenser la dégradation de performances engendrée par les

di�érentes limitations.

La partie suivante est consacrée à l'application au système OCDMA des codes

correcteurs d'erreurs étudiés précédemment, en particulier les codes LDPC. En e�et,

l'étude de la statistique de la variable décisionnelle permet d'envisager l'adaptation du

décodeur LDPC et donc l'optimisation des performances.
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3.4 Amélioration des performances avec codes

correcteurs d'erreurs

3.4.1 Contexte

3.4.1.1 Présentation

A�n de compenser les erreurs introduites par les di�érentes perturbations présentes sur

la chaîne de transmission, une solution utilisant les codes correcteurs LDPC a été étudiée.

Dans les di�érents cas envisagés (IAM avec ou non bruit gaussien et avec ou non beat

noise), la connaissance de la statistique de la variable décisionnelle est utilisée pour dé�nir

les paramètres nécessaires au décodage des données reçues. L'étude des performances des

codes LDPC sur un canal OCDMA est complétée par une comparaison avec l'utilisation

de codes RS de référence.

Dans chacun des cas traités, des simulations sont réalisées a�n de déterminer le TEB de

la transmission avec codage correcteur d'erreurs. Le schéma de la chaîne de transmission

est décrit dans le paragraphe suivant. L'étude des performances des codes LDPC est

ensuite présentée dans di�érents cas de �gures.

3.4.1.2 Chaîne de transmission non codée

La chaîne d'émission / réception OCDMA, dont les principaux éléments ont été

décrits dans les paragraphes précédents, a été développée en C de manière à obtenir

par simulation, les performances du système dans plusieurs cas de �gures. Le principe est

représenté �gure 3.16.

Les di�érentes étapes de la simulation sont :

� Choix de U séquences de codes aléatoires cj, j ∈ [1, U ] parmi les NOOC séquences
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Fig. 3.16 � Chaîne de transmission complète OCDMA

possibles (NOOC est donné par (3.4)), et d'un décalage aléatoire lj pour chaque

utilisateur

� Emission équiprobable de données bj pour U utilisateurs di�érents

� Multiplication de chaque donnée par le code de l'utilisateur correspondant

� Sommation des données codées de tous les utilisateurs

� Ajout ou non de bruit de nature AWGN sur chaque chip (cas bruité ou idéal)

� Photodétection pour un des utilisateurs désirés, idéale ou avec prise en compte des

battements

� Fonction limiteur ou non

� Réception par corrélation (CCR) pour l'utilisateur désiré

� Prise de décision par comparaison au seuil S

� Comparaison de la donnée décidée avec la donnée émise par l'utilisateur désiré

� Comptabilisation des erreurs puis du TEB
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3.4.1.3 Chaîne de transmission codée

Dans le cas avec codage correcteur d'erreurs, des blocs d'encodage et de décodage sont

ajoutés. De plus, les données traitées ne sont plus des simples bits mais des vecteurs,

composés de N ou K bits (données codées ou non). Dans ce cas, la chaîne représentée

�gure 3.17 est composée de :

� Emission pour chaque utilisateur, de K bits aléatoires u
(i)
j formant les vecteurs Uj

� Codage des informations par multiplication avec la matrice génératrice ou le

polynôme générateur du code pour former les vecteurs Cj de taille N

� Multiplication de chaque donnée du vecteur Cj par le code de l'utilisateur

correspondant

� Sommation, ajout ou non de bruit, détection, réception pour l'utilisateur désiré

� Prise de décision par algorithme de correction d'erreurs

� Récupération des K bits d'information de l'utilisateur désiré

� Comparaison des bits de données décidés avec ceux émis

� Comptabilisation des erreurs puis du TEB

Cette chaîne, également codée en C, permet de déterminer les performances du système

OCDMA codé pour di�érents cas de con�gurations.

3.4.2 Application des codes LDPC à la chaîne de transmission

OCDMA

3.4.2.1 Présentation

La donnée à l'entrée du décodeur LDPC pour l'utilisateur désiré d est directement

le mot reçu Vd composé des variables décisionnelles Z
(i)
d pour i allant de 0 à N − 1. En

e�et, comme on e�ectue un décodage souple, a�n d'obtenir les meilleures performances
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Fig. 3.17 � Chaîne de transmission complète OCDMA avec codage correcteur d'erreurs

possibles, il faut que les valeurs d'entrées contiennent le maximum d'informations donc

ne soient pas seuillées. A partir de ces valeurs d'entrées, l'étape essentielle lors de

l'initialisation du décodeur consiste à déterminer les LLR pour i allant de 0 à N − 1,

qui ont, avec les notations employées dans ce contexte, la dé�nition suivante :

LLR = ln

p
(
u

(i)
d = 0 |Z(i)

d

)
p
(
u

(i)
d = 1 |Z(i)

d

)
 (3.75)

Dans les di�érents cas envisagés (cas idéal avec de l'IAM uniquement, cas avec en plus

du bruit gaussien, cas avec en plus du beat noise) et a�n de déterminer le rapport (3.75),

les caractéristiques de la variable décisionnelle sont utilisées. Une fois l'expression des LLR

établie, les performances sont obtenues par simulation, avec l'initialisation particulière des

LLR suivi de l'algorithme de décodage classique.
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3.4.2.2 Evaluation des performances en présence d'IAM (cas idéal)

Lorsqu'on ne considère que l'impact de l'IAM sur les performances, le terme

d'interférence suit une loi de distribution binomiale de moyenne mI (3.23) et de variance

σ2
I (3.24). La variable décisionnelle ne prend donc que des valeurs entières positives et le

modèle simple gaussien est de ce fait inapproprié. A�n de simpli�er le décodage dans ce

cas, on fait cependant l'approximation suivante :

� pour toute valeur positive ou nulle, la densité de probabilité de Id est approchée

par une portion de loi gaussienne ayant pour paramètres la variance σ2
I (3.24) et la

moyenne mI (3.23) issues de la loi binomiale,

� pour toute valeur négative, la densité de probabilité est nulle.

La fonction fId(x), représentant la densité de probabilité de la variable d'IAM Id, s'écrit

alors avec le modèle approché :

fId(x) =


α√

2πσI
e
− (x−mI )

2

2σ2
I x ≥ 0

0 x < 0

(3.76)

Avec α un coe�cient permettant de normaliser la fonction de densité de probabilité à 1,

c'est-à-dire tel que : ∫ +∞

−∞
fId(t)dt = 1 (3.77)

En résolvant (3.77), il vient que α = 1/φ(m/σI) où φ(x) est dé�nie pour tout x ∈ R par

φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π
e−

t2

2 dt.

Cette densité de probabilité décrite par fId(x) permet d'avoir un modèle simple tel

que les valeurs p(Id = i) pour i entre 0 et U − 1 données par (3.20) soient proches des

valeurs fId(x = i) données par (3.76).
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La �gure 3.18 représente la densité de probabilité de la variable Id, avec la loi binomiale,

et l'approximation décrite par fId , pour la famille MWOOC(67×8, 7) et di�érents nombres

d'utilisateurs U . On peut remarquer que le modèle approché donne une valeur de fId(x = i)

Fig. 3.18 � Comparaison des densités de probabilité entre le modèle approché et la
loi de répartition binomiale pour la famille MWOOC(67 × 8, 7) et di�érents nombres
d'utilisateurs U

d'autant plus proche de p(Id = i) que le nombre d'utilisateurs U est élevé. De plus, même

si dans certains cas (pour U = 20 par exemple), l'approximation n'est pas toujours �dèle

pour de faibles valeurs de Id, on peut remarquer que la di�érence entre les deux modèles

(approximation et binomial) est moins importante lorsque le terme pris par Id augmente.

Ceci signi�e que le modèle présenté constitue une bonne approximation dès que le terme

d'interférence est signi�catif, c'est-à-dire lorsque l'IAM engendre des erreurs.
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A l'entrée du décodeur, a�n de se ramener au cas d'une transmission normalisée à

l'émission de '1' et de '0', la variable décisionnelle reçue est divisée par le poids du code

W de manière à former la variable Y telle que :

Y =
Z

(i)
d

W
= u

(i)
d +

I
(i)
d

W
(3.78)

u
(i)
d vaut 0 ou 1. La variable d'IAM jouant ici le rôle du bruit, est divisée par W . Ainsi,

la variance et la moyenne de la variable d'IAM normalisée I ′ =
I
(i)
d

W
sont données par :

σ2
I′ =

σ2
I

W 2
(3.79)

mI′ =
mI

W
(3.80)

La densité de probabilité de la variable d'IAM normalisée à partir de laquelle les LLR

vont être déterminés, prend alors l'expression suivante, avec A = 1
φ(mI′/σI′ )

:

fI′(x) =


A√

2πσI′
e
−

(x−mI′ )
2

2σ2
I′ x ≥ 0

0 x < 0

(3.81)

Sachant que la variable d'IAM est strictement positive, si la variable normalisée Y

est inférieure à 1, la donnée émise u
(i)
d ne peut pas être un 1. Ceci se traduit par :

p
(
u

(i)
d = 1 |Z(i)

d

)
= 0 pour Y < 1, et le LLR est dans ce cas égal à +∞. Dans les

simulations, nous �xerons la valeur du LLR à 100. Pour tous les autres cas, on considère

que l'IAM normalisée I ′ a une répartition décrite par (3.81) et dans ce cas, le LLR

s'exprime comme dans le cas classique d'un bruit gaussien (2.61), mais avec une moyenne

mI′ c'est-à-dire :

LLR =
2(Y −mI′)− 1

2σ2
I′

(3.82)
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Ainsi pour résumer, les di�érentes étapes du décodage sont :

� Normalisation de la variable décisionnelle pour former Y selon (3.78)

� Comparaison au seuil YL = 1 pour calculer les LLR selon :

LLR =


2(Y−mI′ )−1

2σ2
I′

pour Y ≥ YL = 1

100 pour Y < YL = 1
(3.83)

Des simulations ont été réalisées dans di�érents cas (pour di�érentes familles de codes

OOC ou MWOOC, pour di�érents codes correcteurs d'erreurs) et ont révélé l'e�cacité des

codes correcteurs dans ce contexte. Parmi les di�érents résultats de simulations, les TEB

obtenus avec la famille MWOOC(67 × 8, 8) et le code LDPC(905,725) dont représentés

sur la �gure 3.19.

On peut remarquer que les TEB obtenus avec le code LDPC(905,725) ayant une

redondance de 24%, sont nettement inférieurs à ceux obtenus dans le cas non codé. De

plus, la correction est signi�cative même pour un nombre d'utilisateurs élevé. En e�et,

pour U = 75, le TEB initialiement à 4×10−2 est réduit d'environ deux décades (4×10−4).

Pour un nombre d'utilisateurs plus faible, les performances sont encore meilleures dans la

mesure où le TEB non codé est plus faible. En e�et, le code correcteur est par conséquent

plus e�cace. Par exemple, pour U = 60 utilisateurs, le gain est proche de 3 décades

puisque le TEB est réduit de 10−2 à 2× 10−5.

Ceci permet de valider le modèle statistique utilisé pour décrire l'IAM et calculer les

LLR au niveau du décodeur.

3.4.2.3 Evaluation des performances en présence d'IAM et de bruit gaussien

Dans ce paragraphe, on considère qu'une variable de bruit gaussien de moyenne nulle

s'ajoute sur chaque temps chip du signal transmis. Dans ce cas, des erreurs pourront être
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Fig. 3.19 � TEB en fonction du nombre d'utilisateurs U pour la famille MWOOC(67×8, 8)
dans le cas non codé et avec le code LDPC(905,725)

faites sur les '0' et sur les '1', contrairement au cas précédent. La variable de bruit notée

n sur le temps bit possède une variance σ2 et sa densité de probabilité s'exprime pour

toute valeur de x par :

fn(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 (3.84)

Comme dans le cas précédent, on considère la variable d'IAM normalisée par rapport à

1, c'est-à-dire : I ′ =
I
(i)
d

W
.

En considérant les variables d'IAM et de bruit gaussien indépendantes, on peut déterminer

la densité de probabilité de la variable de bruit globale (IAM+ bruit gaussien) comme le

produit de convolution des expressions (3.84) et (3.81). Ce calcul conduit à l'expression
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suivante (voir annexe G), avec σT dé�ni tel que σ2
T = σ2

I′ + σ2 :

fT (x) =
A

2
√

2πσT
e
−

(x−mI′ )
2

2σ2
T erfc

(
− σI′σ√

2σT

(
x

σ2
+
mi′

σ2
i′

))
(3.85)

Fig. 3.20 � Densité de probabilité globale fT (x) pour la famille MWOOC(67× 8, 8) avec
di�érents nombres d'utilisateurs actifs U et deux valeurs de σ di�érentes

La �gure 3.20 représente cette fonction dans le cas d'un code MWOOC(67 × 8, 8)

pour di�érents nombres d'utilisateurs et pour deux valeurs di�érentes de σ : σ = 0, 05 et

σ = 0, 25. On peut remarquer que dans les cas où l'IAM est prépondérante par rapport

au bruit (cas σ = 0, 05), les densités de probabilités obtenues sont très asymétriques,

contrairement au cas où σ = 0, 25 où l'asymétrie est moins prononcée. En e�et, lorsque

σ = 0, 25, le bruit gaussien est prépondérant par rapport à l'IAM et dans ce cas, la densité

de probabilité donnée par (3.85) tend vers la densité de probabilité d'une loi gaussienne
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de variance σ2, mais centrée en mI′ suite à la convolution. A l'inverse, dans l'autre cas,

la densité de probabilité ne possède pas la même largeur sur la partie droite ou gauche

de la cloche. Ceci est lié à l'opération de convolution à l'issue de laquelle la partie gauche

de la courbe représente la contribution due au bruit gaussien et la partie droite celle du

bruit global de variance σ2
T . Lorsque le bruit gaussien est prépondérant, σ2

T tend vers σ2

et la courbe se symétrise. Lorsque l'IAM est prépondérante, σ2
T tend vers σ2

I′ et la courbe

devient asymétrique, proche du cas idéal (IAM sans bruit).

A partir de ces considérations, on dé�nit une valeur limite YL représentant un seuil

tel que : pour Y < YL, les erreurs faites sur les '1' sont dues au bruit gaussien et pour

Y > YL, les erreurs faites sur les '0' sont dues au bruit global (IAM + bruit gaussien).

En considérant des modèles basés sur des portions de gaussiennes, cette valeur peut

se calculer simplement et correspond alors à la valeur de Y telle que :

p(u
(i)
d = 1|Y ) =

1√
2πσ

e−
(Y−1)2

2σ2 = p(u
(i)
d = 0|Y ) =

1√
2πσT

e
− (Y )2

2σ2
T (3.86)

La résolution de cette équation est détaillée en annexe H et fournit une expression

générale du seuil sous la forme :

YL = 1 +
σ2

σ2
I′
− σσT

σ2
I′

√
1− 2σ2

I′ ln

(
σ

σT

)
(3.87)

Ainsi, les LLR peuvent être déterminés en fonction de leur valeur par rapport à YL

selon :

LLR =


2(Y−mI′ )−1

2σ2
T

pour Y ≥ YL

2(Y−mI′ )−1

2σ2 pour Y < YL

(3.88)

Le reste de la simulation reste inchangé par rapport au cas précédent. Les résultats

sont alors présentés en fonction du rapport signal à bruit S/B tenant compte à la fois de
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la normalisation en temps chip et du fait que dans le cas codé, la puissance utile ne se

trouve que sur les K bits des N bits transmis, c'est-à-dire :

S/B = 10log

(
WK

4Nσ2

)
(3.89)

Les courbes sur la �gure 3.21 représentent les TEB obtenus avec la famille

MWOOC(67× 8, 8) pour U = 60 utilisateurs et avec le code LDPC(905,725), en fonction

du rapport signal à bruit.

Fig. 3.21 � TEB obtenus pour la famille MWOOC(67 × 8, 8) avec U = 60 utilisateurs
dans le cas non codé et avec le code LDPC(905,725) en fonction du rapport signal à bruit

On remarque tout d'abord, dans le cas codé comme dans le cas non codé, que lorsque

le S/B augmente, le TEB tend vers le TEB correspondant dans le cas idéal (codé ou non).
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Ceci permet de valider le modèle aux limites c'est-à-dire lorsque l'IAM est prépondérante

par rapport au bruit gaussien. De plus, on remarque que pour toute valeur du rapport

signal à bruit supérieure à 10 dB, le code LDPC apporte une correction, qui est d'autant

plus e�cace que le S/B est elevé. En e�et, comme nous l'avons déjà vu, le pouvoir de

correction du code augmente lorsque le TEB est plus faible, donc ici lorsque le S/B

augmente.

De cet exemple, on peut extraire que le TEB non codé dans le cas idéal de 10−2 est

atteint avec le code LDPC(905,725) pour un S/B de 11 dB tandis que dans le cas non

codé, un S/B de plus de 25 dB était nécessaire. On a ainsi un gain important en S/B qui

est alors de 14 dB.

3.4.2.4 Evaluation des performances en présence d'IAM et de beat noise

Dans le cas où on considère l'impact du beat noise, la densité de probabilité de la

variable décisionnelle a été entièrement décrite par le modèle statistique en mixture de

χ2, qu'il s'agisse d'un '1' ou d'un '0' émis, respectivement par p(1)(Zd) (3.60) et p
(0)(Zd)

(3.61).

Avec ces expressions, il est possible de déterminer les probabilités recherchées dans le

calcul des LLR (3.75). En e�et, on a p
(
u

(i)
d = 1 |Z(i)

d

)
= p(1)(Z

(i)
d ), directement donnée

par (3.60), et p
(
u

(i)
d = 0 |Z(i)

d

)
= p(0)(Z

(i)
d ) directement donnée par (3.61).

A partir de l'expression (3.60), on voit que la densité de probabilité p(1)(Z
(i)
d ) est nulle

pour Z
(i)
d = 0, qu'elle a une valeur particulière pour Z

(i)
d = W et qu'elle est dé�nie pour

toute autre valeur positive par une seule fonction.

Ainsi, on distingue trois cas qui sont :
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� Z
(i)
d = 0 ; dans ce cas :

p
(
u

(i)
d = 1 |Z(i)

d

)
= p(1)(0) = 0 (3.90)

� Z
(i)
d = W , on a alors :

p
(
u

(i)
d = 1 |Z(i)

d

)
= p(1)(W ) = p(Id = 0) +

U−1∑
i=1

p(Id = i) · pi+W,W ′ 6=0(Z
(i)
d ) (3.91)

� Z
(i)
d > 0 et Z

(i)
d 6= W : c'est le cas le plus général où seul le terme de somme pondérée

de fonctions χ2 est non nul, d'où :

p
(
u

(i)
d = 1 |Z(i)

d

)
= p(1)(Z

(i)
d ) =

U−1∑
i=1

p(Id = i) · pi+W,W ′ 6=0(Z
(i)
d ) (3.92)

En ce qui concerne p
(
u

(i)
d = 0 |Z(i)

d

)
= p(0)

(
Z

(i)
d

)
, de par la présence des fonctions de

dirac δ, il existe autant de cas particuliers que de valeurs entières prises par Z
(i)
d entre 0

et W .

Ainsi, on distingue les di�érents cas suivants :

� Z
(i)
d = 0 ; dans ce cas :

p
(
u

(i)
d = 0 |Z(i)

d

)
= p(0)(0) = p(Id = 0) (3.93)

� Z
(i)
d est un entier, 1 ≤ Z

(i)
d ≤ W : on a alors le terme multiplicatif au dirac
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correspondant à la valeur de Z
(i)
d plus les sommes pondérées c'est-à-dire :

p
(
u

(i)
d = 0 |Z(i)

d

)
= p(0)(Z

(i)
d ) = p(Id = Z

(i)
d ) ·

 W

Z


 W + Z − 1

Z



+
W∑
i=2

p(Id = i) ·


1−

 W

i


 W + i− 1

i




· pi,W ′ 6=0(Z

(i)
d )

+
U−1∑

i=W+1

p(Id = i) · pi,W ′ 6=0(Z
(i)
d ) (3.94)

� Z
(i)
d prend n'importe quelle autre valeur, c'est-à-dire Z

(i)
d est positif mais n'est pas

un entier ou Z
(i)
d est un entier strictement supérieur à W : dans ce cas, seuls les

termes de sommes pondérées de fonctions χ2 sont non nuls, d'où :

p
(
u

(i)
d = 0 |Z(i)

d

)
= p(0)(Z

(i)
d ) =

W∑
i=2

p(Id = i) ·


1−

 W

i


 W + i− 1

i




· pi,W ′ 6=0(Z

(i)
d )

+
U−1∑

i=W+1

p(Id = i) · pi,W ′ 6=0(Z
(i)
d ) (3.95)

En confrontant les cas (3.90) à (3.92) aux cas (3.93) à (3.95), on trouve alors quatre cas

di�érents pour le calcul du LLR qui, pour rappel, s'écrit d'une manière générale comme
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(3.75) :

LLR = ln

p
(
u

(i)
d = 0 |Z(i)

d

)
p
(
u

(i)
d = 1 |Z(i)

d

)


Le calcul des LLR s'e�ectue donc selon les quatre cas suivants :

� Z
(i)
d = 0 : sachant que d'après (3.93) : p (bid = 1 |Zi

d) = p(1)(0) = 0, le rapport

logarithmique donne le résultat LLR = +∞ : il sera donc �xé à 100 dans les

simulations

� Z
(i)
d est un entier, 1 ≤ Z

(i)
d < W : le LLR est obtenu comme le rapport logarithmique

de (3.94) et (3.92)

� Z
(i)
d = W : le LLR est obtenu comme le rapport logarithmique de (3.94) et (3.91)

� pour toute autre valeur de Z
(i)
d : le LLR est obtenu comme le rapport logarithmique

de (3.95) et (3.92)

Pour rappel, dans toutes les expressions ci-dessus, les termes de la forme pi,W ′ 6=0(Zd)

sont des fonctions χ2 non-centrées dé�nies par (3.52) c'est-à-dire :

pi,W ′ 6=0(Zd) =
1

2var

(
Zd
i

)(nW ′−2)/4

e−(i+Zd)/(2var)InW ′/2−1

(√
Zdi

var

)
.

var représente la variance des variables gaussiennes, dépendant de la variance de l'IAM

σ2
I selon (3.45) : var =

σ2
I

n
.

Remarque : l'expression pi,W ′ 6=0(Zd) conduit numériquement à une valeur indéterminée

pour de grandes valeurs de n. En e�et, si var tend vers 0, le terme en exponentielle tend

vers 0 tandis que la fonction de Bessel tend vers l'in�ni. Ainsi, pour implémenter ce calcul

en C, il faut faire une approximation sur l'expression de la fonction de Bessel, valable
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pour de grandes valeurs d'arguments et dé�nie par [91] :

IN (Nz) =
1√

2πN

eNz

(1 + z2)1/4
(3.96)

Pour de grandes valeurs de n : nW ′/2 − 1 ≈ nW ′/2, donc en posant N = nW ′/2 et

z =
√
Zdi
σ2
I

2
W ′

, on peut alors écrire :

InW ′/2−1

(√
Zdi/var

)
≈ InW ′/2

(
n
√
Zdi/σ

2
I

)
= IN (Nz) (3.97)

En remplaçant (3.97) dans l'expression de la fonction χ2 non centrée (3.52), il vient :

pi,W ′ 6=0(Zd) =
1

2var
√
πnW ′

(
Zd
i

)nW ′−2
4 1(

1 +
(

2
√
Zdi

W ′σ2
I

)2
)1/4

e
1
var

(√
Zdi−

i+Zd
2

)
(3.98)

Cette formulation (3.98) enlève le problème de la forme interdéterminée, et permet

l'implémentation du décodeur en C.

Des simulations ont été réalisées en présence de beat noise, utilisant le modèle en

mixture de χ2, ainsi que le codage correcteur d'erreurs utilisant l'initialisation des LLR

présentée dans ce paragraphe. Les résultats en termes de TEB sont présentés �gure 3.22

pour la famille OOC(F=534, W=3) pour 45 et 50 utilisateurs actifs en fonction de M ,

avec pour rappelM = Bo/Be = n/2. Les résultats sont représentés dans le cas sans codage

correcteur et avec le code LDPC(2715,2535).

On note que le code apporte une nette correction, et que notamment, pour de faibles

valeurs deM , il est possible de retrouver les performances obtenues dans le cas idéal mais

sans codage. En e�et, pour 50 utilisateurs, le TEB correspondant au cas sans beat noise

et sans codage, est atteint dans le cas codé dès que M = 2. Des résultats similaires sont

196



3.4 Amélioration des performances avec codes correcteurs d'erreurs

Fig. 3.22 � TEB en fonction du rapport M = Bo/Be pour la famille OOC(534, 3) dans
le cas non codé et avec le code LDPC(2715,2535) pour U = 45 et U = 50 utilisateurs

obtenus pour 45 utilisateurs. Ceci implique que le codage correcteur d'erreurs peut être

utilisé a�n de réduire la contrainte imposée sur M et donc sur la cohérence de la source.

Ces résultats prouvent aussi que le codage correcteur d'erreurs permet au réseau

de supporter plus d'utilisateurs actifs pour une performance visée et une valeur de M

imposée. En e�et, dans l'exemple présenté et pour M = 10, un TEB de 10−4 est atteint

avec U = 50 utilisateurs dans le cas codé. Cependant, à partir de (3.68) on peut déterminer

que le nombre maximal d'utilisateurs permettant de satisfaire ce TEB pour M = 10 est

limité à 12 utilisateurs. Ainsi, dans cet exemple, le code correcteur a permis de multiplier

par 4 le nombre d'utilisateurs actifs.
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3.4.2.5 Conclusions

L'étude de codes LDPC a été réalisée dans le cadre d'une transmission optique

utilisant la technique d'accès multiple par répartition de codes, dans di�érents cas, a�n

de compenser les erreurs introduites par l'IAM, le bruit et le beat noise. Les di�érents

cas traités sont : cas idéal avec IAM uniquement, cas IAM avec bruit gaussien et IAM

avec bruit de battements (beat noise). Dans chacun des cas, les performances ont été

améliorées par l'utilisation de codes correcteurs LDPC, à condition d'adapter correctement

le décodage à la statistique de la variable reçue. Les premiers travaux réalisés avec

l'utilisation de codes LDPC sur un canal OCDMA avec IAM et en considérant en

plus un bruit gaussien ont fait l'objet d'une publication [92]. Une version améliorée et

dé�nissant précisément les modèles utilisés ainsi que les calculs réalisés est en cours de

publication [93]. Le travail développant le calcul des LLR dans le cas d'IAM avec beat

noise n'a quant à lui jamais été publié, mais est actuellement en cours de rédaction.

Concernant le cas où le signal reçu est perturbé à la fois par le bruit gaussien s'ajoutant

avant la détection et par le beat noise lors de la photo-détection, n'ayant pas de description

statistique du canal dans ce cas, aucun résultat général n'a pu être établi avec l'utilisation

de codes LDPC. Cependant, en fonction du niveau de bruit gaussien et de la valeur de

M caractérisant le beat noise, un récepteur basé sur un modèle ou un autre peut s'avérer

e�cace.

A�n de compléter l'étude réalisée dans le cadre des codes correcteurs appliqués aux

systèmes OCDMA, les performances des codes LDPC sont comparées par la suite à celles

des codes RS de référence avant d'étudier l'application des codes LPDC à une transmission

multimédia.
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3.4.3 Comparaison des performances des codes LDPC avec les

codes RS

La chaîne de transmission avec codage RS, est identique à celle utilisant les codes

LDPC, à la di�érence que la variable décisionnelle est comparée à un seuil de décision

a�n de fournir une valeur 0 ou 1 à l'entrée du décodeur.

Le décodage est ensuite réalisé comme décrit dans le chapitre 1, a�n d'extraire en

sortie les K symboles utiles du mot reçu. A�n de comparer les performances des codes

LDPC aux codes RS, des simulations ont été réalisées avec le code RS(255,239). Pour

rappel, les symboles sont en fait sur 8 bits et la taille des mots transmis est alors de

255 × 8 = 2040 bits. A�n de comparer les performances, le code LDPC(2715,2535) de

redondance équivalente a été choisi. La �gure 3.23 représente les TEB obtenus avec ces

deux codes correcteurs d'erreurs, en fonction du nombre d'utilisateurs actifs U pour la

famille OOC(F=534, W=3). De plus, dans le cas présenté, on considère uniquement

l'impact de l'IAM.

On constate que les performances obtenues sont meilleures avec le code LDPC qu'avec

le code RS de taille et redondance équivalentes. En e�et, tout comme dans le cas du canal

optique sans CDMA, le TEB sans codage est plus fortement réduit avec l'utilisation du

code LDPC que le code RS.

De plus, a�n d'évaluer le gain apporté par chacun de ces codes, les performances

théoriques dans le cas non codé ont été reportées pour les familles OOC(5340,3) et

OOC(16000,3). On peut alors remarquer que pour atteindre un TEB de 10−6 avec U = 30

utilisateurs, dans le cas non codé, une longueur F = 5340 est nécessaire. Avec le code

RS(255,239) et les mêmes contraintes, la dimension est réduite à F = 534, ce qui permet,

sans prendre en compte la redondance, d'avoir un débit 10 fois supérieur. Sachant que les
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Fig. 3.23 � Comparaison des performances du code RS(255,239) et du code
LDPC(2715,2535)

codes utilisés sont peu redondants (R = 0, 93), le débit utile est en fait 9,3 fois supérieur

au lieu de 10 fois. Avec le code LDPC(2715,2535) de même redondance que le code RS

étudié, le TEB avec 30 utilisateurs et la famille OOC(534,3) est encore plus faible qu'avec

le code RS : 3 × 10−8. Ce TEB n'est atteint dans le cas sans codage qu'avec une famille

OOC de longueur F = 16000. Ainsi, dans ce cas, le débit utile est presque 30 fois plus

élevé que dans le cas sans codage.

Ainsi, on peut en déduire que, par rapport au code RS, le code LDPC permet non

seulement de gagner en TEB, mais encore plus en débit utile, ce qui permet d'envisager

l'utilisation du codage correcteur pour améliorer les potentialités de la technique OCDMA

pour la transmission multimédia.
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3.5 Application des LDPC à un réseau multiservice

utilisant la technique OCDMA

3.5.1 Description du système

3.5.1.1 Principe

Un système multimédia utilisant la technique OCDMA, se base sur l'utilisation des

codes multi-poids MWOOC présentés au début du chapitre. D'une manière générale, si

on considère la transmission de S services di�érents, chacun caractérisé par un TEB

di�érent, il faut alors prévoir S familles de codes ayant des poids di�érents. De plus, cette

di�érenciation en TEB est couplée à une di�érenciation en débit, réalisée par la technique

de "parallel mapping" consistant à a�ecter plusieurs matrices à un même utilisateur.

Pour la di�érenciation de TEB, si on considère par exemple trois services di�érents,

issus d'une famille de code MWOOC(L× F ,W = L), on notera L1 = L et M1 le poids et

le nombre de matrices a�ectés à la classe de service la plus haute (possédant le plus faible

TEB) notée classe 1. Ensuite, siM est le nombre total de matrices pouvant communiquer

simultanément, on utilise M −M1 matrices pour e�ectuer la décomposition en sous-poids

L2 et L3 tels que L2+L3 = L et L2 > L3. LesM2 = M3 = M−M1 matrices correspondant

respectivement aux poids L2 et L3 sont a�ectées aux classes de services moyenne (classe 2)

et basse (classe 3).

Pour réaliser en plus la di�érenciation de débit, il su�t d'a�ecter par exemple 4

matrices parmi les M1 à chaque utilisateur de la classe 1, 2 matrices parmi les M2 à

chaque utilisateur de la classe 2 et qu'une seule à la classe 3. Dans ce cas, les débits seront

doublés entre chaque classe, c'est-à-dire : D1 = 2D2 = 4D3.

L'intercorrélation entre deux matrices est soit nulle (si aucune longueur d'onde n'est
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en commun, comme c'est le cas entre une matrice de la classe 2 et une matrice de la classe

3), soit égale à 1 (si au moins une longueur d'onde et un temps chip sont en commun).

Le nombre de longueurs d'onde en commun entre les classes i et j est alors noté Nλ(i, j).

Comme l'intercorrélation est non nulle, elle constitue ainsi une source d'IAM, qui limite

les performances comme décrit dans le paragraphe suivant.

3.5.1.2 Analyse des performances

En considèrant le cas général où S classes de services coexistent, on peut écrire la

variable décisionnelle d'un utilisateur de la classe j avec une réception CCR, comme :

Zj = b · Lj +
∑
i

I
(j)
i (3.99)

Où I
(j)
i correspond au terme d'IAM dû à l'ensemble des utilisateurs de la classe i sur

l'utilisateur désiré de la classe j, et b est la donnée émise par l'utilisateur désiré.

Soit Tj le seuil de décision du CCR correspondant à l'utilisateur désiré, en ne

considérant que l'impact de l'IAM, une erreur apparaît alors sur les '0' émis si le terme

d'IAM est supérieur au seuil c'est-à-dire : I
(j)
i ≥ Tj. De même que dans le cas simple

service, il n'y a pas d'erreur sur les '1' si le seuil Tj est inférieur ou égal au poids.

La probabilité qu'un chip d'un utilisateur non désiré interfère avec un des chips de

l'utilisateur désiré est donné de manière similaire au cas simple service (3.9) mais où le

poids est remplacé par le nombre de longueurs d'onde en commun entre les deux classes

de services Nλ(i, j), c'est-à-dire :

pi,j =
Nλ(i, j)

2F
(3.100)

A partir de (3.100), la probabilité que le terme d'interférence I
(j)
i soit égal à une certaine
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valeur mi est obtenue selon la loi binomiale par :

p(I
(j)
i = mi) =

 Mi,j

mi

 (pi,j)
mi (1− pi,j)Mi,j−1−mi (3.101)

Avec Mi,j dé�ni comme le nombre de matrices de la classe i pouvant interférer sur

l'utilisateur désiré de la classe j et donné par :

Mi,j =

 Mi si i 6= j

Mi − 1 si i = j
(3.102)

Ceci permet �nalement d'obtenir la probabilité d'erreur pour un utilisateur de la classe

j en considérant l'IAM due à toutes les matrices communicantes de chacune des autres

classes :

Pe,j =
1

2

M1,j∑
m1=0

· · ·
MS,j∑
mS=0

p(I
(j)
1 = m1) · · · p(I(j)

S = mS) · p

(∑
i

mi ≥ Tj

)
(3.103)

Si on considère, en plus de l'IAM, l'impact d'un bruit gaussien de variance σ2, la

probabilité d'erreur s'obtient de manière similaire au cas simple service [76], c'est-à-dire :

Pe,j =
1

4

M1,j∑
m1=0

· · ·
MS,j∑
mS=0

p(I
(j)
1 = m1) · · · p(I(j)

S = mS)×(
erfc

(
Tj −

∑
imi

σ
√

2

)
+ erfc

(
Lj +

∑
imi − Tj

σ
√

2

))
(3.104)

Notons alors que les probabilités d'erreurs (3.103) ou (3.104) ne tiennent compte

que de la di�érenciation en TEB, c'est pourquoi on parle de matrices communicantes

et non d'utilisateurs actifs. Ainsi, pour dimensionner une famille MWOOC par rapport
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au contexte, on part d'abord du nombre de matrices qui sont ensuite indépendamment

a�ectées aux utilisateurs.

Pour illustrer cette étude, un exemple faisant intervenir trois classes de services est

présenté. A�n de chi�rer les débits utiles correspondants, on suppose que la bande passante

électrique est donnée par Be = 10 GHz. Tout d'abord, le dimensionnement de la famille

MWOOC ainsi que la décomposition en sous-poids sont e�ectués dans le cas idéal non

bruité (prise en compte uniquement de l'IAM). Ensuite, nous évaluerons la dégradation

apportée par la prise en compte du bruit.

Dans le cas sans bruit, on �xe tout d'abord le nombre de matrices communicantes en

simple service (TEB=10−9) à M = 32. A partir de l'expression de la probabilité d'erreur

(3.28) dans le cas du simple service, on trouve la famille MWOOC(12 × 163, 12). Cela

correspond à un débit par matrice de D = 10G/163 ≈ 61 Mb/s.

Pour e�ectuer la di�érenciation en TEB, on construit à partir du code MWOOC(12×

163, 12) les familles de sous-poids égaux à 8 et 4. En choisissant M1 = 16, on a M2 =

M3 = M − M1 = 16, on véri�e d'après (3.104) que : Pe(1) < 10−9, Pe(2) < 10−6 et

Pe(3) < 10−3.

Ensuite, pour e�ectuer la di�érenciation en débits, on a�ecte quatre matrices à chaque

utilisateur de la classe 1, deux à chaque utilisateur de la classe 2 et une seule pour les

utilisateurs de la classe 3. Ainsi, cela permet une transmission simultanée de trois classes

de service de TEB et débits di�érents, selon les caractéristiques reportées tableau 3.1,

avec Ui le nombre d'utilisateurs dans la classe de service i.

A�n d'illustrer l'impact du bruit sur les performances, la �gure 3.24 représente les

TEB obtenus en fonction du S/B pour chacune des classes de service.

On remarque que pour un S/B supérieur à 18 dB, le TEB de 10−3 de la classe de

service 3 est atteint. Cependant, pour les classes de services 2 et 1, les TEB de 10−6
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Classe i TEB Débit Mi Ui
1 10−9 244 Mb/s 16 4
2 10−6 122 Mb/s 16 8
3 10−3 61 Mb/s 16 16

Tab. 3.1 � TEB, débit, et nombre d'utilisateurs Ui pour chaque classe de service, récepteur
CCR, sans codage

Fig. 3.24 � TEB pour les trois classes de services avec M1 = M2 = M3 = 16

et 10−9 ne sont atteints respectivement que pour des S/B supérieurs à 27 dB et 33 dB.

Ainsi, le système simple n'est pas su�samment robuste au bruit pour une application

multimédia utilisant la technique OCDMA.

Pour remédier à ce problème, une solution utilisant le codage correcteur d'erreurs avec

les codes LDPC est envisagée. Avant d'évaluer les gains apportés par une telle technique,

l'adaptation réalisée dans le calcul des LLR par rapport au contexte multimédia OCDMA

est présentée.
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3.5.2 Performances du système multimédia avec codes LDPC

3.5.2.1 Adaptation des LLR au contexte multimédia OCDMA

A�n de déterminer les LLR dans le contexte multimédia utilisant la technique

OCDMA, on se base sur le travail réalisé pour le cas simple service, avec le modèle IAM +

bruit gaussien. Dans ce cas, il reste à déterminer la variance de l'IAM sur le temps bit par

rapport à l'utilisateur désiré de la classe j. De manière similaire au cas simple service, on

peut tout d'abord évaluer la variance de l'IAM provenant de l'ensemble des utilisateurs

de la classe i par rapport à la classe j de l'utilisateur désiré par :

σ2
i,j = Mi,j · pi,j (3.105)

En considérant le terme d'interférence provenant de toutes les classes de services, on peut

alors écrire la variance du terme d'IAM global comme :

σ2
j =

∑
i

σ2
i,j =

∑
i

Mi,j · pi,j (3.106)

Ensuite, le calcul des LLR s'e�ectue comme présenté dans la partie simple service à partir

de (3.88) et avec la variance relative à l'IAM donnée par (3.106)

3.5.2.2 Gain en TEB et en S/B

A partir des résultats de simulations et en extrapolant ces résultats, nous avons pu

tracer �gure 3.25 les performances des trois classes de services étudiées précédemment,

pour les mêmes nombres de matrices communicantes (M1 = M2 = M3 = 16) avec

l'utilisation du code LDPC(2715,2535). Les performances précédemment obtenues sans

codage correcteur d'erreurs sont également reportées.
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Fig. 3.25 � TEB pour les trois classes de services avec M1 = M2 = M3 = 16 avec le code
LDPC(2715,2535)

On remarque tout d'abord que les TEB sont fortement réduits avec codage correcteur,

pour chacune des classes de services. En e�et, le TEB de la classe 3, (initialement à 10−3

pour des S/B élevés), est réduit à un TEB en dessous de 10−10 dans les mêmes conditions.

Concernant les classes 1 et 2, les TEB sont signi�cativement réduits, même pour de faibles

valeurs de S/B.

Cela signi�e donc que l'utilisation du code LDPC permet de relâcher les contraintes

sur le S/B minimal requis pour atteindre un certain TEB. En e�et, dans le cas sans

bruit, nous avons vu que les TEB de 10−9, 10−6 et 10−3 relatifs aux classes 1, 2, et 3

sont respectivement atteints pour des S/B de : 33 dB, 27 dB et 18 dB. Avec le code

LDPC(2715,2535), ces TEB sont respectivement atteints pour des S/B de : 12 dB, 12 dB

et 13 dB. Ceci signi�e que le gain en S/B est d'autant plus important que la classe de
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service est haute puisqu'il est alors de 33 − 12 = 21 dB pour la classe 1, de 27 − 12 =

15 dB pour la classe 2 et de 18 − 13 = 5 dB pour la classe 3. En e�et, plus la classe est

haute, plus le TEB correspondant sans codage est faible, et plus le code est performant,

d'où un meilleur gain en TEB et en S/B.

Le paragraphe suivant permet de mettre en évidence l'e�cacité du codage correcteur

d'erreurs à augmenter le nombre d'utilisateurs actifs ainsi que les débits utiles, malgré

l'ajout de redondance.

3.5.2.3 Gain en nombre d'utilisateurs actifs et en débits

Etant donné que l'utilisation de codes LDPC permet de diminuer de manière

signi�cative les TEB, cela signi�e aussi que pour un TEB visé, le nombre de matrices

communicantes peut être supérieur au cas non codé.

A titre d'exemple, nous avons tout d'abord cherché avec le même partitionnement que

précédemment, pour un S/B de 20 dB, et en gardant le même nombre de matrices a�ectées

par utilisateur dans chaque classe (c'est-à-dire : 4, 2, et 1), le nombre d'utilisateurs

pouvant communiquer simultanément. Les résultats sont reportés dans la quatrième

colonne du tableau 3.2 (cas 1), qui reporte aussi à titre de comparaison les débits et

nombre d'utilisateurs dans chaque classe pour le cas non codé, sans bruit et avec un S/B

de 20 dB. Les débits utiles sont légèrement diminués dans le cas codé dû à l'ajout de

redondance. Cependant, le nombre d'utilisateurs est beaucoup plus élevé que dans le cas

non codé à un S/B de 20 dB. Même par rapport au cas non codé idéal sans bruit, on peut

noter une augmentation signi�cative du nombre d'utilisateurs actifs.

La dernière colonne du tableau 3.2 (cas 2) regroupe les débits et nombres d'utilisateurs

obtenus en changeant le nombre de matrices par utilisateur dans chaque classe de service

par rapport au cas précédent. Cela permet de compenser la perte en débit utile liée à

208



3.5 Application des LDPC à un réseau multiservice utilisant la
technique OCDMA

Classe non-codé LDPC - S/B = 20dB
(TEB) cas idéal

(IAM)
cas bruité
S/B=20dB

cas 1 cas 2

1 D1(Mb/s) 244 244 228 457
(10−9) U1 4 2 10 4

2 D2(Mb/s) 122 122 114 343
(10−6) U2 8 2 20 8

3 D3(Mb/s) 61 61 57 114
(10−3) U3 16 4 26 17
Nombre total d'utilisateurs 28 8 56 29

Tab. 3.2 � Améliorations du système avec le code LDPC(2715, 2535), récepteur CCR

l'ajout de redondance. Il y a alors respectivement 8, 6 et 2 matrices a�ectées pour chaque

utilisateur de la classe 1, 2 et 3, ce qui conduit aux débits utiles de 457 Mb/s, 343 Mb/s

et 114 Mb/s. Ainsi, la perte en débit est �nalement plus que compensée puisqu'on a des

débits supérieurs au cas non codé.

De plus, on peut noter que les nombres d'utilisateurs actifs dans chaque classe de

service sont plus élevés que dans le cas non codé pour le même S/B, et équivalents à ceux

du cas non codé idéal. Ainsi, par rapport au cas non codé, cette dernière solution permet

de gagner à la fois en nombre d'utilisateurs actifs et en débits utiles. Des solutions basées

sur des compromis entre ces deux solutions peuvent être aussi choisies.

Les performances peuvent être encore améliorées si on considère l'utilisation d'autres

récepteurs. Dans un souci de complexité d'implémentation, seul le limiteur avec CCR peut

être envisagé en dehors du CCR simple.

3.5.2.4 Impact d'un limiteur sur les performances

De part sa fonction, le limiteur réduit la quantité d'IAM, et améliore d'une manière

simple les performances dans le cadre de transmissions OCDMA simple service ou multi-

services.
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Le dimensionnement des codes multi-poids MWOOC adaptés à la transmission de trois

classes de service avec un CCR et un limiteur, a été e�ectué dans le cas sans bruit au cours

d'une thèse précédemment menée au laboratoire [76]. Les résultats obtenus sur la base de

90 matrices communicantes, trois TEB (TEB3 = 10−3, TEB2 = 10−6 et TEB1 = 10−9)

et trois débits (D3 = D, D2 = 2D et D1 = 4D) ont conduit à partitionner le code

MWOOC(12×211,12), en familles de sous-poids égaux à 8 et 4. Il est ainsi possible d'avoir

60 matrices communicantes dans la classe 1 et 30 matrices communicantes partitionnées

en deux dans les classes 2 et 3.

Les débits et nombres d'utilisateurs obtenus sont reportés dans le tableau 3.3.

Classe i TEB Débit Mi Ui
1 10−9 188 Mb/s 60 15
2 10−6 94 Mb/s 30 15
3 10−3 47 Mb/s 30 30

Tab. 3.3 � TEB, débit, et nombre d'utilisateurs Ui pour chaque classe de service pour le
cas avec limiteur, sans bruit et sans codage

La robustesse au bruit du système a également été étudiée et il a été montré que pour

atteindre les TEB correspondant aux classes de service haute, moyenne et basse, il faut

des S/B respectivement égaux à : 34,5 dB, 29 dB et 20,5 dB.

Il est possible de tenir compte de l'impact du bruit dans le dimensionnement des

codes adaptés aux trois classes, mais cela implique une augmentation de la longueur

temporelle donc une diminution des débits et/ou une augmentation des longueurs d'onde

requises [76].

A�n d'éviter ces conséquences, l'utilisation du codage correcteur d'erreurs a donc été

envisagée.

Les résultats suivants illustrent les performances obtenues avec l'utilisation conjointe du

limiteur et de codage correcteur d'erreurs.

210



3.5 Application des LDPC à un réseau multiservice utilisant la
technique OCDMA

� Tout d'abord les performances obtenues avec la famille MWOOC(12×211,12) et

les sous-familles de poids 8 et 4, ont été évaluées avec le code LDPC(905,725) de

rendement R=0,8 en présence de bruit. Les TEB étant fortement diminués par

rapport au cas sans codage, les valeurs minimales des S/B requis pour atteindre

les TEB correspondant aux di�érentes classes de services sont plus faibles. En e�et,

pour les classes haute, moyenne et basse, les S/B minimaux sont dans ce cas égaux

respectivement à : 15, 1dB, 13, 4 dB et 11, 6 dB. Ainsi, le gain en S/B, d'autant

plus grand que le TEB visé est faible, permet de relâcher les contraintes sur les

composants du système.

� Par ailleurs, cette amélioration de performances signi�e aussi qu'on peut envisager

de la même manière que dans le cas du CCR, un plus grand nombre de

matrices communicantes donc d'utilisateurs actifs. Toutefois on est limité dans cette

augmentation par la cardinalité des codes MWOOC.

� D'autre part, le gain en performance lié au codage correcteur signi�e qu'il est

possible pour une performance donnée, d'utiliser des familles de codes de longueur

plus faible, générant plus d'IAM, mais conduisant à des débits plus élevés. Pour

illustrer ce point, nous repartons du cas idéal sans bruit. Nous avons ainsi établi

que la famille MWOOC(7×137,7) et les sous-familles de poids 4 et 3, permettent

de satisfaire les TEB visés grâce au codage correcteur d'erreurs basé sur le code

LDPC(905,725). Donc, grâce à la réduction signi�cative de la durée temporelle du

code, les débits sont augmentés malgré l'ajout de redondance. Les résultats sont

présentés dans le tableau 3.4.

Les débits ont été améliorés par rapport au cas sans codage, et de plus, nous avons

pu remarquer une meilleure résistance au bruit. En e�et, pour atteindre en présence de

bruit gaussien les trois TEB requis, il faut des S/B minimaux respectivement égaux à :
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Classe i TEB Débit Mi Ui
1 10−9 234 Mb/s 30 15
2 10−6 117 Mb/s 30 15
3 10−3 58 Mb/s 30 30

Tab. 3.4 � TEB, débit, et nombre d'utilisateurs Ui pour chaque classe de service pour le
cas avec limiteur et code LDPC(905,725)

26, 3 dB, 22, 5 dB et 15, 8 dB.

Ainsi, par cet exemple, nous avons mis en évidence que l'utilisation de codage

correcteur d'erreurs permet non seulement de plus hauts débits mais aussi une meilleure

résistance au bruit.

Cependant, du fait de la cardinalité des codes MWOOC, les performances des codes

LDPC ne sont pas, dans ce cas, exploitées entièrement. En e�et, théoriquement, pour

respecter les TEB visés, avec codage correcteur d'erreurs et le limiteur, des familles

de longueurs plus courtes pourraient être utilisées. Or, comme le nombre de matrices

disponibles dans une famille de code décroît aussi avec la longueur temporelle, il n'est pas

possible d'avoir le nombre de matrices désiré. Ainsi, dans ce cas, la cardinalité imposée

par la méthode de construction MWOOC, limite la longueur minimale de la famille de

code et donc les débits disponibles.

3.5.3 Conclusions

L'étude du codage correcteur d'erreurs dans le cadre de l'OCDMA pour les

transmissions multimédia a permis de mettre en évidence l'intêret d'une telle technique.

En e�et, avec un récepteur CCR simple et des codes correcteurs LDPC peu redondants,

nous avons montré qu'il était possible de fournir des débits intéressants à un nombre

signi�catif d'utilisateurs et de réduire le TEB de la transmission. Ces résultats ont fait

l'objet de publications traitant des cas de transmission idéale [94] et en présence de bruit
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gaussien [95]. De plus, l'ajout d'un module limiteur devant le CCR a permis d'illustrer

les performances des codes LDPC sur les TEB, débits et nombre d'utilisateurs actifs. Ces

études, présentant les performances avec un module limiteur ont également été publiées

dans [90].

Même si dans les exemples présentés, les performances des codes correcteurs d'erreurs

ne sont donc pas exploitées complètement en présence du limiteur, de part la limitation

imposée par la cardinalité des familles MWOOC, l'ensemble de ces résultats montre

l'intêret d'utiliser un code correcteur d'erreurs, que ce soit avec un récepteur CCR, ou

avec un limiteur suivi d'un CCR. Ainsi, ces études illustrent la potentialité d'un système

de transmission utilisant le codage correcteur d'erreurs ainsi que la technique OCDMA

permettant la di�érenciation des TEB et des débits pour des applications multimédia.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la statistique du signal OCDMA en prenant en

compte les di�érentes limitations du système qui sont l'IAM, le bruit gaussien, et le

bruit de battement dû à la photodétection. A partir de la statistique binomiale de l'IAM

di�érents modèles ont été établis a�n de caractériser la variable décisionnelle. Notamment,

le modèle statistique χ2 établi au chapitre 2 a servi de base pour dé�nir un modèle

en mixture de χ2 décrivant les battements aux niveau de la photodétection entre les

di�érentes interférences.

Ces modèles ont permis d'évaluer théoriquement et par simulation, les performances du

système de transmission OCDMA et de quanti�er ainsi les dégradations des performances

en fonction de di�érents paramètres. De plus, a�n de compenser les dégradations

introduites par ces di�érentes limitations, nous avons étudié l'amélioration liée à

213



Codage correcteur d'erreurs pour des transmissions sur �bre
optique utilisant la technique OCDMA

l'utilisation de codes correcteur d'erreurs de types LDPC. A partir des modèles statistiques

établis, nous avons pu déterminer les paramètres nécessaires au décodage optimal des

informations. Dans chacun des cas envisagés, l'expression analytique des LLR a été

déterminée. Les simulations réalisées avec la chaîne de transmission codée ont mis en

évidence l'e�cacité des codes LDPC à corriger les erreurs dues à l'IAM mais aussi au

bruit gaussien et au beat noise.

Finalement, une illustration de l'application des codes LDPC aux transmissions

OCDMA dans le cadre d'un système multimédia (plusieurs TEB et plusieurs débits)

a permis de mettre en évidence la potentialité de l'utilisation de ce type de codage pour

améliorer la qualité de service proposée.
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Ce mémoire présente l'étude de l'application des codes correcteurs d'erreurs aux

communications optiques en vue d'établir un système de transmission capable de fournir

de hauts débits à bas coût. Le projet de recherche ANR ECOFRAME (Eléments de

COnvergence pour les Futurs Réseaux d'Accès et MEtropolitains haut débit), qui s'est

déroulé en parallèle de cette thèse, illustre le besoin de nouvelles solutions a�n d'améliorer

la qualité des transmissions optiques. Parmi les di�érents types de codes correcteurs, les

codes en blocs LDPC (Low Density Parity Check codes) ont été envisagés comme une

solution pour améliorer les performances de transmissions optiques �laires dans di�érentes

con�gurations.

Le premier chapitre de cette thèse présente les di�érents types de codes correcteurs

d'erreurs pour dégager les principales caractéristiques du codage et du décodage. De part

les contraintes imposées par l'optique (temps de traitement, débits rapides), les codes en

blocs apparaissent comme prometteurs et sont donc plus particulièrement étudiés. Parmi

eux, les codes à faible densité LDPC sont envisagés ainsi que les codes de Reed-Solomon,

qui servent de référence. Ce chapitre permet, par l'illustration des di�érents schémas de

codage, d'aborder les notions essentielles utilisées dans les chapitres suivants.

Le deuxième chapitre se consacre à l'étude du codage correcteur d'erreurs dans le

cadre d'une transmission simple où un seul utilisateur occupe une longueur d'onde (cas
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mono-utilisateur ou bien multiplexage en longueur d'onde). Dans ce cas, les e�ets dus à la

chaîne de transmission et au photo-récepteur sont pris en compte dans la dégradation des

performances. Deux types de canaux ont été étudiés : le canal classique considérant un

bruit additif gaussien de moyenne nulle (AWGN : Additive White Gaussian Noise), et un

canal à statistique χ2 traduisant les battements dus à la détection quadratique. En e�et,

le modèle χ2 représentant la statistique de la somme de carré de variables gaussiennes

traduit l'élévation au carré des composantes du signal reçu par la photodiode. De plus,

des simulations physiques réalisées par des partenaires du projet ECOFRAME ont mis

en évidence l'adéquation de cette statistique par rapport au contexte d'une transmission

optique. Avec chacun des deux modèles de canal, les performances des codes LDPC ont été

évaluées et comparées à celles des codes RS de référence. Nous avons montré l'importance

de la connaissance de la statistique du canal au niveau du récepteur, qui ne fournit des

résultats optimaux que s'il est correctement adapté au canal. La dernière partie de ce

chapitre est une application du codage correcteur d'erreurs au réseau ECOFRAME et

permet de conclure, par un dimensionnement de codes capables d'améliorer un TEB de

10−5 à 10−12, sur la potentialité des codes correcteurs dans un système de communication

optique.

Le troisième et dernier chapitre se place dans le cadre d'une transmission optique

utilisant la technique d'accès multiple par répartition de codes, ou OCDMA (Optical

Code Division Multiple Access). Plusieurs études déjà menées dans le laboratoire ESTE

sur l'OCDMA ont montré que les interférences entre utilisateurs constituent une limitation

importante dégradant les performances. Dans le but de compenser les erreurs introduites

par ces interférences, nous avons envisagé l'application de codes correcteurs, notamment

des codes LDPC sur un tel système.

Or, ayant établi au cours du chapitre 2 que la connaissance de la statistique au niveau
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du décodeur est importante, nous avons tout d'abord analysé le signal reçu dans une

chaîne de transmission OCMDA. Ainsi, de manière similaire au chapitre 2, l'impact de

la photodétection sur la statistique du signal transmis a été étudié et a abouti à un

modèle statistique basé sur une mixture de χ2 permettant de traduire les battements dus

à la photo-détection. Les performances de la chaîne de transmission OCDMA, en tenant

compte non seulement des interférences, mais aussi du bruit de battements ont ainsi pu

être établies. L'application des codes LDPC a ensuite été étudiée. L'amélioration qu'ils

apportent a permis de montrer l'intérêt d'une telle technique. A�n de conclure ce chapitre,

le cas d'une transmission multimédia utilisant la technique OCDMA pour la di�érenciation

de services (TEB et débit) a été envisagé en présence de codes correcteurs de type LDPC.

Les taux d'erreurs binaires, mais aussi les débits et nombres d'utilisateurs ont dans ce cas,

été fortement améliorés. Ainsi, l'application des codes correcteurs d'erreurs à l'OCDMA

permet d'illustrer la potentialité de la technique pour des applications multimédia.

Finalement, l'ensemble du travail réalisé au cours de cette thèse a permis d'illustrer que

les codes LDPC fournissent une solution intéressante pour améliorer les performances d'un

système de transmission optique, mais que la connaissance de la statistique par le décodeur

constitue un point essentiel. De plus, deux cas ont été étudiés pour l'application des codes

correcteurs d'erreurs, l'un traitant d'une transmission optique simple mono-utilisateur,

l'autre d'une transmission optique utilisant la technique d'accès multiple OCDMA.

A�n de con�rmer que l'utilisation de codes LDPC constitue une solution viable pour les

communications optiques à haut débit, une des perspectives des travaux réalisés au cours

de cette thèse consiste à établir un démonstrateur incluant le codage et le décodage des

informations sur circuits, de type FPGA (Field Programmable Gate Array) par exemple.
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Conclusion générale

Ces études, en continuité des travaux réalisés dans le cadre du projet ECOFRAME

permettraient de conclure et d'illustrer la faisabilité d'un tel système.

Une autre voie de recherche consiste à étudier d'autres types de canaux optiques.

L'optique sans �l par exemple, est actuellement envisagée comme alternative à la radio

dans les milieux sensibles d'un point de vue électromagnétique (hôpital par exemple). Des

études récemment menées dans notre équipe de recherche concernant le canal optique sans

�l en milieu con�né, ont permis de véri�er que les performances sont vite limitées par les

trajets multiples et les pertes liées aux di�érents rebonds. Si on envisage par ailleurs une

certaine mobilité, les performances peuvent vite se dégrader. Ainsi, l'insertion de codage

correcteur d'erreurs avec un décodage adapté à la statistique particulière du canal optique

sans �l pourrait être une solution pour améliorer les performances et donc les potentialités

en terme notamment de couverture.

De plus, dans ce cadre, la modulation la plus adaptée n'est pas forcément la modulation

simple OOK envisagée dans cette étude. Ainsi, il paraît intéressant d'étudier l'impact de

codes correcteurs en présence de di�érents types de modulations, tels que la PPM (Pulse

Position Modulation) et les modulations dérivées qui en découlent.

Par ailleurs, l'étude des codes correcteurs dans le cadre de l'OCDMA a été e�ectuée

en considérant comme limitations, l'interférence et le bruit de battements dus à la

détection. Pour cela, la statistique du canal a été modélisée par une mixture de χ2,

s'inspirant de la statistique χ2 validée au cours du chapitre 2. Cependant, une étude

complémentaire consisterait à valider ce modèle soit par des véri�cations expérimentales,

soit par des simulations systèmes de la chaîne de transmission complète. Cette étude

pourrait également porter sur le cas où on considère non seulement un bruit de battements

mais aussi un bruit de type gaussien, a�n d'établir dans ce cadre un modèle statistique.

En�n, les recherches peuvent aussi se poursuivre en incluant au dimensionnement des
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codes OCDMA pour le multimédia, la présence de beat noise et éventuellement du bruit

gaussien.

Finalement, ces di�érentes voies de recherches peuvent se rejoindre, en envisageant

par exemple, le codage correcteur d'erreurs dans le cadre de l'accès multiple OCDMA,

utilisant di�érentes modulations, et pourquoi pas dans le cadre de l'application de la

technique OCDMA à une transmission optique en milieu con�né.
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Glossaire

AMRC : Accès Multiple par Répartition de Code (=CDMA)

APD : Avalanche Photo Diode

ASE : Ampli�ed Spontaneous Emission

AWGN : Additive White Gaussian Noise

BCH : Bose-Chaudhuri-Hocquenghem

BIBD : Balanced Incomplete Block Design

BP : Belief Propagation (Propagation de croyance)

CCR : Conventional Correlation Receiver

CDMA : Code Division Multiple Access (=AMRC)



Glossaire

CRC : Cyclic Redundancy Check

DCF : Dispersion Compensating Fiber

DPSK : Di�erential Phase Shift Keying

DSP : Digital Signal Processing

ECOFRAME : Eléments de COnvergence pour les Futurs Réseaux d'Accès et

MEtropolitains haut débit

EDFA : Erbium Doped Fiber Ampli�er

FEC : Forward Error Correction

FPGA : Field Programmable Gate Array

GF : Galois Field

HL : Hard Limiter

IAM : Interférence d'Accès Multiple
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ITU : International Telecommunications Union

LDPC : Low Density Parity Check

LED : Light Emitting Diode

LLR : Logarithmic Likelihood Ratio

MAP : Maximum A Posteriori

ML : Maximum Likelihood

MWOOC : Multi-Wavelength Optical Orthogonal Code

NCG : Net Coding Gain

NSC : Non Systematic Convolutional (code)

OOK : On O� Keying

PIC : Parallel Interference Cancelation (receiver)

PIN : Positive Intrinsec Negative (photodiode jonction PN + couche de matériau

intrinsèque)
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Glossaire

RIN : Relative Intensity Noise

RS : Reed Solomon

RSC : Recursive Systematic Convolutional (code).

OOC : Optical Orthogonal Code

SIC : Successive Interference Cancelation (receiver)

SOA : Semiconductor Optical Ampli�er

TEB : Taux d'Erreur Binaire

VRC : Vertical Redundancy Check

WDM : Wavelength Division Multiplexing
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Annexe A

Caractéristiques du code RS(255,239)

et du corps GF(28)

A.1 Propriétés du code RS(255,239)

Le code RS(255,239) est de longueur N = 255 = 28−1 donc m = 8, ce qui signi�e que

les symboles sont de 8 bits. Il est ainsi construit à partir du corps GF(28). De plus, il y

a donc N −K = 16 symboles de redondance d'où t = N−K
2

= 8 symboles corrigibles par

mots de N bits. Le pouvoir de correction correspond donc à 64 bits au maximum puisque

chaque symbole est sur 8 bits. Il peut corriger environ jusqu'à 3% des bits transmis.

Le rendement de ce code est R = 0, 937, son insertion dans un canal de transmission

entraîne donc une légère diminution du débit utile, qui se retrouve multiplé par R.

Le paragraphe suivant, donne les caractéristiques du corps de Galois GF(28) à partir

duquel le polynôme générateur du code est obtenu, et sur lequel toutes les opérations au

niveau du codage et du décodage sont réalisées.
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A.2 Propriétés du corps GF(28)

Sur GF(28), il existe 28 = 256 symboles composés de 8 bits comme dé�ni par 1.10 :

GF (28) =
{

0, α0, α, ...α254
}

A�n de réaliser les opérations nécessaires au codage / décodage, il faut tout d'abord

construire chacun de ces éléments. Les huit premières puissances de α sont facilement

obtenues, avec un '1' sur la ime position pour l'élément αi, i ∈ [0, 7], c'est-à-dire :

α0 : 10000000

α1 : 01000000

α2 : 00100000

α3 : 00010000

α4 : 00001000

α5 : 00000100

α6 : 00000010

α7 : 00000001

Pour obtenir les puissances supérieures, on part du polynôme primitif de GF(256) qui

est donné par (voir tableau 1.1) :

f(X) = 1 +X2 +X3 +X4 +X8 (A.1)

Comme α est par dé�nition une racine du polynôme primitif, c'est-à-dire f(α) = 0,

on a alors la relation :

α8 = 1 + α2 + α3 + α4 (A.2)
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A.3 Codage et polynôme générateur du RS(255,239)

Les αi pour i ∈ [0, 8] étant alors déterminés, tous les αi pour i ∈ [9, 254] peuvent être

obtenus à partir de la règle de multiplication :

αi+1 = α · αi (A.3)

En utilisant également la règle d'addition dans GF(28) de deux αi di�érents, qui revient

à faire l'addition bit à bit sans retenue.

Par exemple, cela donne pour les premières puissance de αi , i ≥ 9 :

α9 = α · α8 = α + α3 + α4 + α5 = 01011100

α10 = α · α9 = α2 + α4 + α5 + α6 = 00101110

α11 = α · α10 = α3 + α5 + α6 + α7 = 00010111

α12 = α · α11 = α4 + α6 + α7 + α8 = 00001011 + 10111000 = 10110011

... ... ...

Avec cette méthode, on obtient alors chacun des 255 αi qui sont représentés sur les

pages suivantes �gures A.1 et A.2.

A.3 Codage et polynôme générateur du RS(255,239)

Le polynôme générateur est de degré N − K = 255 − 239 = 16. Il possède ainsi

16 racines, qui sont des puissances de α consécutives. Il peut alors prendre l'expression

suivante :

G(X) = (X + α) · (X + α2) · (X + α3) · ...(X + α16) (A.4)
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Une fois le polynôme développé et les αi additionnés et multipliés selon les règles présentées

plus haut, le polynôme générateur s'écrit :

G(X) = α136 ·X0 + α240 ·X1 + α208 ·X2 + α195 ·X3 + α181 ·X4 + α158 ·X5 + α201 ·X6

+α100 ·X7 + α11 ·X8 + α83 ·X9 + α167 ·X10 + α107 ·X11 + α113 ·X12 + α110 ·X13

+α106 ·X14 + α121 ·X15 +X16

(A.5)

Le codage d'un bloc de bits s'e�ectue en multipliant une séquence de 239 symboles

par le polynôme G(X). Le mot obtenu est alors de 255 symboles soit 255×8=2040 bits.
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A.3 Codage et polynôme générateur du RS(255,239)

Fig. A.1 � Puissances de α de 0 à 127
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Caractéristiques du code RS(255,239) et du corps GF(28)

Fig. A.2 � Puissances de α de 128 à 254

242



Annexe B

Algorithmes de décodage des codes RS

et BCH

B.1 Algorithme d'Euclide

Le principe de l'algorithme d'Euclide [14] est de réaliser une série de divisions de

polynômes et de déterminer à chaque itération les restes et quotients de ces opérations.

A chaque itération, on dé�nit Qi et Ri, quotients et restes de la division, ainsi qu'un

polynôme auxiliaire Ui.

La première étape de cet algorithme consiste en l'initialisation des di�érents

polynômes : 

R−1(X) = X2t

R0(X) = S(X)

U−1(X) = 0

U0(X) = 1

(B.1)

Ensuite à chaque itération on détermine les quantités Qi(X), Ri+1(X) et Ui+1(X) en
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e�ectuant la division de Ri−1(X) par Ri(X) :

Ri−1(X)

Ri(X)
= Qi(X) +

Ri+1(X)

Ri(X)
(B.2)

et pour Ui+1(X) :

Ui+1(X) = Qi(X) · Ui(X) + Ui−1(X) (B.3)

Lorsque le degré de Ui+1(X) est inférieur ou égal à t et le degré de Ri+1(X) est

strictement inférieur à t on détermine alors les polynômes recherchés par :

 σ(X) = Ui+1(X)

ω(X) = Ri+1(X)
(B.4)

B.2 Algorithme de Berlekamp-Massey

Les polynômes σ(X) et ω(X) sont obtenus de manière itérative avec l'algorithme

de Berlekamp-Massey [12, 13]. A l'itération i, ils sont notés σi(X) et ωi(X). De plus, à

chaque itération, on se servira de polynômes auxiliaires notés σ̃i(X) et ω̃i(X) ainsi que

d'un paramètre noté di.

Tout d'abord, di ainsi que les di�érents polynômes sont initialisés comme suit :



σ0(X) = 1

ω0(X) = 0

σ̃i(X) = 0

ω̃i(X) = 1

d0 = 0

(B.5)

Les itérations ont alors lieu pour i allant de 0 à 2t. A chaque tour, cela consite à :
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� Calculer la valeur ∆i, coe�cient de Xi dans le polynôme σi(X) · S(X).

� Calculer σi+1(X) et ωi+1(X) avec :

 σi+1(X) = σi(X) + ∆i · σ̃i(X)

ωi+1(X) = ωi(X) + ∆i · ω̃i(X)
(B.6)

� Faire un test sur ∆i et di :

� si ∆i = 0 ou 2 · di > i alors :


σ̃i+1(X) = X · σ̃i(X)

ω̃i+1(X) = X · ω̃i(X)

di+1 = di

(B.7)

� dans les autres cas : 
σ̃i+1(X) = X ·∆−1

i · σi(X)

ω̃i+1(X) = X ·∆−1
i · ωi(X)

di+1 = i+ 1− di

(B.8)

Quand i = 2t, les polynômes recherchés sont donnés par :

 σ(X) = σi+1(X)

ω(X) = ωi+1(X)
(B.9)
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Annexe C

Méthodes de construction des codes

LDPC aléatoires

C.1 Construction de Gallager : régulier aléatoire

La méthode énoncée par Gallager [2] nécessite une contrainte dé�nissant une relation

entre le nombre de lignes de H (N − K) et le poids des colonnes wc ainsi qu'entre le

nombre de colonnes (N) et le poids des lignes wl : N −K = α1wc

N = α2wl

(C.1)

Avec α1, α2 ∈ N.

Pour contruire H il faut alors :

� Déterminer un couple (N,wl) qui satisfait (C.1) et de sorte que N soit le plus proche

de Ns. Pour cela on fait varier wl (entre 3 et 10 par exemple), et on détermine α2
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et N avec :  α2 =
[
Ns
wl

]
N = α2wl =

[
Ns
wl

]
wl

(C.2)

On choisit ensuite le couple de valeurs qui permet de minimiser |N −Ns|.

� Déterminer K et wc de manière à satisfaire (C.1) et tels que |K −Ks| soit minimal.

Pour cela, comme précédemment on fait varier wc dans un certain intervalle et on

détermine α1 et K avec :

 α1 =
[
N−Ks
wc

]
K = N − α1wc = N −

[
N−Ks
wc

]
wc

(C.3)

� Une matrice vide de dimensions (N − K) × N est alors créée. Elle est divisée en

wc sous-matrices de dimension α1 × N qui possèderont à la �n de la construction

chacune un élément non nul par colonne.

� La première de ces sous-matrices est contruite en plaçant des '1' sur les positions

(i, j) avec i ∈ [0, α1 − 1] et pour chaque i, j ∈ [iwl, (i+ 1)wl − 1]

� Chacune des autres sous-matrices est obtenue par permutation aléatoire des colonnes

de la première sous-matrice.

C.2 Construction de MacKay : régulier aléatoire

Contrairement à la méthode de Gallager, la méthode proposée par Mackay [45] permet

de s'a�ranchir de la condition (C.1) et d'avoir ainsi plus de souplesse sur les dimensions

du code.

Cependant, pour satisfaire (1.33) et pour pouvoir choisir un poids wc quelconque, on
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C.2 Construction de MacKay : régulier aléatoire

impose la condition suivante :

N

N −K
∈ N (C.4)

Pour construire H il faut alors :

� Déterminer la dimension K du code la plus proche de Ks respectant (C.4). Pour

cela on dé�nit β tel que :

β =

[
Ns

Ns −K

]
(C.5)

Puis on détermine K tel que β = N
N−K c'est-à-dire :

K = N × β − 1

β
= N ×

[
Ns

Ns−K

]
− 1[

Ns
Ns−K

] (C.6)

� Une fois les paramètres (N,K) ainsi que le poids des colonnes wc �xés :

� Fixer le poids des lignes wl avec

wl = wc ×
N

N −K
= wc × β (C.7)

� Construire une matrice vide de dimensions (N −K)×N

� Pour chaque colonne j de 0 à N − 1, choisir aléatoirement wc positions di�érentes

pour y placer un '1'

� Parcourir toutes les lignes i de 0 à N−K−1 pour uniformiser le poids des lignes wl.

Si une ligne i possède plus de wl '1', on choisit un '1' aléatoirement (position(i, j))

et on le déplace en position (i′, j) où la ligne i′ contient moins de wl '1'. Si aucune

ligne i′ ne correspond à ce critère, on choisit un '1' sur une autre colonne j′ et on

réitère l'opération jusqu'à ce que la ligne i possède exactement wl '1'.
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C.3 Construction de Luby : non-régulier aléatoire

La méthode générale de construction des codes non-réguliers alétoires selon Luby [47]

est décrite comme suit :

� Dé�nir tout d'abord le nombre total de liaisons entre les noeuds de variable et les

noeuds de parité NL. Pour les codes réguliers, NL = N · wc = (N −K) · wl.

� A�ecter à chaque noeud de variable noté vi un certain nombre wc,i(constant ou non)

de liaisons vers les noeuds de parité de sorte que
∑N

i=1 wci = NL.

� De la même manière, a�ecter à chaque noeud de parité noté ci un certain nombre

wl,i(constant ou non) de liaisons vers les noeuds de variable de sorte que
∑m

i=1wlj =

NL.

� Choisir une permutation aléatoire du vecteur P = [1 2...NL] pour former le vecteur

permuté π. Le vecteur P correspond aux liaisons associées aux noeuds de variable,

et le vecteur π aux noeuds de parité.

� Identi�er chaque P (i), i ∈ [1...NL] à la valeur π(i) pour créer la liaison entre le

noeud de variable associé à P (i) et le noeud de parité associé à π(i).

� Si plusieurs liaisons se retrouvent ainsi formées entre un même noeud de parité et

un noeud de variable, les supprimer de sorte qu'il n'en reste qu'une.

� Construire la matrice de parité à partir du graphe de Tanner ainsi constitué.
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Annexe D

Algorithmes de décodage à propagation

de croyance

D.1 Notations générales

Pour chacune des deux versions présentées ici de l'algorithme de décodage à

propagation de croyance (ou BP : Belief Propagation), les paramètres suivants doivent

être dé�nis :

v = [v0v1...vj...vN−1] : vecteur de N bits correspondant aux valeurs présentes sur les N

noeuds de variable

c = [c0c1...ci...cm−1] : vecteur de m bits correspondant aux valeurs présentes sur les m

noeuds de parité

v̂ =[v̂0v̂1...v̂j... ˆvN−1] : vecteur de N bits correspondant aux valeurs décidées à chaque

itération pour les N noeuds de variable

N (i) : ensemble des noeuds de variable vj qui participent au i
me contrôle de parité

N (j) = {i : Hji = 1}
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M(j) : ensemble des noeuds de contrôles ci constituant une équation de parité à laquelle

le noeud de variable vj participe

M(j) = {i : Hij = 1}

N (i)\j : sous-ensemble obtenu à partir de N (i) privé du jme noeud de variable vj

M(j)\i : sous-ensemble obtenu à partir deM(j) privé du ime noeud de contrôle ci

Dans chacune des deux versions de l'algorithme, on notera qu'il y a, comme pour le

décodage hard, 4 étapes importantes :

1. Initialisation

2. Etape "horizontale" : calcul des messages au niveau des noeuds de contrôle et

émission vers les noeuds de variable

3. Etape "verticale" : calcul des messages au niveau des noeuds de variable et émission

vers les noeuds de contrôle.

4. Prise de décision et test : si v̂ ×HT = 0, arrêt de l'algorithme, sinon, retour à

l'étape 2

D.2 Le décodeur somme-produit ou à propagation de

croyance

Dans cette version de l'algorithme, on considère les deux quantités suivantes :

qxij : probabilité que le bit de variable vj ait la valeur x (0 ou 1) en fonction des informations

obtenues par tous les noeuds de contrôle sauf le ime

rxij : probabilité que le bit de contrôle ci ait sa valeur actuelle si le bit de variable vj a la

valeur x sachant que les autres bits de variables ont une distribution décrite par les

qxij′ , j
′ ∈ N (i)\j
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D.2 Le décodeur somme-produit ou à propagation de croyance

Les étapes se déroulent selon la procédure suivante.

1. Initialisation

On dé�nit à partir de la statistique du canal p0
j la probabilité a priori que le bit vj

soit un 0 et p1
j la probabilité que ce soit un 1 :

p0
j = P (vj = 0), p1

j = P (vj = 1) = 1− p0
j

On initialise alors, pour chaque noeud de variable vj et chaque noeud de contrôle ci

les quantités q0
ij et q

1
ij avec ces probabilités a priori :

q0
ij = p0

j

q1
ij = p1

j

2. Etape horizontale : calcul des messages au niveau des noeuds de contrôle et émission

vers les noeuds de variable

A l'aide des équations de parité dé�nissant les ensembles N (i) etM(j) on calcule,

au niveau de chaque noeud de contrôle ci, les probabilités r
0
ij et r

1
ij pour chaque j,

de la manière suivante :

r0
ij =

∑
vj′ :j

′∈N (i)\j
P (ci|vj = 0, {vj′ : j′ ∈ N (i)\j})

∏
j′∈N (i)\j

q
vj′

ij′

r1
ij =

∑
vj′ :j

′∈N (i)\j
P (ci|vj = 1, {vj′ : j′ ∈ N (i)\j})

∏
j′∈N (i)\j

q
vj′

ij′

Les probabilités conditionnelles dans la somme ne peuvent prendre en réalité que

les valeurs 0 ou 1 en fonction des valeurs de ci, vj et des vj′ . Les expressions des

probabilités r0
ij et r

1
ij peuvent donc se simpli�er en posant [2] :

δqij = q0
ij − q1

ij et δrij = r0
ij − r1

ij

il vient :

δrij = (−1)ci
∏

j′∈N (i)\j
δqij

rxij =
(1−(−1)xδvij)

2
, x ∈ {0, 1}
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Ces valeurs de probabilités sont ensuite envoyées vers chaque noeud de variable.

3. Etape verticale : calcul des messages au niveau des noeuds de variable et émission

vers les noeuds de contrôle

A partir des valeurs rxij reçues sur chaque noeud de variable, les probabilités qxij

sont mises à jour. Ainsi, au niveau de chaque noeud de variable vj, on calcule pour

chaque i les quantités :

q0
ij = αijp

0
j

∏
i′∈M(j)\i

r0
i′j

q1
ij = αijp

1
j

∏
i′∈M(j)\i

r1
i′j

Où la valeur de αij est �xée de sorte que

q0
ij + q1

ij = 1

Ces valeurs de probabilités sont ensuite envoyées vers chaque noeud de contrôle.

On détermine aussi au niveau des noeuds de variable vj pour chaque j les probabilités

a posteriori avec :

q0
j = αijp

0
j

∏
i∈M(j)

r0
ij

q1
j = αijp

1
j

∏
i∈M(j)

r1
ij

4. Prise de décision et test

A partir des valeurs q0
j et q1

j , une décision hard est e�ectuée au niveau de chaque

noeud de variable vj pour former le mot décidé v̂.

On teste alors si v̂×HT = 0. En cas de succès le décodage s'arrête, sinon on revient

à l'étape 2.
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D.3 Le décodeur LLR somme-produit ou à propagation

de croyance

Dans cette version, les messages échangés sont sous forme de rapports logarithmiques

de vraisemblance (LLR : Logarithmic Likelihood Ratio). Les quantités suivantes doivent

alors être dé�nies :

Fj : LLR a priori déterminé à partir du bit reçu sur le noeud de variable vj

Lij : LLR envoyé par le noeud de contrôle ci au noeud de variable vj en fonction des

informations de tous les noeuds de variable vj′ , j
′ 6= j

zij : LLR envoyé par le noeud de variable vj au noeud de contrôle ci à partir des

informations Fj et Li′j, i
′ 6= i

zj : LLR a posteriori de chaque noeud de variable vj à chaque itération.

Les di�érentes étapes se déroulent alors selon la procédure suivante.

1. Initialisation

La statistique du canal permet de déterminer p0
j la probabilité a priori que le bit

reçu vj soit un 0 et p1
j la probabilité que ce soit un 1 sachant que le bit émis est uj.

p0
j = P (vj = 0|uj), p1

j = P (vj = 1|uj) = 1− p0
j

Comme on suppose que les variables vj et uj sont aléatoires et équiprobables, la

règle de Bayes s'applique et pour x = 0 ou 1 on a :

pxj = P (vj = x|uj) = P (uj = x|vj).

Le LLR a priori étant dé�ni par LLR = ln
(
P (uj=1|vj)
P (uj=0|vj)

)
, il est alors égal à LLR =

ln
(
p1j
p0j

)
.

Ainsi, on initialise Fj = ln
(
p1j
p0j

)
.
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Ensuite, pour chaque noeud de variable vj, et chaque noeud de contrôle ci, on

initialise :

zij = Fj

2. Etape horizontale : calcul des messages au niveau des noeuds de contrôle et émission

vers les noeuds de variable

Les LLR émis par chaque noeud de contrôle ci ont ici l'expression suivante :

Lij = ln
(

1−Tij
1+Tij

)
où Tij est calculé à chaque noeud de contrôle ci par :

Tij =
∏

j′∈N (i)\j

1−ezij′

1+e
zij′

3. Etape verticale : calcul des messages au niveau des noeuds de variable et émission

vers les noeuds de contrôle

Les LLR émis par chaque noeud de variable vj s'expriment alors par :

zij = Fj +
∑

i′∈M(j)\i
Li′j

On détermine aussi au niveau des noeuds de variable vj pour chaque j les LLR a

posteriori avec :

zj = Fj +
∑

i∈M(j)

Lij

4. Prise de décision et test

A partir des valeurs zj on détermine le mot décidé v̂ = [v̂j] avec la règle de décision :

v̂j = 1 si zj > 0 et v̂j = 0 si zj < 0

On teste alors si v̂×HT = 0. En cas de succès le décodage s'arrête, sinon on revient

à l'étape 2.
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Annexe E

Application du codage correcteur

d'erreurs à l'anneau optique

ECOFRAME

E.1 Présentation

Le réseau proposé dans le projet ECOFRAME (Eléments de COnvergence pour

les Futurs Réseaux d'Accès et MEtropolitains haut débit) [59] répond aux besoins de

nouveaux concepts en matière d'architecture du réseau d'accès de part le développement

de nouvelles applications en temps réel et à haut débit. Dans cet objectif, une solution

de réseau métro-accès à bas coût, utilisant une topologie anneau et fonctionnant en

mode paquet avec un multiplexage en longueur d'onde (WDM : Wavelength Division

Multiplexing) est envisagée. L'anneau optique doit supporter un débit global proche de 400

Gb/s (40 longueurs d'ondes à 10 Gb/s chacune). La con�guration du réseau et des noeuds

associés inclut plusieurs composants actifs ampli�cateurs, nécessaires à la transmission
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ECOFRAME

mais aussi générateurs de bruit et de non-linéarités altérant les performances.

Le but de notre contribution est de pouvoir relâcher les contraintes sur les

composants optiques et de compenser les dégradations qu'ils engendrent à l'aide d'un

système de codage correcteur d'erreurs. A partir des codes correcteurs d'erreurs étudiés

précédemment, une solution est recherchée a�n de garantir un TEB de 10−12 tandis que

le TEB est initialement de 10−5.

Pour dimensionner les paramètres du code correcteur, l'étude est réalisée tout d'abord

sur un canal AWGN avant d'être transposée sur un canal χ2. En e�et, des simulations

physiques réalisées dans ce contexte [65,96] ont mis en évidence que la statistique du canal

réel s'apparente plus à une distribution de type χ2 non centrée qu'à une gaussienne. De

plus, l'étude réalisée précédemment dans ce chapitre a montré que les résultats en termes

de correction d'erreurs sont identiques sur chacun des deux canaux et pouvaient donc se

transposer d'un canal à un autre.

E.2 Contraintes et caractéristiques liées au contexte

Contraintes

Le réseau ECOFRAME fonctionne en mode paquet, c'est-à-dire que les données issues de

di�érents utilisateurs et /ou services sont groupées dans des paquets appelés "containers",

transportés sur le réseau, qu'ils soient pleins, entièrement, partiellement ou même vides.

Chaque container est de taille �xe, ce qui impose des limites (remplissage non optimal,

perte de paquets...) mais facilite la gestion des paquets dans les noeuds du réseau. De

plus, chaque container possède un en-tête qui comporte une bande de garde de 200ns, et

un préambule de 20ns. Les paquets clients à l'intérieur du container étant de �ux divers,

ont chacun un en-tête particulier pour les informations de service.
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Les données à protéger sont au niveau du container. Le préambule et l'en-tête ne

sont pas protégés par le code correcteur car les informations doivent être directement

accessibles lors du routage. Dans l'étude réalisée, la durée de la partie utile du container

est �xée à 10µs, mais elle peut être modi�ée a posteriori. De plus, le débit en ligne maximal

correspondant au débit bit (d'informations, de redondance ou de bourrage) est �xé.

La �gure E.1 représente un container tel que décrit dans le projet ECOFRAME.

Fig. E.1 � Structure du container Ecoframe

Pour dimensionner le code correcteur, il faut évaluer le nombre de bits dans le

container. En fonction du débit en ligne maximal noté DLmax et de la durée du container

d, le nombre maximal de bits par container est �xé par Nbitmax = DLmax · d.

Pour un débit en ligne maximal de 10 Gb/s, une durée de 10µs correspond à Nbitmax =

100 000 bits. Etant donnée la taille importante du paquet, il est impossible d'appliquer

un seul code correcteur sur l'ensemble des bits.

La solution envisagée représentée �gure E.2, consiste à découper le container

indépendamment de la nature des paquets, en un nombre entier de "trames FEC (Forward

Error Correction)" α tel que :

α =

⌊
Nbitmax

Ntrame

⌋
(E.1)

Avec Ntrame la taille d'une trame FEC en bit et Nbitmax la taille du container (en bits).

Dans ce cas, suivant les dimensions du code utilisé, le nombre de bits de bourrage
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Fig. E.2 � Découpage du container en trame FEC

donné par Nbitmax −Ntrame est plus ou moins important. Le but sera de le minimiser de

manière à maximiser le débit utile réel.

Caractéristiques du canal

Des simulations physiques du réseau ont été réalisées dans le cadre du projet [65, 96] à

partir d'un simulateur tenant compte des bruits cumulés engendrés par les ampli�cateurs

optiques en ligne, de la dispersion de la �bre et des phénomènes de non-linéarité. Les

simulations sont réalisées dans le cas où les e�ets non linéaires ne sont pas importants. De

plus, le réseau est modélisé par des noeuds (dont le nombre varie de 10 à 20), comportant

des ampli�cateurs optiques engendrant un bruit de type ASE gaussien.

Les diagrammes de l'oeil obtenus permettent d'identi�er la statistique réelle des

signaux optiques se propageant sur le réseau, en e�ectuant une analyse de données par

des méthodes de régression.

Des calculs d'erreur quadratique montrent qu'une statistique χ2 non centrée et d'ordre

n = 4 décrit plus �dèlement la statistique réelle du photocourant qu'une statistique

gaussienne. Un exemple de cette statistique est représenté �gure E.3.

Ainsi, le canal est considéré par la suite comme un canal χ2 d'ordre n = 4.
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Fig. E.3 � Régression gaussienne et χ2

Dans le cas particulier n = 4, la densité de probabilité de la variable χ2 s'exprime de

la manière suivante :

pY (y) =
1

2σ2

√
y

s2
e−(s2+y)/(2σ2)I1

(√
y
s

σ2

)
(E.2)

pour y ≥ 0, avec s2 =
∑4

i=1m
2
i et mi les moyennes des variables gaussiennes élevées au

carré.

On considère de plus que les moyennes mi sont toutes identiques, égales à m, on a alors

s2 = 4m2.

E.3 Dimensionnement des codes RS

Paramètres du dimensionnement

Pour rappel, les codes RS sont caractérisés par le paramètre m, dé�nissant la classe du

code, c'est-à-dire le nombre de bits par symbole. Ce paramètre in�ue sur le nombre de
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m N = 2m − 1 Ntrame α Débit en ligne réel
(classe du code) (symboles) (bits) DL (Gb/s)

6 63 378 264 9,98
7 127 889 112 9,96
8 255 2040 49 10
9 511 4599 21 9,66
10 1023 10230 9 9,21
11 2047 22517 4 9,01

Tab. E.1 � Nombre de bits par trame FEC et débit en ligne réel pour di�érentes classes
de codes RS

bits par trame Ntrame qui est alors donné pour un code RS(N,K) par :

Ntrame = N ·m = (2m − 1) ·m (E.3)

Le nombre de bits utiles par trame FEC est donné par :

Nutile = K ·m (E.4)

Ainsi, pourm variant entre 6 et 11, on obtient 6 tailles possibles Ntrame pour les trames

FEC (tableau E.1). Le nombre α de trames FEC par container est alors déterminé à partir

de (E.1). Le nombre de bits (utiles+redondants hors bits de bourrage) par container est

ensuite déterminé de sorte à obtenir le débit en ligne réel DL, dé�ni comme le nombre de

bits (utiles+redondants) transportés par seconde. Ces di�érents débits sont reportés dans

le tableau E.1.

A partir du tableau E.1, la classe de code maximisant le débit en ligne réel correspond

à m=8. De plus, pour un code de paramètres (N,K), le rendement est R = K/N et le

débit utile est obtenu par :

Du = R ·DL (E.5)
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In�uence des paramètres sur les performances

Comme vu dans la partie 2.4.3.2, la redondance et la longueur du code RS sont des

paramètres in�uant sur les performances. Pour une valeur de m �xée, plus la redondance

augmente plus le TEB s'améliore. De plus, pour une redondance �xée, les codes RS sont

d'autant plus e�caces que leur longueur est grande, c'est-à-dire que la classe du code m

est élevée. L'in�uence de chacun de ces deux paramètres est analysée plus particulièrement

dans les paragraphes suivants.

In�uence de la redondance

m étant �xé (donc la longueur du code N = 2m−1 �xée), les TEB obtenus par simulation

pour di�érentes redondances de code sont représentés en fonction du rapport signal à bruit

sur les �gures E.4 à E.7.

Fig. E.4 � TEB obtenus par simulation pour les codes RS de classe m = 7

Ces courbes con�rment que pour une valeur de m �xée, plus la redondance augmente
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Fig. E.5 � TEB obtenus par simulation pour les codes RS de classe m = 8

plus le TEB s'améliore. De plus, les résultats peuvent être extrapolés pour obtenir les

gains de codage, comme nous le verrons par la suite.

In�uence de la longueur

Pour comparer les di�érents codes, les performances obtenues pour une même redondance

(≈ 6, 3%) sont représentées sur la �gure E.8. Le rendement des codes est dans ce cas

R = K/N = 0, 937.

A partir de ces courbes, on retrouve le fait que le pouvoir de correction des codes RS

est d'autant plus élevé que la classe du code (ou sa longueur) est grande.

Gains de codage

Les gains de codage (en dB) à 10−12 ont pu être extrapolés à partir des résultats obtenus

par simulation et présentés précédemment. Ils sont comparés dans le tableau E.2 à ceux

obtenus avec les formules du standard ITU développées au début du chapitre. Pour rappel,
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Fig. E.6 � TEB obtenus par simulation pour les codes RS de classe m = 9

le gain de codage correspond à la di�érence de rapport signal à bruit entre le cas non codé

et le cas codé à un TEB �xé. Le rapport signal à bruit requis pour atteindre 10−12 dans

le cas non codé est de 17 dB.

A partir de ces valeurs, on peut remarquer que les gains de codage obtenus à partir de

la formule de standardisation ITU sont dans la plupart des cas, proches de ceux obtenus

par simulation. Cependant, dans certains cas, la formule théorique surestime jusqu'à 0,7dB

le gain de codage.

Dimensionnement des codes RS

La �gure E.9 représente le gain de codage en fonction de la longueur de la trame FEC, et

de la redondance (≈ 1−R).

Pour un gain de codage minimum �xé, on peut déduire de la �gure E.9 les paramètres

des codes qui respectent certaines conditions. Si la condition souhaitée est de passer d'un
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Fig. E.7 � TEB obtenus par simulation pour les codes RS de classe m = 10

TEB de 10−5 à un TEB de 10−12, sachant qu'il faut un S/B sans codage de 12,5 dB pour

atteindre 10−5, le gain de codage minimum doit être de 17−12, 5 = 4, 5 dB. Ainsi, à partir

de la courbe du gain de codage, on ne garde que les codes satisfaisant cette condition, donc

au-dessus de la droite tracée. A�n de maximiser le débit utile on relève pour chaque classe

de code celui de plus faible redondance qui a un gain de codage su�sant. Les résultats

sont reportés dans le tableau E.3. Le débit utile maximal est obtenu pour la classe de

code m = 8, qui maximisait par ailleurs le débit en ligne réel avec les valeurs de DLmax

et de d imposées. Cependant, les valeurs de débits en lignes précédemment obtenues pour

une durée de 10µs peuvent être optimisées en rendant plus souple la valeur de la durée du

container d (entre 9 et 11µs par exemple). La �gure E.10 représente les variations pour

chacun des codes pour m entre 7 et 10, du débit en ligne en fonction de d entre 9 et 11µs.

Les variations obtenues sont en dents de scie vu qu'on considère des nombres entiers de

266



E.3 Dimensionnement des codes RS

Code R = K/N S/B à 10−12 Gain de codage à 10−12 Gain de codage à 10−12

N,K (dB) (dB) Formules ITU (dB)
127,111 0,874 11,2 5,8 5,8
127,119 0,937 12,7 5 4,7
255,239 11,5 5,5 5,6
511,479 10,8 6,3 6,3
1023,959 10,1 6,9 6,7
255,241 0,945 12,2 4,8 5,4
511,483 11,2 5,8 6,1
255,243 0,953 12,5 4,5 5,2
511,487 11,7 5,3 5,9
1023,975 10,6 6,4 6,4
255,247 0,969 13 4 4,5
511,495 12,3 4,7 5,3

Tab. E.2 � Gains de codage obtenus pour di�érents codes RS

m=7 m=8 m=9 m=10
Ntrame = 889 Ntrame = 2040 Ntrame = 4599 Ntrame = 10230

Redondance 6,3% 5,5% 3,1% 3,1%
minimale
Rendement 0,937 0,945 0,969 0,969
DL (Gbit/s) 9,96 10 9,66 9,21
Débit utile 9,33 9,45 9,36 8,92
Du (Gbit/s)

Tab. E.3 � Comparaison des débits utiles des di�érents codes respectant le gain de codage
à 10−12
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Fig. E.8 � TEB en fonction du S/B pour une redondance de 6,3% - R = 0, 937

trames FEC dans les containers.

On retrouve sur cette courbe les débits présentés dans le tableau E.3 pour d = 10µs. La

classe de code m = 8 permet alors d'obtenir le plus haut débit de 10 Gb/s. Ensuite, pour

chaque code, il est possible de trouver entre 9 et 11µs, une valeur de durée du container

d maximisant le débit. Le débit utile optimal peut alors être déterminé pour chacun des

codes précédemment sélectionnés (voir tableau E.4).

m=7 m=8 m=9 m=10
Ntrame = 889 Ntrame = 2040 Ntrame = 4599 Ntrame = 10230

dopt (µs) 9,7 10 10,6 10,3
DL (Gbit/s) 9,99 10 9,98 9,91
Débit utile 9,36 9,45 9,67 9,6
(Gbit/s) Du

Tab. E.4 � Comparaison des débits utiles avec la durée du container adaptée à chacun
des codes
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Fig. E.9 � Gain de codage en fonction de la taille de la trame FEC (en bits) Ntrame et de
la redondance

Dans ce cas, le code permettant le plus haut débit et respectant le gain de codage

minimal est obtenu dans la classem=9 avec un rendement de 0,969 (c'est le RS (511,495)).

C'est donc celui-ci le plus adapté pour maximiser le débit utile.

Dans toute l'étude de dimensionnement réalisée, on a considéré que le débit en ligne

maximal était limité par des contraintes physiques et par conséquent, le débit réel est

inférieur au débit maximal, sa valeur dépendant des paramètres du code. Le raisonnement

aurait pu se faire en �xant le débit en ligne utile réel (à 10 Gb/s par exemple) et en

considérant ainsi que le débit en ligne n'est pas limité à une certaine valeur maximale.

Dans ce cas, l'insertion de codes correcteurs d'erreurs introduit un sur-débit, puisque le

débit réel des informations doit être plus élevé que le débit utile a�n de compenser l'ajout

de redondance. Le raisonnement, légèrement di�érent aurait conduit à des conclusions
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Fig. E.10 � Variation du débit en ligne en fonction de la durée du container autour de
10µs

similaires.

Conclusion

L'étude réalisée sur les codes RS a permis de déterminer les gains de codage des codes

RS en fonction de leur classe et de leur redondance. Le code optimal satisfaisant le gain

de codage minimum et maximisant le débit utile réel pour une durée de container autour

de 10µs a ainsi pu être déterminé. Pour d'autres valeurs de durée de container une étude

similaire peut être e�ectuée. Sachant que les performances en termes de TEB donc en

termes de gain de codage ne dépendent pas de la durée du container, l'étude du compromis

porte alors uniquement sur la maximisation des débits en ligne.

Le paragraphe suivant détaille l'analyse paramétrique des codes LDPC sur un canal

AWGN, avec les mêmes contraintes et caractéristiques liées au réseau que pour les codes
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RS.

E.4 Dimensionnement des codes LDPC

Paramètres du dimensionnement

Nous considérons dans cette partie les codes LDPC construits de manière déterministe

avec la méthode BIBD [50], qui comme nous l'avons précédemment vu, constituent un

compromis complexité / pouvoir de correction. Contrairement aux RS qui ne proposent

pas de taille (en bits) de trame FEC entre 2040 et 4599, puis entre 4599 et 10230, on

pourra générer des codes LDPC de tailles intermédiaires.

L'étude des performances des codes RS a montré que la classe de code la plus adaptée

est m=9 (c'est-à-dire 4599 bits par trame FEC). Nous nous concentrerons donc pour

comparer les deux types de codes correcteurs sur des tailles de trames FEC entre 2000 et

20000 bits, ce qui correspond à des tailles de codes RS entre les classes 8 et 10.

Comme nous avons pu le voir dans la partie 1.4.2.3, les paramètres, permettant de

dé�nir la taille de la trame FEC, notée Ntrame sont :

� q : nombre premier donnant la taille des vecteurs colonnes de la matrice de parité,

� w : le poids des colonnes de la matrice de parité (souvent pris égal à 3 ou 4),

� ns : nombre entier inférieur à
⌊

q−1
w(w−1)

⌋
, et correspondant au nombre de vecteurs

colonnes permutés.

Les caractéristiques du code et de la trame FEC sont alors les suivantes :

� Ntrame = q · ns : nombre de bits par trame FEC

� Nutile = q · (ns− 1) : nombre de bits utiles par trame FEC

� Rendement R = ns−1
ns

Le rendement du code R dépend uniquement du paramètre ns. Un tracé du rendement
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est représenté �gure E.11 en fonction de ns.

Fig. E.11 � Rendement du code LDPC en fonction de ns

Cette courbe permet de déterminer la valeur de ns nécessaire pour obtenir une

redondance donnée. Au vu de l'évolution, on se rend compte qu'une forte précision sur la

valeur du rendement est possible pour des valeurs proches de 1.

En ce qui concerne la taille des codes LDPC, elle dépend des deux paramètres ns et

q, comme représenté sur la �gure E.12.

A partir de cette courbe, on peut obtenir pour une valeur de ns �xée (donc pour

une redondance �xée) les di�érentes tailles possibles de la trame FEC. Des exemples sont

reportés pour ns=25 dans le tableau E.5.

Cet exemple montre qu'à redondance donnée (ici ns=25 correspondant à R=0,96 soit

une redondance de 4%), on peut avoir des intermédiaires dans les valeurs des tailles de

272



E.4 Dimensionnement des codes LDPC

Fig. E.12 � Nombre de bits par trame FEC Ntrame en fonction de q et de ns

q 151 157 163 167 173 179 181 ...
Ntrame 3775 3925 4075 4175 4325 4475 4525 ...

Tab. E.5 � Tailles de trame FEC pour une redondance de 4% (ns=25)

trame FEC Ntrame, contrairement aux codes RS.

La �gure E.12 permet aussi d'obtenir pour une taille Ntrame �xée, di�érents couples

(q, ns). Le tableau E.6 illustre certains exemples.

Construction de codes LDPC de redondance et taille équivalentes aux codes

RS étudiés

Nous nous intéresserons dans un premier temps à des codes LDPC de rendements

équivalents à ceux des codes RS étudiés précédemment. Les codes RS étudiés appartenant
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Ntrame 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Couples (131,19) (137,22) (151,23) (157,25) (167,27) (179,28)
(q, ns) (137,18) (149,20) (157,22) (167,24) (173,26) (191,26)

(149,17) (157,19) (167,21) (173,23) (181,25)
(157,16) (167,18) (173,20) (181,22)

(179,17)
(191,16)

Tab. E.6 � Couples (q, ns) correspondant à une taille de trame FEC recherchée

aux classes m=7, 8, 9, 10 ont des rendements respectivement égaux à R=0,937 ; 0,9454 ;

0,969 ; 0,969. Cela �xe donc la plage de valeurs pouvant être prises par le paramètre ns

comme illustré tableau E.7 :

ns R
16 0,938
18 0,944
32 0,969

Tab. E.7 � Rendements obtenus avec di�érentes valeurs de ns

Le second paramètre à déterminer est q, nombre premier �xant les valeurs Ntrame et

Nutile.

q est donné par le nombre premier le plus proche de
⌊
Ntrame(souhaite)

ns

⌋
où Ntrame(souhaite)

correspond à une valeur approximative de la taille (en bits) envisagée et dont la plage de

valeur [889-10230] est donnée par les classes de codes 7 à 10 des codes RS.

De plus, q doit satisfaire l'équation ns ≤
⌊

q−1
w(w−1)

⌋
d'où la valeur minimale de q :

qmin = ns · w · (w − 1) + 1 (E.6)

Les valeurs des paramètres q et ns correspondant aux codes RS étudiés précédemment

sont regroupées dans le tableau E.8 pour un poids w=3.

Résultats de simulation
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R Nbittramesouhaite (RS) ns
⌊
Nbittramesouhaite

ns

⌋
qmin q (premier) Nbittrame

0,938 889 16 56 97 97 1552
0,944 2040 18 113 109 113 2034
0,969 4599 32 144 193 193 6176
0,969 10230 32 320 193 317 10240

Tab. E.8 � Paramètres des codes LDPC proches des codes RS de classe m = 7, 8, 9 et 10

Les simulations réalisées avec les codes présentés tableau E.8 ont montré, que dans chacun

des cas, le gain de codage à 10−12 avec des LDPC est supérieur de 2dB par rapport à celui

obtenu avec les codes RS de redondance et taille équivalentes. Ce résultat est en accord

avec les conclusions précédemment établies dans la partie 2.4.4.3.

L'utilisation des codes LDPC permet donc, à redondance donnée d'avoir une marge

supplémentaire de 2 dB sur le rapport signal à bruit pour atteindre un TEB visé.

De plus, sachant que le gain de codage est, dans tous les cas envisagés, supérieur au

gain de codage minimal (de 4,5 dB), il est possible de diminuer le taux de redondance en

augmentant la valeur de ns. Ainsi, les débits utiles pourront être augmentés par rapport

à ceux obtenus avec les codes RS, pour un gain de codage visé. Pour cela, une étude

paramétrique complète des codes pouvant satisfaire un gain de codage de 4,5dB à 10−12

est nécessaire, et présentée dans le paragraphe suivant.

Dimensionnement des codes LDPC

A�n de dimensionner les codes LDPC permettant de maximiser le débit utile tout en

respectant le gain de codage minimal �xé, les deux paramètres étudiés sont le débit utile

réel et le gain de codage.

Débit utile réel

Pour un débit en ligne maximal de 10 Gb/s et une durée de container autour de 10 µs,

on a cherché la valeur optimale de la durée du container entre 9 et 11 µs (permettant de
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se rapprocher au maximum du nombre entier de trames FEC), pour chacun des codes.

Les durées optimales et les débits utiles ainsi obtenus avec di�érents codes (caractérisés

par ns) sont reportés dans le tableau E.9.

ns Ntrame Nutile dopt (µs) Nombre de trames Débit en ligne Débit utile
FEC / container réel (Gbit/s) (Gbit/s)

18 1962 1853 10,4 53 10 9,44
19 2413 2286 9,9 41 9,99 9,47
20 2540 2413 9,4 37 10 9,5
21 2667 2540 10,7 40 9,97 9,5
22 3014 2877 10,9 36 9,95 9,5
23 3197 3058 9,6 30 9,99 9,56
24 3576 3427 9,3 26 10 9,58
25 3775 3624 10,2 27 9,99 9,59
26 4082 3925 9,8 24 10 9,61
27 4401 4238 9,7 22 9,98 9,61
28 4844 4671 9,7 20 9,99 9,63
29 5191 5012 10,4 20 9,98 9,64
30 5430 5249 9,8 18 9,97 9,64
31 5921 5730 9,5 16 9,97 9,65
32 6176 5983 10,5 17 10 9,69
33 6567 6368 9,2 14 9,99 9,69
35 7385 7174 10,4 14 9,94 9,66
40 9640 9399 9,7 10 9,94 9,69
45 12195 11924 11 9 9,98 9,76
46 12742 12465 10,2 8 9,99 9,78
50 15350 15043 10,8 7 9,95 9,75
55 18205 17874 11 6 9,93 9,75
60 22020 21653 9 4 9,79 9,62

Tab. E.9 � Débits utiles et durées optimales pour di�érentes valeurs de ns

Ces résultats montrent que quand ns devient trop important (ns > 46), les

débits diminuent à cause de la taille du container qui limite le nombre de trames

FEC par container et du fait que les trames FEC sont d'autant plus longues. Par

conséquent, le débit maximal (9,78 Gb/s) est obtenu pour ns=46. Ce code correspond

au LDPC(12742,12465), qui possède une taille importante. Si on se �xe une limite sur la
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taille du code N inférieure à 10000 bits, le code obtenu pour ns =32 : LDPC(6176,5983),

est le code le plus court maximisant le débit utile qui vaut cette fois 9,69 Gb/s.

Gain de codage

Les résultats de simulation présentés pour les codes LDPC de taille et de redondance

proches des codes RS envisagés ont montré que pour les codes LDPC tels que ns ≤ 32,

le gain de codage minimum était respecté. Ainsi, le code LDPC(6176,5983) obtenu

pour ns=32 (soit 3,1% de redondance) correspond bien aux spéci�cations requises. Des

simulations ont été réalisées de manière à véri�er que le code LDPC(12742,12465) obtenu

avec ns=46 (soit 2,2 % de redondance), respecte aussi le gain de codage minimum de 4,5

dB.

Fig. E.13 � Performances des codes LDPC(6176,5983) et LDPC(12742,12465)

Les courbes sur la �gure E.13 représentent les TEB obtenus par simulation

et en extrapolant pour les codes LDPC(6176,5983) et LDPC(12742,12465) obtenus
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respectivement avec ns=32 et 46. On peut en déduire que pour ns=46, les performances

sont comme prévu, moins bonnes que pour ns=32 (car le code est moins redondant).

Cependant, le gain de codage à 10−12 est de 6,5 dB, ce qui respecte toujours la limite de

4,5 dB.

Ainsi, pour maximiser le débit utile, il convient de choisir le code obtenu pour ns=46,

c'est-à-dire le LDPC(12742,12465).

Conclusions

Les simulations réalisées ont montré qu'à redondance et taille équivalentes par rapport

aux codes RS, les codes LDPC ont de meilleures performances. En e�et, le gain de codage

à 10−12 est supérieur en moyenne de 2 dB par rapport aux codes RS. Une étude prenant

en considération le nombre de trames par container, en ajustant la taille du container

autour de 10 µs + / − 1µs, a permis de déterminer le code LDPC maximisant le débit

utile, tout en respectant le gain de codage. Si on se �xe une limite sur la taille du code

inférieure à 10000 bits, a�n d'avoir un codeur de complexité comparable au code RS, le

code LDPC(6176,5983) obtenu avec q = 193 et ns = 32, (comparable au code RS(511,495)

de longueur égale à 511×9=4599) apparaît comme celui maximisant le débit utile. En e�et,

de redondance égale à 3,1%, il conduit à un gain de codage de 6,7 dB, et le débit utile est

alors de 9,69 Gb/s pour une durée optimale du container de 10,6µs.

Si aucune limite n'est �xée sur la taille de la trame, l'étude du dimensionnement

aboutit au code LDPC(12742,12465) obtenu avec q = 227 et ns = 46, qui conduit à un

débit utile de 9,78 Gb/s. Ce code possède une redondance de 2,2% et conduit à un gain

de codage légèrement inférieur au code LDPC(6176,5983), c'est-à-dire égal à 6,5 dB.

278



E.5 Adaptation au canal χ2

E.5 Adaptation au canal χ2

Les simulations réalisées dans les parties 2.5.2.2 et 2.5.3.2 ont montré que les

performances sur canal χ2 sont conformes à celles obtenues sur canal AWGN à condition

de choisir correctement le seuil de décision en ce qui concerne les codes RS et de calculer

les LLR adéquats pour le décodage des codes LDPC.

En ce qui concerne les codes RS, les simulations réalisées parties 2.5.2.2 et 2.5.2.3

ont permis de véri�er tout d'abord que les TEB obtenus sont conformes à la formule

théorique. De plus, la formule théorique ne dépendant pas de la statistique du canal, nous

pouvons en conclure que le dimensionnement réalisé pour les codes RS sur canal AWGN

est adaptable au cas du canal χ2 d'ordre n = 4 caractérisant le canal ECOFRAME.

Ainsi, le code RS(511,495) est le code également retenu pour le dimensionnement sur

canal ECOFRAME.

Concernant les codes LDPC, dans le cas où n = 4, les LLR se résument alors, dans le

cas réel (A0 6= 0) par :

LLR =
A2

1 − A2
0

2σ2
+ ln

A1

A0

+ ln

I1

(√
Y A0

σ2

)
I1

(√
Y A1

σ2

)
 (E.7)

Dans le cas idéal (A0 = 0, et ERin =∞), on a :

LLR =
A2

1

2σ2
+ ln

 √
Y A1

2σ2I1

(√
Y A1

σ2

)
 (E.8)

Les simulations précédemment réalisées (partie 2.5.3.2) ont été e�ectuées en

considérant un canal χ2 pour n = 4 avec le code LDPC(6176,5983) �nalement retenu

dans l'étude du dimensionnement ECOFRAME. Le gain de codage étant identique sur
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chacun des deux canaux, ceci signife que le dimensionnement réalisé sur canal AWGN est

également valable sur un canal χ2. Ainsi, le code LDPC(6176,5963), sélectionné pour ses

performances en termes de gain de codage et de débit utile disponible est retenu également

pour le dimensionnement sur canal χ2 d'ordre 4 représentant le canal ECOFRAME.

Nous avons également vu, à travers les simulations réalisées parties 2.5.2.3 et 2.5.3.2,

qu'il est essentiel de prendre en compte la spéci�cité du canal pour que le décodage

soit e�cace. Pour les codes RS, cela revient à choisir un seuil optimal de détection, qui

dépend des paramètres caractéristiques de la distribution χ2. Pour les codes LDPC, il faut

adapter correctement l'algorithme de décodage en e�ectuant le calcul du LLR en fonction

des caractéristiques du canal χ2. En e�et, si aucune modi�cation n'est apportée, et si on

approxime le canal par un canal de type AWGN, le FEC n'est plus performant. Pour les

codes LDPC, les modi�cations apportées au niveau de l'algorithme de décodage dans le

cas d'un canal χ2 ne portent que sur le calcul des valeurs initiales des LLR en fonction

de la sortie du canal. Une fois les LLR initialisés, les calculs de LLR a posteriori suivent

la même règle qu'il s'agisse d'un canal χ2 ou AWGN. Ainsi, il su�ra d'avoir en début de

chaîne de réception un module capable de calculer le LLR initial correctement.
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Annexe F

Obtention de la densité de probabilité

de la variable décisionnelle avec le

modèle statistique du beat noise

On part de l'expression générale de la densité de probabilité (3.55) :

p(Zd) =
∑
i

p
(
s2
Z = i

)
pS2

Z
(Zd)

A partir des di�érentes considérations, il est possible d'obtenir une expression complète

de cette densité de probabilité. En e�et, en remplaçant tout d'abord le terme pS2
Z

(Zd) par

son expression en fonction de W ′ (3.54), il vient :

p(Zd) =
∑
i

p
(
s2
Z = i

)
·
(
p
(
W ′ = 0

∣∣s2
Z

)
· ps2Z ,W ′=0(Zd) + p

(
W ′ 6= 0

∣∣s2
Z

)
· ps2Z ,W ′ 6=0(Zd)

)
(F.1)

Pour remplacer les di�érents termes, on distingue maintenant les cas bd = 0 et bd = 1.



Obtention de la densité de probabilité de la variable décisionnelle
avec le modèle statistique du beat noise

Lorsque bd = 1, on a d'après (3.51) : s2
Z = W + Id ≥ W .

Ainsi, on a : p (s2
Z = i) = p (Id +W = i) = p (Id = i−W ). En remplaçant cette relation

dans (F.1) on obtient la densité de probabilité pour bd = 1 :

p(1)(Zd) =
W+U−1∑
i=W

p (Id = i−W )·
(
p
(
W ′ = 0

∣∣s2
Z

)
· pi,W ′=0(Zd) + p

(
W ′ 6= 0

∣∣s2
Z

)
· pi,W ′ 6=0(Zd)

)
(F.2)

En e�ectuant le changement de variable i′ = i−W on peut réécrire (F.2) en :

p(1)(Zd) =
U−1∑
i′=0

p (Id = i′)·
(
p
(
W ′ = 0

∣∣s2
Z

)
· pi′+W,W ′=0(Zd) + p

(
W ′ 6= 0

∣∣s2
Z

)
· pi′+W,W ′ 6=0(Zd)

)
(F.3)

Sachant d'après (3.56) que pour bd = 1 on a :

p (W ′ = 0) =

 1 si Id = 0

0 si Id ≥ 1

L'expression (F.3) peut se simpli�er en :

p(1)(Zd) = p(Id = 0) · pW,W ′=0(Zd) +
U−1∑
i=1

p (Id = i) · pi+W,W ′ 6=0(Zd) (F.4)

Soit en remplaçant pW,W ′=0(Zd) par son expression sous forme de dirac (3.53),

l'obtention de l'expression �nale de la densité de probabilité pour un '1' émis comme

(3.60) :

p(1)(Zd) = p(Id = 0) · δ(Zd −W ) +
U−1∑
i=1

p(Id = i) · pi+W,W ′ 6=0(Zd)

Avec pour rappel les expressions de p(Id = i) et de pi+W,W ′ 6=0(Zd) fournies respectivement
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par (3.20) et (3.52) avec s2
Z = i+W :

p(Id = i) =

 U − 1

i

 pi (1− p)U−1−i

et

pi+W,W ′ 6=0(Zd) =
1

2var

(
Zd

i+W

)(nW ′−2)/4

e−(i+W+Zd)/(2var)InW ′/2−1

(√
Z(i+W )

var

)

On considère maintenant le cas où bd = 0, qui implique alors que s2
Z = Id et

p (s2
Z = i) = p (Id = i). Ainsi, p(0)(Zd) s'écrit :

p(0)(Zd) =
∑
i

p (Id = i) ·
(
p
(
W ′ = 0

∣∣s2
Z

)
· pi,W ′=0(Zd) + p

(
W ′ 6= 0

∣∣s2
Z

)
· pi,W ′ 6=0(Zd)

)
(F.5)

Sachant que pour bd = 0, on a d'après (3.57), (3.58) et (3.59) :

p (W ′ = 0) =



0 si Id > W

1 si Id ∈ {0, 1}
W

Id



W + Id − 1

Id


si 2 ≤ Id ≤ W
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On obtient alors en remplaçant dans (F.5) :

p(0)(Zd) = p(Id = 0) · p0,W ′=0(Zd) + p(Id = 1) · p1,W ′=0(Zd)

+
W∑
i=2

p(Id = i) ·



 W

i


 W + i− 1

i


· pi,W ′=0(Zd) +


1−

 W

i


 W + i− 1

i




· pi,W ′ 6=0(Zd)


+

U−1∑
i=W+1

p(Id = i) · pi,W ′ 6=0(Zd) (F.6)

En remplaçant par les fonctions de dirac, on obtient l'expression �nale de la densité

de probabilité pour un '0' émis (3.61) :

p(0)(Zd) = p(Id = 0) · δ(Zd) + p(Id = 1) · δ(Zd − 1)

+
W∑
i=2

p(Id = i) ·



 W

i


 W + i− 1

i


· δ(Zd − i) +


1−

 W

i


 W + i− 1

i




· pi,W ′ 6=0(Zd)


+

U−1∑
i=W+1

p(Id = i) · pi,W ′ 6=0(Zd)

Avec pour rappel les expressions de p(Id = i) et de pi,W ′ 6=0(Zd) fournies respectivement

par (3.20) et (3.52) avec s2
Z = i .
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Annexe G

Calcul de la densité de probabilité de la

variable de bruit globale

(IAM+AWGN)

La densité de probabilité de la variable de bruit globale est obtenue à partir de la

densité de probabilité de chacune des variables : IAM et bruit gaussien. En e�et, en

supposant ces deux phénomènes indépendants, la densité de la somme de ces variables est

obtenue comme le produit de convolution des densités de probabilités données par (3.84)

et (3.81), ce qui s'exprime par :

fT (x) =

∫ +∞

−∞
fI′(t) · fn(x− t)dt (G.1)

En utilisant (3.84) et (3.81), il vient :

fT (x) =

∫ +∞

0

A√
2πσ2

I′

e
−

(t−mI′ )
2

2σI′ · 1√
2πσ

e−
(x−t)2

2σ2 dt (G.2)



Calcul de la densité de probabilité de la variable de bruit globale
(IAM+AWGN)

En développant les termes en exponentielle et en les triant par rapport aux puissances

de t il vient :

fT (x) =
A · e

−
(
m2
I′

2σ2
I′

+ x2

2σ2

)

2πσI′σ

∫ +∞

0

e
−t2

(
σ2
I′+σ

2

2σ2
I′
σ2

)
+t

(
mI′
σ2
I′

+ x
σ2

)
dt

=
A · e

−
(
m2
I′

2σ2
I′

+ x2

2σ2

)

2πσI′σ

∫ +∞

0

e
−
(
σ2
I′+σ

2

2σ2
I′
σ2

)(
t2−2t

σ2
I′σ

2

σ2
I′

+σ2

(
mI′
σ2
I′

+ x
σ2

))
dt (G.3)

On peut reconnaître dans l'exponentielle le début d'un carré de sorte que (G.3) puisse

s'écrire :

fT (x) =
A · e

−
(
m2
I′

2σ2
I′

+ x2

2σ2

)

2πσI′σ

∫ +∞

0

e
−
(
σ2
I′+σ

2

2σ2
I′
σ2

)((
t−

σ2
I′σ

2

σ2
I′

+σ2

(
mI′
σ2
I′

+ x2

σ2

))2

−
(

σ2
I′σ

2

σ2
I′

+σ2

(
mI′
σ2
I′

+ x
σ2

))2
)
dt

(G.4)

En sortant de l'intégrale les termes indépendants de t, il vient :

fT (x) =
A · e

−
(
m2
I′

2σ2
I′

+ x2

2σ2

)
+

(
σ2
I′σ

2

σ2
I′

+σ2

(
mI′
σ2
I′

+ x2

σ2

))2

2πσI′σ

∫ +∞

0

e
−
(
σ2
I′+σ

2

2σ2
I′
σ2

)(
t−

σ2
I′σ

2

σ2
I′

+σ2

(
mI′
σ2
I′

+ x
σ2

))2

dt

=
A · e

(x−mI′ )
2

2(σ2
I′

+σ2)

2πσI′σ

∫ +∞

0

e
−
(
σ2
I′+σ

2

2σ2
I′
σ2

)(
t−

σ2
I′σ

2

σ2
I′

+σ2

(
mI′
σ2
I′

+ x
σ2

))2

dt (G.5)

En dé�nissant la valeur σ2
T = σ2

I′+σ2 comme la variance globale de bruit, et en faisant

le changement de variable :

u = t− σ2
I′σ

2

σ2
T

(
mI′

σ2
I′

+
x

σ2

)
(G.6)

Il vient :

fT (x) =
A · e

(x−mI′ )
2

2σ2
T

2πσI′σ

∫ +∞

−
σ2
I′
σ2

σ2
T

(
mI′
σ2
I′

+ x
σ2

) e−
(

σ2
T

2σ2
I′
σ2

)
u2

du (G.7)
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Avec le changement de variables :

v =
σT√
2σI′σ

u (G.8)

L'équation (G.7) devient :

fT (x) =
A · e

(x−mI′ )
2

2σ2
T

2πσI′σ

√
2σI′σ

σT

∫ +∞

−
σI′σ√
2σT

(
mI′
σ2
I′

+ x
σ2

) e−v2dv (G.9)

=
A · e

(x−mI′ )
2

2σ2
T

√
2πσT

∫ +∞

−
σI′σ√
2σT

(
mI′
σ2
I′

+ x
σ2

) e−v2dv (G.10)

On reconnaît alors la fonction d'erreur complémentaire dé�nie par :

erfc(x) =
2√
π

∫ +∞

x

e−v
2

dv (G.11)

Donc la densité de probabilité s'écrit �nalement comme :

fT (x) =
A

2
√

2πσT
e
−

(x−mI′ )
2

2σ2
T erfc

(
− σI′σ√

2σT

(
mI′

σI′
+

x

σ2

))
(G.12)
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Annexe H

Calcul de YL

On considère une transmission OCDMA en présence de bruit gaussien, les erreurs sont

e�ectuées à la fois sur les '0' qui sont bruités par le bruit global (bruit gaussien et IAM)

mais aussi sur les '1' bruités par le bruit gaussien.

D'une manière générale, la valeur reçue par le décodeur peut s'écrire : Y = x + n où n

représente la contribution globale de bruit (AWGN+IAM) et x est le bit émis (0 ou 1).

Il existe alors une valeur YL correspondant à une valeur limite de Y pour laquelle la

probabilité p0 qu'il s'agisse d'un '0' bruité par l'IAM + le bruit gaussien, est égale à la

probabilité p1 qu'il s'agisse d'un '1' bruité par du bruit gaussien uniquement.

Avec la modélisation de la distribution de la variable globale de bruit que nous avons

établi, on considère alors que :

� pour toute valeur Y supérieure à YL, les erreurs ont lieu sur les '0' émis à cause de

la variable de bruit IAM + bruit gaussien (de variance σ2
T = σ2 + σ2

I′ , où σ
2 est la

variance du bruit gaussien et σ2
I′ la variance équivalente de l'IAM)

� pour toute valeur Y inférieure à YL, les erreurs ont lieu sur les 1 émis à cause de la

variable de bruit gaussien uniquement



Calcul de YL

On peut alors exprimer p0 :

p0 = p (x = 0|Y ) = p (Y − n = 0|Y ) = p (n = Y ) (H.1)

On considère dans ce cas que les erreurs sont dues au bruit global (IAM + bruit

gaussien), d'où :

p0 =
1

σT
√

2π
e
− 1

2σ2
Y

y2

(H.2)

De même pour p1 :

p1 = p (x = 1|Y ) = p (Y − n = 1|Y ) = p (n = Y − 1) (H.3)

On considère dans ce cas que les erreurs sont dues uniquement au bruit gaussien d'où :

p1 =
1

σ
√

2π
e−

1
2σ2 (Y−1)2 (H.4)

A partir de l'équalité des deux expressions précédentes, on détermine la valeur de YL

correspondant à p0 = p1 :

σ

σT
= e−

(YL−1)2

2σ2 · e
Y 2
L

2σ2
T (H.5)

D'où :

σ

σT
= e

− 1

2σ2
b

(YL−1)2

e
1

2σ2
T

(YL+1)2

(H.6)

En passant par le logarithme et en mettant au même dénominateur on obtient :

ln

(
σ

σT

)
=
σ2Y 2

L − σ2
TY

2
L − σ2

T + 2σ2
TYL

2σ2σ2
T

(H.7)
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En développant les termes et en remplaçant σ2
T par σ2 + σ2

I , il vient :

σ2
IY

2
L − 2YLσ

2
T + σ2

T

(
1 + 2σ2ln

( σ
σT

))
= 0 (H.8)

Cette équation se résoud comme une équation du second degré, par le calcul du

discriminant :

∆ = 4σ4
T − 4σ2

Iσ
2
T

(
1 + 2σ2ln

( σ
σT

))
= 4σ2

T

(
σ2
T − σ2

I

(
1 + 2σ2ln

( σ
σT

)))
(H.9)

Puis on détermine la racine qui est comprise entre 0 et 1 c'est-à-dire :

YL =
2σ2

T −
√

∆

2σ2
I

(H.10)

Soit encore :

YL =
2σ2

T − 2σT

√
σ2
T − σ2

I

(
1 + 2σ2ln

(
σ
σT

))
2σ2

I

(H.11)

Cette expression se simpli�e �nalement en :

YL = 1 +
σ2

σ2
I

− σσT
σ2
I

√
1− 2σ2

I ln

(
σ

σT

)
(H.12)
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Codage de canal pour les communications optiques

L'étude réalisée dans ce mémoire porte sur le codage correcteur d'erreurs utilisé pour
compenser les di�érentes limitations d'un système de transmission optique sur �bre,
notamment celles liées au processus quadratique de photo détection.

Dans le cas simple utilisateur, ce processus modi�e la statistique du signal détecté
qui s'apparente à une fonction chi-2. En tenant compte de cette statistique, le décodage
itératif des codes LDPC a été adapté pour optimiser les performances.

Dans le cas d'un système incluant l'accès multiple par répartition de codes,
principalement limité par l'interférence d'accès multiple, la photo détection engendre un
bruit de battements, ou beat noise. L'étude de la statistique du signal détecté a permis
d'établir un modèle théorique en mixture de chi-2. Les performances du décodage LDPC
ont été optimisées en se basant sur ce modèle, permettant ainsi une application au cas
d'une transmission multimédia.

Mots clés : Codes LDPC, décodage itératif, communications optiques �laires,
photodétection, accès multiple par répartition de codes, beat noise

Forward Error Correction for Optical Communications

The work done in this study focuses on forward error correction used to compensate
for performance degradations in �ber optical links, mainly corrupted by the quadratic
photo detection process.

When we consider a single user transmission, this process has an impact on the photo
detected signal statistic, which can be represented as a chi-square function. Taking into
account this statistic, the iterative decoding used for LDPC codes is modi�ed in order to
optimise the performance.

In the case including Optical Code Division Multiple Access, mainly disrupted by
Multiple Access Interference, photo detection induces beatings called beat noise. Studying
the photo detected signal statistic leads us to establish a theoretical model based on a
mixture of chi-square distribution. The error correction performance has been optimised
by taking into account this model in the decoding process, which permits considering an
application to multimedia transmissions.

Keywords : LDPC codes, iterative decoding, �ber optical communications,
photodetection, code division multiple access, beat noise
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