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Introduction générale

Dans cette thése nous étudions les paramétres de certaines classes de codes, la plupart d’entre
elles étant des classes de codes invariants sous le groupe affine, dits codes affines-invariants.
Nous utilisons des propriétés diverses, liées surtout a la forme de la matrice génératrice, pour
le calcul des distances minimales et des polynémes énumérateurs. Nous voulons obtenir des
résultats originaux concernant des codes longs. Nous essayons donc de simplifier les matrices
génératrices par décomposition et d’établir une relation entre les matrices composantes (ou les
codes composants) et le code de départ. Toute approche théorique, dans cette these, est finalisée

par des résultats numeériques ; ainsi, minimiser la complexité de tout calcul devient prioritaire.

Un mot de code est un bloc de symboles ordonnés. Dans la majorité des cas nous devrons
modifier 'ordre initial des coordonnées qui est un élément de définition du code. En effet, ordre
initial ne nous permet pas de décomposer efficacement la matrice génératrice. Il s’agit surtout
de Vordre cyclique des bits et, comme nous allons le voir, presque tous nos codes sont cycliques
(ou cycliques étendus). Ainsi, les codes de Reed-Muller (RM) illustrent bien cette situation. Ils
peuvent étre construits sous forme cyclique, mais aussi via lordre standard des bits. Cette derniére
forme permet la construction [uju + v| itérative de ces codes (voir Section 2.2), que nous avons
particuliérement étudiée. Nous rappelons la définition des codes RM seulement suivant ’ordre
standard (voir Chapitre 1).

Une autre classe de codes trés importante est la classe des codes BCH étendus et de leurs
duaux. En exploitant le fait qu’ils ont pour sous-codes certains codes RM, et donc qu’ils héritent
de leurs propriétés, nous choisissons de passer ces codes en ordre standard. Plus généralement,
ce passage est possible pour tout code affine-invariant et permet une construction itérative de
ces codes (voir Section 4.2). Les codes BCH, leurs duaux, et les codes RM sont affines-invariants.

Nous étudions aussi certains codes auto-duaux, dont les plus connus sont les codes résidus
quadratiques. Pour eux, on ne connait pas de décompositions efficaces, qui puissent aboutir au
calcul de nouveaux polynémes énumérateurs, par exemple. Nous avons résolu ce probléme en
utilisant un algorithme de calcul du nombre des mots de petit poids (Section 6.4) et la théorie
des invariants (Section 6.3).

Le document contient une partie introductive, suivie de deux parties ol sont exposés nos

résultats.

Introduction.

Le premier chapitre résume les notations et les notions de base : code linéaire et ses para-
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Introduction générale

métres, dualité, équivalence, groupe du code, code cyclique, code affine-invariant ... Nous don-
nons les définitions et les propriétés de base des classes de codes auxquelles nous nous sommes
intéressés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les constructions par décomposition. Un code est
ainsi exprimé & l'aide d’autres codes, en général de longueur beaucoup plus petite. Nous insistons
sur la construction carrée, en montrant comment 'utiliser de facon itérative pour obtenir les
codes RM. On retrouvera cette construction, toujours itérative, dans le cas des codes cycliques
auto-duaux (Chapitre 5).

Une modification de cette construction nous améne par la suite & introduire la classe des codes
LTSC (construits en forme carrée modifiée), qui contient les codes symétriques et réversibles (a
équivalence prés). On montrera plus loin qu’en fait tous les codes affines-invariants peuvent
étre mis sous forme LTSC. Cette construction s’adressant aux codes de longueur paire, il sera
préférable de travailler avec le code étendu et de retrouver par la suite les paramétres du code
de départ, par des résultats bien connus. Enfin, les deux derniéres sections sont consacrées a des
constructions de codes de longueurs composées : des codes auto-duaux et BCH. Comme nous
I’avons déja remarqué pour les codes de longueur paire, tout code de longueur composéen est
candidat & une décomposition suivant les diviseurs den ; ici nous rappelons les constructions bloc-
circulante et doublement circulante (qui ne sont pas exploitées dans cette thése, faute de cyclicité),

ou les constructions qui admettent pour sous-code une somme directe (qui sont généralisées en
Section 4.2).

Le troisiéme chapitre est un peu & part. Il traite des treillis, c’est-a-dire des représentations
graphiques des codes, qui ont été au centre de nos préoccupations au début de cette these,
notamment pour le calcul du polynéme énumeérateur du code RM4,9). En effet, suite au calcul
de I’énumérateur de poids du code RM(3,9) [97], le code RM (auto-dual) (4,9) est le seul dont
on ne connait pas la distribution parmi tous les codes RM avecn < 512 [103]. La démarche de
Kasami et al. en |26] nous a orienté vers 1’étude des treillis [75].

Toute la présentation générale dans la Section 3.1 sert par la suite a 1’étude du treillis minimal.
Pour un ordre des coordonnées fixé, il s’avére que le treillis minimal correspond & unemairice
orientée dans le sens du treillis(Section 3.2.1). En étudiant de plus preés le cas des codes cycliques,
on prouve qu’ils ont la plus mauvaise complexité des états, donc il faut trouver une permutation
optimale des bits pour construire un treillis minimal (voir Section 3.3). On retrouve ainsi nos
précédents commentaires sur ’ordre optimal des bits.

Rappelons que nous travaillons avec des codes de grande longueur, par conséquent on a
intérét a construire un graphe sectionné, pour réduire la densité des arétes. Une section entiére
est consacrée au rappel de la construction des treillis sectionnés. Pour simplifier encore ce treillis,
on calcule le nombre des sous-treillis paralléles et isomorphes (Section 3.4.4). Tous ces résultats
sont illustrés par les codes RM avec leur construction carrée itérative ; on prolonge ainsi la Section
2.2. On peut en plus calculer le sous-treillis minimal [64], mais cela ne concerne que les codes dont
on connait les mots de poids minimal (par exemple les codes RM). En conclusion, ce chapitre
nous permet d’avoir une vision graphique de la construction carrée itérative. Celle-ci est assez
simple, contrairement a celle de la construction carrée modifiée, qui complique beaucoup le treillis
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associé.

Résultats.

Dans les deux parties qui suivent nous présentons les résultats de notre recherche. Ils ont
fait l'objet de deux conférences ([76], [36]) et de deux articles publiés ([77], [37]), ainsi que d’un
rapport de recherche [78]. La deuxiéme partie réunit les aspects liés aux distances minimales.
Aprés un bref rappel des méthodes utilisées, nous présentons I’algorithme de recherche de mots
de petits poids, dit & Canteaut et Chabaud [18|. Par la suite, nous appliquons cet algorithme
ainsi que la décomposition carrée modifiée aux cas des duaux des codes BCH étendus (EBCH).

La Section 4.2 est dédiée aux rappels. En particulier nous expliquons comment mettre un
code affine-invariant en ordre standard des bits. Nous présentons la construction (liée a cet ordre)
de la matrice de contréle des codes EBCH. Nous montrons ainsi que les codes affines-invariants
admettent une construction carrée modifiée récursive (Théoréme 4.1).

L’intérét de toute décomposition d’un code donné est le transfert de certaines propriétés des
codes composants au grand code. Ainsi, une borne supérieure pour la dimension du code est
induite par des bornes sur les dimensions des codes composants appelésB et (A/B, 1717?3) (voir
la premiére Remarque importante dans la Section 4.2). Pour cela nous consacrons une section
entiére a I’étude du code B, en considérant les codes cycliques primitifs (de longueur 2™) en
tant que codes dans une algebre de corps. Nous donnons de nouvelles bornes supérieures pour
la dimension de B (Proposition 4.3). I’étude du code B se prolonge dans la Section 4.4, dont
le noyau est la comparaison entre ce code et les codes de Reed-Muller. Ceci est obtenu par la
décomposition carrée modifiée de tous les codes EBCH- de longueur n < 512 ou en utilisant la
borne précédemment obtenue.

Une analyse détaillée de tous les résultats numeériques (listés en Annexes A.1 et A.2) est réa-
lisée en Section 4.5. Nous remarquons notamment que les bornes supérieures dedp et d (A/BATB)
ne sont pas trés éloignées 'une de 'autre et que le mot de plus petit poids du code EBCH2™, )
a été trouvé dans le code (A/B,z%), a trois exceptions prés pour n < 512 (voir Remarque
importante en Section 4.5). De plus, les bornes obtenues en utilisant ’algorithme probabiliste et
celles obtenues par la décomposition des codes sont identiques pour la plupart des codes. Ainsi, la
décomposition du code sert plus a trouver des propriétés intrinséques des codes, qu’aux résultats
purement numériques.

En Section 4.6, nous donnons quelques réflexions liées & un résultat de Kasamiet al. (voir le
Théoréme 4.2), en exploitant la construction carrée modifiée des codes concernés.

La troisiéme partie est consacrée au calcul des polynémes énumérateurs. On s’intéresse & deux
classes de codes : les codes cycliques auto-duaux (c.a.d. ) et les codes duadiques. On commence le
Chapitre 5 par I’étude des polyndmes générateurs des codesc.a.d. . Notamment, nous rappelons
la forme générale de ces polynomes (voir la relation (5.7)) qui induit que les codesc.a.d. sont
des codes cycliques a racines multiples. Par conséquent, ils héritent de la construction itérative
|ulu+ v| donnée par van Lint [65]. Nous généralisons cette construction en Section 5.2.1 et nous
donnons une formule pour la matrice génératrice du code (& équivalence prés), n’utilisant que les
sommes et les produits de Kronecker de codes de longueurs beaucoup plus petites (voir la relation
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Introduction générale

(5.12)). Cette formule est utilisée dans la sous-section suivante pour obtenir le résultat central
de ce chapitre, qui précise que tout code cyclique binaire a racines multiples est équivalent & une
construction carrée bien déterminée (voir la preuve du Théoréme 5.4). Le paragraphe suivant
est consacré a un cas particulier : on prouve que les codesc.a.d. dont toutes les racines ont une
multiplicité paire sont des sommes directes.

Nous appliquons tous ces résultats a ’énumération des codesc.a.d. de longueur n < 120 (Sec-
tion 5.3.1) et au calcul de leurs polynoémes énumeérateurs (voir Théoréme 5.8). La complexité du
calcul est analysée en Section 5.3.2; il s’avére qu’elle dépend de la dimension du code complément
A/B, donnée précisément par la relation (5.22) en fonction seulement du polynéme générateur
du code de départ.

Pour une partie des codes c.a.d. , les polynoémes énumérateurs ont été calculés en utilisant
des formules simplifiées (voir Section 5.3.3); de plus, sachant que tous les codesc.a.d. sont de
Type I (93], nous avons pu utiliser le code ombre (Section 5.3.4) pour le calcul du nombre des
mots de petit poids. A la fin du chapitre, nous comparons les différentes méthodes utilisées.

Notre manuscrit se termine par le chapitre consacré aux codes duadiques. Cette classe de
codes contient les codes résidus quadratiques (QR). Ces codes, ainsi que les codes quadratiques
doublement circulants (QDC), peuvent avoir de trés bons paramétres, certains étant mémeez-
trémauz. Contrairement aux codes BCH, leurs énumérateurs de poids ne sont pas connus méme
pour des petites longueurs. Nous avons donc entamé une étude de ces codes. La solution pro-
posée ici n’est pas liée & la décomposition de ces codes, mais exploite la théorie des invariants
(rappelée en Section 6.3) et le calcul de mots de petit poids dans ces codes via un algorithme di
a Wassermann (voir Section 6.4). On obtient ainsi les énumérateurs des poids de tous les codes
duadiques et QDC binaires de longueur n < 152 (& une exception prés) et des meilleurs codes
QDC et QR étendus ternaires pour n < 96.

Tous les résultats numériques sont listés en Annexe.



Notations

C[n, k,d] : code linéaire C' de longueur n, de dimension k et de distance minimale d ;
G : matrice génératrice ;
d* : distance duale;

dL

max - borne supérieure pour la distance duale;

ka, dp ou G¢ : paramétres des codes indexés suivant le code qu’ils caractérisent ;
[F, : corps de Galois & ¢ éléments ;

c : mot de code (toujours en gras);

c = (¢n,Cpn—-1,-..,c1) : inverse du mot de code c = (c1,...,cp—1,¢Cn);
1 : vecteur dont toutes les coordonnées valent 1 ;

0 : vecteur dont toutes les coordonnées valent 0 ;

wt(c) : poids de Hamming du vecteur c;

A; : nombre des mots de poids ¢ dans un code;

We : polynome énumérateur des poids du code linéaireC';
We : partie de poids pair de W¢ ;

W, : partie de poids impair de W¢ ;

a - b : produit scalaire des vecteursa et b

ab : produit booléen dea et b;

C* : code dual du code C (voir déf. 1.4);

G : i-éme ligne de la matrice G ;

G : transposée d’une matrice G ;

H : matrice de controle;

0 : matrice nulle;

Idy, : matrice identité de rang k ;

(Idy, M) : matrice en forme systématique ;

Sy, ¢ le groupe symétrique de n éléments ;

(i) : 'image de i sous 'action d’une permutation 7 ;

m(c) =b :si ¢; = by pour tout 1 <i < nj;

X1



Notations

i (modj) : le reste de la division de i par j (7, j deux naturels) ;

fsd : code formellement auto-dual ;

c.a.d. : code cyclique auto-dual ;

Gr(C) : le groupe du code C';

Aut(C) : le groupe d’automorphismes de C';

PSLy(p) : le groupe de permutations sur ’ensemble {co, 0, ..., p — 1}, voir déf. 1.19;
o : la permutation shift (0, 1, ..., n—1);

He : multiplicateur (permutation), voir définition 1.14;

R, =F4[z]/(2™—1) : 'anneau commutatif des classes des polynémes dansF,[z] modulo 2" —1;
g(z) : d’habitude, polynéme générateur du code;

deg g : degré du polynéme g;

‘g (z) : polynome réciproque de g;

e(z) : d’habitude, polynoéme idempotent du code;

I ou I¢ : ensemble de définition d’un code cyclique C' (voir aussi la déf. 5.2) ; ensemble d’infor-
mation dans la description de ’algorithme Canteaut-Chabaud ;

@ : la fonction d’Euler;
|T'| : cardinal de I’ensemble T"; nombre de lignes d’une matrice en Section 5.3.2;

BCH(2™ — 1,6) : codes Bose-Chaudhuri-Hocquenghem primitifs, de longueur 2™ — 1 et de
distance construite ¢ ;

EBCH : code BCH étendu ;

0 : distance construite des codes BCH, voir déf. 1.16;

Q@ : le sous-groupe des résidus quadratiques;

N : ’ensemble des non-résidus quadratiques;

QR, QR : codes résidus quadratiques, voir déf. 1.17;
XQR : codes QR étendus;

XQn-1 : code QR étendu de longueur n en Appendix C;
oo : indice de la nouvelle coordonnée dans le code étendu;
RM(r,m) : code de Reed-Muller de longueur 2™ et d’ordre r;
G(r,m) : matrice génératrice du code RM(r,m) ;

ky, m : dimension du code RM(r, m) (voir Prop. 1.5);

27’1’7‘77’ .

dy,m : distance minimale du code RM(r,m), égale a ;

EC : code étendu du code C' (voir Section 2.1);
CT : code poinconné du code C par rapport a ’ensemble T';

Cr : code raccourci du code C par rapport & 'ensemble T';
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(C, D) : code de matrice génératrice (Go,Gp);

C @ D : somme directe des codes C' et D (voir déf. 2.4) ;

C + D : somme de C et D (voir déf. 2.4);

S(C, D) : construction (somme) |ulu+ v| de C et D (voir déf. 2.4);

|C/D|? : construction carrée de premier niveau des codesC et D (voir déf. 2.4) ;

SC : abréviation pour la construction carrée ;

|A/BJ? : construction carrée modifiée de premier niveau (voir déf. 2.6) ;

LTSC : abréviation pour la construction carrée modifiée ;

C ® D : produit de Kronecker de deux codes C' et D (voir déf. 2.5);

C/D : code complément de D par rapport a C' (voir déf. 2.2);

[C'/D] : ensemble des représentants des translatés de C'/D (voir remarque 2.1) ;

Cy C (1 : inclusion des codes, Cy sous-code de Cf ;

G2 C Gy : si toutes les lignes d’'une matrice Ga sont des lignes d’une autre matrice Gy ;

Gc\Gp ou Ggyp : si Gp C G, ensemble des ko — kp lignes dans G¢ qui n’appartiennent
pasa Gp;

Alr/(r—=1),m—1): G(r,m—1)\G(r—-1,m—1);

Go=Gp:siC=D;

Gc ~ Gp :si C ~ D (équivalence des codes) ;

~ : de l'ordre de (en Section 6.3);

|Co/C1/ ... /Cm|*" : construction carrée itérative de m-iéme niveau, pour une séquence des
codes Cp D C1 D ... D Cy, (voir Section 2.2);

Fo=1[1,t] et F1 =[t+ 1, n] : une partition du support [1, 2¢] du code C de longueur 2t;

G 4/p : matrice obtenue par la permutation des lignes deG 4/p (voir Section 2.3) ;

(g, a1, .., apm—1) : base de l'espace vectoriel Fom sur Fy;

m—1
¥[X] : le m-uplet binaire (bg, b1, ..., by—1), tel que X = > bja;
i=0

¢ : décomposition en base 2 d’un entier;

F : corps de décomposition Fam de X2" 1 — 1 sur Fy;

A : Dalgebre Fo[{F, +}] (Section 4.3);

¢s : Vapplication Fa-linéaire de A sur F définie par la relation (4.6) ;
= : Pordre partiel défini par la relation (4.12);

c® ou (s) : classe cyclotomique de s, modulo b;

(5)%, i > 1 :1a classe (s) répétée i fois;

= : équivalence modulo;

« : racine de I'unité;
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Notations

Méb)(x) : polynéme minimal de a® sur Fy (voir déf. 5.1);

C" : le code cyclique de polynome générateur g; . .. g; (spécifique au Chapitre 5) ;
C%J : la somme |ulu + v| de C* et C7;

cili C'/C7 pour i < j; ensemble des représentants des translatés de C/ dans C;
C%* : la somme |uju + v| de C%7 et C%* pouri < j <k </{;

Gi, GI, G/ resp. G : les notations similaires pour leurs matrices génératrices ;
G(2,2) : matrice définie en Section 5.2.1;

G (20 20y : matrice définie en Section 5.2.1;

¢ pour i € [1, 271, la i-éme ligne de G(ga-1 a1y

ri: pour i € [1, 29], la i-éme ligne de G (20,20) ;

p.p.c.m. : plus petit commun multiple;

p-g.c.d. : plus grand commun diviseur ;

Co, Cy : sous-codes d'un code auto-dual C' (déf. 5.4) ;

S : ombre d’'un code;

B, : nombre de mots de poids ¢ dans 'ombre d’un code;

QDC : codes quadratiques doublement circulants ;

By(r, s,t) : notation du code QDC en Appendix C, construit comme en Section 6.2 ;
D : code duadique en général ;

C1, Cy et Dy, Do : paires des codes duadiques définis en Section 6.1

S1, S9, T1, Ts : ensembles de définition des codes duadiques;

e = n(mod 8) (en Section 6.1);

Wi,...,Ws, Wi, Wi, WL : polynoémes invariants définis en Section 6.3 ;

|, [ : partie entiére inférieure, resp. supérieure ;

(Z) : nombre de combinaisons de k éléments parmi n ;
Notations spécifiques au Chapitre 3

E(C) : encodeur du code C';

T : treillis d’un code;

Si, 1 <14 <n :espace de ’encodeur au temps i ;

50, 8¢ : sommet initial, resp. final, du treillis;

(ISol, IS1l,-- -, |Sn]) : profil de la complexité des espaces des états;
pi = logy |:S;| : dimension de S; ;

(po, P1y---, pn) : profil des dimensions des espaces des états ;

Pmax - Maximum des dimensions des états;
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TOGM : matrice adaptée a la structure du treillis (voir déf. 3.2);

gi : i-éme ligne d’une matrice G = (g; ;) ;

span(g), aspan(g) : étendue, resp. étendue active, de la ligneg (voir déf. 3.3);

a; : bit d’information ;

G?, G{, G? : sous-ensembles des lignes de G (voir déf. 3.4) ;

AP Alf , A% : sous-ensembles des bits d’information correspondant aux lignes deG?, G{ , G

C;, ;  sous-code de C qui contient tous les mots de C' de la forme
(0, O,..., 0, Ui4-1y Wit-2y -+ -5 Uyj, 0, 0,..., 0) N

Co,i, Ci,n = code préfixe, resp. suffixe de C' par rapport a l'instant 7 ;

pi, ;(C) : code linéaire de longueur j — i obtenu en enlevant les ¢ premiéres et les n — j derniéres
composantes de chaque mot de code de C';

C’Z-tfj : le code p; i (Ci, ) ;

ki,j : dimension de C}";;

L(s;, sj) : les chemins du treillis qui relient un sommet s; au niveau ¢ avec un sommet s; au
niveau j du treillis, 0 <i < j < n;

I;(g*) : défini par (3.16);

U = {ho, h1,..., hg} : bornes des sections dans un treillis /-sectionné ;

Pt max 01;1;‘2{@ pn;, dimension maximale dans un treillis -sectionné ;

h; : i-éme colonne de la matrice de controle H ;
H,L' . [hl, hg,..., hl],
/(s) : indice de 'état s (voir déf. 3.8).
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(Généralités sur les codes correcteurs

Dans ce chapitre nous présentons les notations et les objets que nous utiliserons tout au
long de ce document. Notre principale référence pour la théorie des codes est [41]. Pour des

compléments sur les corps finis, voir [68].

Définition 1.1 Un code linéaire C[n, k] de longueur n et de dimension k sur le corps de Galois
a q éléments Fy est un sous-espace linéaire de dimensionk dans Fy. Un vecteur de C' est appelé
mot de code. Toute matrice k x n dont les lignes sont k vecteurs de C linéairement indépendants

est une matrice génératrice, notée habituellement G.

Remarque 1.1 Désormais, les vecteurs seront indiqués par des lettresen gras, pour les distin-
guer de leurs coordonnées. La notation 0 (resp. 1) désigne un vecteur dont toutes les coordonnées
valent 0 (resp.1). De plus, il existe des matrices particuliéres :

— la matrice nulle, notée par 0 quand on déduit aisément du contexte qu’il s’agit d'une

matrice, et non pas d’une entrée nulle;

la matrice identité de rang k, notée Idy, dont les seules k entrées non-nulles valent 1 et
sont sur la diagonale principale;

— les matrices sous forme systématique (Idy, M) ;

la transposée d’une matrice G, notée par G°.

Définition 1.2 Un ensemble I C N de cardinal k est un ensemble d’information pour le code
C' si et seulement si il existe une matrice génératrice en forme systématique(Idy, Z); de C, o
Idy, est la matrice identité k x k. L’ensemble J = N\I est appelé ensemble de redondance.

Nous travaillons, sauf précision supplémentaire, avec des codes binaires et la distance sera la
distance de Hamming. Comme d’habitude, wt(c) désigne le poids de Hamming du vecteur ¢ =
(c1, ...y Cp), Cest-a-dire le nombre de coordonnées non-nulles dec.

Définition 1.3 La distance minimale de C est le plus petit poids des mots de C :
d =min{wt(a—b) : a,b e C, a# b} =min{wi(c) : ce€ C, c # 0}.
Le code C est dit (d — 1)-détecteur d’erreurs et |(d — 1)/2]-correcteur d’erreurs.
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Chapitre 1. Généralités sur les codes correcteurs

La distance minimale du code est ainsi un paramétre essentiel pour mesurerla performance du

code.

Définition 1.4 Le dual C* d’un code linéaire binaire Cln, k| est le code linéaire de longueurn

et dimension n — k, orthogonal de C pour le produit scalaire usuel

n

a-b= Zaibi (mod q).
i=1

La matrice génératrice du code C-, noté habituellement H, est appelée matrice de controle de C

car .
ccC<+=cH' =0. (1.1)

La distance minimale de C, appelée ici distance duale, sera notée d-.

Remarque 1.2 Pour la définition de la distance duale des codes nonlinéaires voir [70, Ch.5,
p.139].

Dans le chapitre 4, nous donnons des bornes supérieures pour la distance duale; elles seront

L

notées par dy; -

Remarque 1.3 Pour distinguer entre plusieurs codes, les paramétres du code seront indicés par
le code qu’ils caractérisent (exemple : k4, dg ou G¢).

Définition 1.5 Un code C est appelé auto-dual s’il est égal  son dual (i.e. C = C+). Un code
binaire auto-dual dont tous les poids sont divisibles pard est appelé doublement pair ou de Type
IT; autrement il est un code auto-dual de Type 1. Un code ternaire auto-dual est dit de Type 111
st tous ses poids sont multiples de 3.

Notons que la longueur d’un code de Type II est un multiple de huit.

Définition 1.6 Le polynoéme énumeérateur des poids du code linéaire C' est défini par

WC(:E,y) _ Z xn—wt(c)ywt(c) _ ZAM"_iyi,
ceC =1

ot A; désigne le nombre des mots de poidsi dans C. La suite :
Ag, Ay, ooy Ay oy A
est appelée distribution des poids du code C.

Dans beaucoup de cas, il s’avére qu’un autre ordre des coordonnées d’un code est plus adapté
que l'ordre initial. Nous sommes donc souvent amenés & travailler avec des permutations des
coordonnées d’un code.



Définition 1.7 Soit n > 2 et soit ™ une permutation dans le groupe symétrique den éléments

Sn, qui agit sur {1, 2, ..., n}; alors w(i) désigne 'image de i sous 'action de 7.
On appelle k-cycle de {1, 2, ..., n} toute permutation w telle qu’il existe k € {2, 3, ..., n}
et ay, ag, ..., ap € {1, ..., n}, deuz o deux distincts, tels que :
m(a1) = ag, m(az) = as, ..., w(ag) = a1, (12)
Vied{l,...,nt\{a1,...,ax}, =(i)=1. '
L’ensemble {a1, ag, ..., ar} est appelé le support de m, et on note
™ = (al, ag, ..., ak).

1 2 3 45

Exemple : La permutation o =
15 2 4 3

) est le 3-cycle (2, 5, 3) et la permutation

2 3 45
Notation : Si C est un code de longueur n, ¢ = (cy, ..., ¢) € C et m € Sy, nous notons

1 2 3 4 5
™= ( 1) est le 5-cycle (1, 2, 3, 4, 5).

m(c) =bsic =bru, i €{1,2,...,n}
Exemple : Si 7 = (1, 2, 3,4, 5) et ¢ =(1,0,1,0,0) alors 7(c) = (0,1,0,1,0).

Définition 1.8 Une transformation monomiale est une permutation qui agit surn coordonnées,
suivie (ou non) par la multiplication de certaines colonnes de la matrice génératrice par des
éléments non-nuls dans Fy. Deux codes sur Fy sont dits monomialement équivalents si on peut
passer de 'un a autre par une transformation monomiale.

Deux codes monomialement équivalents ont le méme polynéme énumérateur, mais deux codes
qui ont le méme polyndéme énumérateur ne sont pas forcément monomialement équivalents.
Un code qui a le méme polynéme énumérateur que son dual est appeléformellement auto-dual

(fsd). Si C est (monomialement) équivalent & son dual, alors C' est nommeé isodual.

Définition 1.9 L’ensemble de transformations monomiales qui envoie un codeC en lui-méme
forme le groupe du code, noté Gr(C).

Proposition 1.1 [84, Th.66, p.91] On a Gr(C) = Gr(C™).

Une classe trés importante de codes sont les codes cycliques : ils contiennent notamment les
codes BCH', qui sont largement utilisés. Nous présentons ici seulement le cas des codes cycliques
de longueur n sur Fy tels que p.g.c.d.(n,q) = 1, appelés aussi codes cycliques a racines simples.
Le cas des codes a racines multiples sera détaillé en Chapitre 5.

Définition 1.10 Soit o = (0, 1, ..., n— 1) la permutation appelée shift, c’est-a-dire :
o(i) = (i+ 1) (mod n).

Un code C[n, k] est appelé cyclique si pour tout ¢ = (co,...,Cn—2, cn—1) € C on a aussi o(c) =
(Cn—1,¢0y---,Cn_2) € C.

'Bose-Chaudhuri-Hocquenghem, introduits en [13], [14] et [43]



Chapitre 1. Généralités sur les codes correcteurs

Cela signifie que pour tout ¢ € C, tous les shifts de c sont dans C.
A tout mot de code (cg,c1,...,cn 1) € C on peut faire correspondre le polynéme de degré
auplusn —1:
clr)=co+cz+...+ Cn_1x™ L.

Par cette bijection, on identifie le code C' & un ensemble de polyndémes modulo ™ — 1.

Proposition 1.2 Notons R, = Fy[z]/(z" — 1) l'anneau commutatif des classes des polynomes
dans Fyx] modulo ™ — 1. Le code C est cyclique si est seulement si C est un idéal principal de
R,.

Définition 1.11 Le polynome unitaire de plus petit degré deC' est appelé le polynome générateur

n—k—1 4 l.nfk

de C. Si on note ce polynéme par g(x) = go + 1z + g22% + ... + gk 17 , alors

une matrice génératrice de C est de la forme :

g 91 92 .. ... Gpn—k-—-1 1 0 0 ce 0
0 90 g1 92 .. Gn—k—1 1 0 0
. ! , (1.3)
0 0 e 0 g0 g1 gz cee e On—k—1 1

La définition est correcte car ce polynéme est unique et engendre le code (voir [41, Ch. 1, Th.
5.2]). En particulier, g(z) est un diviseur de 2™ — 1, donc son calcul passe par la factorisation
de " — 1, ce qui n’est pas toujours un probléme facile. Pour éviter cela, on cherche d’autres
générateurs ; on rappelle ainsi la définition et les propriétés des idempotents générateurs, dans le
cas binaire.

Définition 1.12 Un générateur e(x) d’un idéal de R,, qui vérifie e*(x) = e(z) est appelé idem-

potent générateur.

Par la suite nous allons énumérer quelques propriétés [41, p.53-59] :

— un polyndéme binaire e(x) est un idempotent dans R, si et seulement si 'ensemble des
puissances des x correspondant a des coefficients non-nuls dans 'expression dee(z) est une
réunion de classes cyclotomiques ;

— a chaque code cyclique de longueurn sur F, tel que p.g.c.d.(n, ¢) = 1 correspond un unique
idempotent qui est en plus générateur ; la matrice qu’il forme avec sesk — 1 shifts est une
matrice génératrice de C';

— le polynéme générateur g(x) du code d’idempotent e(x) est obtenu par :
g(z) =p.gcd.(e(z),z" —1).

Définition 1.13 Soit C' un code cyclique de longueur n. Les racines du polyndme générateur
forment ’ensemble de définition, ou les zéros du code. Les nonzéros du code C' forment le com-
plémentaire de cet ensemble par rapport a{0,...,n — 1}.
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Ces deux ensembles sont des réunions de classes cyclotomiques, sans multiplicités si la longueur
du code et la caractéristique du corps sont premiéres entre elles, i.e. si le code est a racines
simples.

Nous analysons par la suite Gr(C), quand C est un code cyclique de longueur n sur Fy, avec
p.g.c.d(n,q) = 1. Par définition, le shift o appartient a ce groupe. Une autre permutation qui

appartient & Gr(C) est définie par
7:4 — qi(modn), i€{0,1,...,n—1}

(voir [84, p.89-90]). Ainsi le groupe engendreé paro et T est un sous-groupe de Gr(C). En général,
il est difficile d’en dire plus sur le groupe entier, sauf pour certaines classes particuliéres de codes,
comme on le verra par la suite.

Dans cette thése, nous devons souvent énumeérer des codes cycliques. Cela sera faita équiva-
lence preés, car deux codes équivalents ont les mémes propriétés de correction et des paramétres
identiques : méme polynéme énumérateur (donc méme capacité de correction, via la distance
minimale) ; si 'un est décodable, lautre 'est aussi etc. Tout d’abord, nous allons rappeler la

définition suivante.

Définition 1.14 Soit a un entier plus petit quen tel que p.g.c.d.(a, n) = 1. Alors la permutation
lg 2 @ — ai(modn), i€{0,1,...,n—1},
est appelée multiplicateur.

Un multiplicateur transforme un code cyclique en un code cyclique équivalent, ou il laisse le code
inchangé si a est une puissance de ¢ modulo n (voir [84, Th.65, p.90]). Si maintenant nous voulons
savoir sous quelles conditions deux codes cycliques sont équivalents seulement par multiplicateur,
nous faisons référence aux résultats de Pélfy généralisés par Huffmanet al. en [47]. Une partie
des résultats s’applique & n’importe quelle classe d’objets cycliques et peut s’étendre via des
multiplicateurs généralisés. Pour la suite de notre étude, le théoréme suivant sera suffisant.

Théoréme 1.1 [47, Th 1.1] Soient C et C' deuz codes cycliques de longueur n sur un corps
fini. Supposons que n vérifie une des conditions suivantes :
- p.g.c.d.(n,o(n)) =1 (p étant la fonction d’Euler) ou n =4,
- n est de la forme n = pr, avec p > r deur nombres premiers, et de plus le p-sous-groupe
de Sylow du groupe d’automorphisme de C' est d’ordre p.
Alors C et C' sont équivalents par permutation si et seulement siC et C' sont équivalents par

multiplicateur.

Définition 1.15 Soit C' un code binaire de longueur 2™. Alors les coordonnées peuvent étre
indicées par les éléments X € Fom. Le code est appelé affine-invariant s’il est invariant par les
permutations X — aX + 3, ot a, B € Fom et a # 0.

Remarque 1.4 Les codes BCH primitifs étendus et leurs duaux, les codes de Reed-Solomon
étendus, les codes de Reed-Muller sont des codes affine-invariants (|70, 8.5 et 13.9], [80, 8.11]).

5



Chapitre 1. Généralités sur les codes correcteurs

Nous allons maintenant définir les principales classes de codes que nous étudierons dans cette
these.

Définition 1.16 Soit 6 un entier tel que 2 < 0 < n. Un code BCH binaire au sens strict de
longueur n et de distance construite d est le code cyclique de dimension mazimale tel que

{ab 1 1<i<é—-1}

est un sous-ensemble des zéros du code, ot o est un élément primitif de Fom et m le plus petit
entier tel que n divise 2™ — 1. Les codes BCH(2™ — 1,4) sont appelés codes BCH primitifs.

Une autre classe importante de codes cycliques est celle des codes résidus quadratiques.

Définition 1.17 Considérons le corps Fp, avec p premier impair. Soit Q le sous-groupe des
résidus quadratiques dans le groupe multiplicatif de F, et N [’ensemble des non-résidus quadra-
tiques

Q={a : 3 v, tel quea = 2*(modp)}, N = FAQ.

Les codes résidus quadratiques sont construits en utilisant ces ensembles; nous voulons en plus
qu’on puisse passer de () & N via une permutation des coordonnées :

lg 2 @ — ai(modn), i€{0,1,...,n—1}et p.gc.d.(a, n)=1.

Définition 1.18 Nous supposons que 2 € Q, donc p = +1(mod 8). Awvec les notations

ei(x) = Zml et es(x) = Z:ci,
i€Q iEN
un code est appelé code résidu quadratique de longueur p (noté par QR ou QR,) s’il a pour
idempotent e1(x), ea(x), 1 + e1(x) ou 1+ ea(x).

Par conséquent, il existe quatre codes QR de paramétres[p, (p + 1)/2], resp. [p, (p — 1)/2], qui
sont liés par des relations bien définies selon que—1 € @ (donc p = 1(mod 8)) ou —1 € N (donc
p = —1(mod 8)) (voir [82, Th.69, resp. Th.70]).

Les codes QR peuvent étre étendus de facon classique en rajoutant un bit de contréle de
parité. On utilisera pour eux les notations classiques XQR ou XQ, et la nouvelle coordonnée sera
indicée par oo.

Proposition 1.3 Les codes XQR sont auto-duauz de Type II sip = —1 (mod 8) et ne sont pas

auto-duauz sip = 1(mod 8).

Définition 1.19 Pour tout nombre premierp, on définit PSLa(p) le groupe de permutations sur

Uensemble {00, 0, ..., p— 1}, engendré par les permutations suivantes (i € F) :
o : i— i+ 1(modp),o0 — oo,
fo : 1 — ai(modp), poura € @, 00 — 00,
. 1 .
p = ——"",1#0,0— 00, 00— 0.
i (mod p)



L’ordre de PSLa(p) est (p — 1)p(p+ 1)/2 (voir [70, p.491]).

Proposition 1.4 (Gleason & Prange (41, Th.12.4, p.118]) PSLa(p) est contenu dans le groupe

d’automorphisme d’un code XQR surlF,.
Preuve. Voir [8] pour une démonstration dans le cas binaire. o

Plus de résultats, ainsi qu’une généralisation de ces codes, seront présentés en Chapitre 6.
Pour définir les codes de Reed-Muller, nous rappelons d’abord la définition du produit boo-

léen.

Définition 1.20 Soit a = (a1, ag, ..., ap) et b = (b1, by, ..., by) deuzr n-uplets. Le produit
booléen de a et b est défini par

ab:<a1-b1,a2‘bg, ...,an-bn),
ot “’ estle ‘et’ logique, i.e. a; - b; =1 si et seulement st a; =1 et b; = 1.

La définition suivante est équivalente & celle, usuelle, qui utilise les fonctions booléennes; les
vecteurs v; sont les lignes d’une matrice dont les colonnes sont formées par les éléments deFom,
écrits par ordre croissant en tant que m-uplets binaires. On ajoute tous les produits d’ordre < r
de ces vecteurs et le mot 1 pour obtenir une base du code.

Définition 1.21 Pour tout 1 < i < m, soit v; le 2™ -uplet binaire :

vi=(0,...,0,1,...,1,0,...,0,...,1,...,1)
— Y — ~——
9i—1 9i—1 9i—1 9i—1

obtenu en alternant 2T uplets de longueur 2=1 formés uniquement par des 0 ou par des 1.
Soit 1 le 2™ -uplet (1, 1,...,1). Le code de Reed-Muller de longueurn = 2™ et d’ordre r, noté

par RM (r,m), est engendré par l’ensemble suivant :

G(rym) = {1,vy, Vo, ..., Vip, VIV, VIV3, ..., Vi 1Vpy, ...

... Jusqu’a tous les produits de degré r}. (1.4)

On peut montrer que les vecteurs de G(r, m) sont linéairement indépendants. En considérant ces
vecteurs comme lignes d’'une matrice, on déduit queG(r,m) est une matrice génératrice du code
RM (r,m). Utilisant la définition précédente, on obtient le résultat suivant.

Proposition 1.5 1. Le code de Reed-Muller de longueurn = 2™ et d’ordre v est de dimen-

k””_1+<T>+<?>+'“+<T>’ (1.5)

et de distance minimale d, ,, = 27",

2. Le dual du code RM (r,m) est le code RM(m — r — 1,m). Par conséquent, un code de
Reed-Muller est auto-dual si et seulement sim est impair et r = (m —1)/2.

sion :



Chapitre 1. Généralités sur les codes correcteurs

Exemple : Pour r =1 et m = 3, la matrice génératrice du code de Reed-Muller construite via
la définition précédente est :

G(1,3) = (1.6)

O = O =
_ o O =

1
0
1
1

—_ = =

1 1 1
1 1 1
0 1 0
0 0 1

o O O =

Le code RM(1,3) est donc de parametres [8,4, 4] (en fait il est équivalent au code de Hamming
étendu [8,4,4]); il est de plus auto-dual.

Comme on le verra au Chapitre 4, la construction donnée par la définition 1.21 correspond a
un ordre des coordonnées appelé ordre standard des bits; on peut aussi I’obtenir en employant des
fonctions booléennes (voir [85, Ch. 1.13]). Elle est identique a la construction|uju + v| itérative
de ces codes, est adaptée a la décomposition du code (Section 2.2), a la construction des treillis
de complexité minimale (voir Section 3.4.4) et, par conséquent, au calcul des mots de petits poids
dans un code (exemple : Section 4.2).

Une autre construction des codes de Reed-Muller, cette fois en ordre cyclique des bits, est
indiquée dans |70, p. 383| et sera utilisée en Section 4.4.



Décompositions de la matrice
génératrice

Dans ce chapitre nous présentons les décompositions qui concernent les matrices génératrices
des codes, et tout particuliérement, les classes des codes EBCH et des codes auto-duaux. L’étude
est centrée sur les constructions carrée et carrée modifiée.

Notre but est d’utiliser ces décompositions pour le calcul des distances minimales et des
polynémes énumérateurs des poids. Ainsi nous voulons ramener 1’étude des codes de grande
longueur a I’étude des codes de longueur beaucoup plus petite, en itérant certaines constructions,

comme dans la Section 2.2 pour les codes de Reed-Muller.

2.1 Constructions de nouveaux codes

Etant donné un code linéaire binaire C, le code étendu EC est obtenu en rajoutant un bit de

contréle de parité :

n
c=(c1,co,...,cp) €EC=ec=(c1, Cay...,Cn Co0) € EC 00 oo = Zci.
i=1
L’opération inverse, qui consiste & enlever une coordonnée, produitle code poingonné. Plus gé-
néralement, étant donné un ensemble T" C [1, n], on obtient les codes suivants :
— le code poingonné (punctured code) par rapport a7, noté CT : le code de longueur n — |T)|
obtenu en supprimant les coordonnées indicées par les éléments deT'.
— le code raccourci (shortened code) par rapport a7, noté Cp : le code de longueur n — |T'|
obtenu en utilisant ’ensemble des mots de C nuls sur T, et en supprimant les coordonnées
dans 7.

Exemple : Considérons le code binaire C[6, 3, 2] de matrice génératrice :

01 11
G= 011 1],
1 111

S O =
o = O
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et choisissons 7' = {4, 5}. Evidemment, la matrice génératrice du code CT est :

GT =

o O =
O = O
= o O

1
1
1

Pour déterminer Cr, nous devons isoler les mots du code C' dont la 4-iéme et la 5-iéme co-
ordonnées sont nulles. On exclut aisément les lignes de G' et la somme de ces trois lignes. Il
reste I’ensemble {(000000), (110000), (101000), (011000)}. En supprimant les coordonnées dans

T, nous obtenons le code engendré par :

G:
r 0110

1010]

Définition 2.1 On définit la somme de deux codes de longueurn, C et D, comme étant le code
de longueur n
C+D={u+v: uedC et veD}.

Définition 2.2 Considérons un code Cln, kc| et un sous-code Din, kp] de C. On appelle code
complément tout code linéaire C/D [n,kc — kp| tel que C =D+ C/D et C/D N D = {0}.

Exemple : Soit C' le code de Hamming étendu [8, 4, 4] de matrice génératrice

Ge =

O = O =
S = = O
_ o O =

01
10
01
11

o O O =
o O = O
)

et un sous-code de C, noté D, de matrice génératrice

Gr —
b 011007110

01010101]

Comme D est engendré aussi par les lignes 2 et 3 de G, on peut construire une matrice géné-
ratrice du code C'/D en utilisant les lignes 1 et 4 de G¢ :

oo _frororoo
Pl 000111 1]

Notation : Si toutes les lignes d'une matrice G2 sont des lignes d'une autre matrice G1, on note
Gy C Gy

Exemple : Dans I'exemple précédent, Go O G¢/p mais on n’a pas Go D Gp.

Notation : Si C' est un code de matrice génératrice G¢ et D un sous-code de C', nous considérons
Gp le sous-ensemble de kp lignes dans G¢ qui engendrent D. Notons par Go\Gp ou GC/D
I’ensemble des ko — kp lignes dans G¢ qui n’appartiennent pas & Gp.

10



2.1. Constructions de nouveauzr codes

Remarque 2.1 Dans la définition du code complément, le code C' pouvant étre partitionné en
2kc=kp trapslatés disjoints de D, la notation [C'/D] désignera par la suite un ensemble complet
des représentants des translatés de cette partition. En fait, les 2°¢=*» mots engendrés par

Gc\Gp peuvent étre utilisés en tant que [C/D].

Définition 2.3 Deux matrices seront considérées égales (resp. équivalentes) si elles engendrent

le méme code (resp. un code équivalent).

Définition 2.4 Pour deuz codes arbitraires C et D de longueur n nous définissons :

— Lo somme directe de C' et D, soit le code de longueur 2n
Co®D={(u,v): ueC et veD}

— La construction (somme) [ulu+v| de C et D, notée S(C, D), produit le code de longueur
2n
S(C,D)={(u,u+v): ueC et ve D}

— La construction carrée (SC) de premier niveau (1-level squaring construction) produit le

code de longueur 2n
|C/DP> = {(u+x,v+x): u,veD et xecC/D},
ot D est un sous-code de C et C/D est défini par la Définition 2.2.

Remarque 2.2 Par un raisonnement simple nous obtenons que, si D est un sous-code de C, la
somme |uju+v| de C et D est identique & la construction carrée de ces codes. Il suffit de noter

que C =D + C/D et de passer des codes aux matrices génératrices :

G G G 0
Go Go . D . D B D .
0 Gp c/p Ge/p | = 0 D
0 Gp Go/p Geyp

Définition 2.5 Le produit de Kronecker C ® D de deux codes C' et D (pas forcément de méme
longueur) est le code de matrice généralrice Go @ Gp, obtenu en remplacant chaque entrée
9i,; dans Go par la matrice g;, ;Gp, ot Gc et Gp sont les matrices génératrices de C et D,

respectivement.

Exemple : Soit le code C[4,2,1] de matrice génératrice

G:
““lo11 1

1000]

et soit le code DI3,2,2] de matrice génératrice

10 1
Gp = .
D[o11]

11



Chapitre 2. Décompositions de la malrice génératrice

La matrice génératrice du code C' ® D est

10100O0O0O0O0O0OO0OO

Gowp = Gp 0 0 0 _ 01 1000O0O0O0O0OGO0TO
0 Gp Gp Gp 000101101101

0 00011O011O011

2.2 Construction carrée itérative et codes de Reed-Muller

Nous présenterons dans cette section une méthode de construction de longs codes en partant
d’une séquence de codes de petite longueur. Les codes ainsi obtenus présentent entre autres
Pavantage d’avoir un treillis simple (voir les paragraphes 3.4.4, 3.4.5 et la Section 3.5) et peuvent
étre décodés par une technique multi-étages. Pour plus de détails voir [64, Ch. 8|.

Pour obtenir une construction carrée itérative de niveau m, nous avons besoin d’un code
Coln, ko, dp] et d'une séquence de sous-codes de Cy comme suit :

CoDC1D...DC, (2.1)

ou C; est un code [n, k;, d;], 1 < i < m. Sans perdre en généralité, nous pouvons supposer qu’entre
les matrices génératrices de ces codes, il existe une relation analogue a (2.1), c’est-a-dire

GoDG1D...DGn. (2.2)
En construisant la chaine des partitions
Cy/C1, Cy/C1/Coy...,Cy/C1/Cof ... [Cp (2.3)
on considére, comme en Remarque 2.1, la matrice génératrice deC;/Cj11 comme étant

Giji+1) = Gi\Giy1.

La matrice génératrice de la construction carrée depremier niveau |Cy/C1|? est donnée par

G 0
0 G1 :Id2®G1+(1,1)®G0/1.
Gonn Gon

Passons maintenant de la construction de premier niveau & celle du deuxiéme niveau. En
premiére étape nous construisons les codes U := |Cy/C1|? et V := |C1/Cs|? via la construction
carrée de premier niveau. Par (2.1) on aV C U et on peut construire

|Co/C1/Col* = |U/VP={(a+x,b+x): abeVetxe[U/V]}
= {(a+x,b+x): a,b€|C1/C'2]2 etXE[’00/01‘2/‘01/02‘2]}. (2.4)

12



2.2. Construction carrée itérative et codes de Reed-Muller

Nous allons montrer comment déduire une matrice génératrice pour cette construction. Préala-
blement, il faudra calculer Gy = Gy \Gy comme suit :

Go 0 Go 0
G, 0 Gip O 0 Gy Gy
Gu = 0 G1 | = 0 Gy | =| Gipp Gipp | = 0 Gz |
Gon Gon 0 Gy 0 Gy Gonn Gon
| Gopr Gonn | | Gon Gop |

d’oil la matrice génératrice de |Co/C1/Cal*

[ G, 0o 0o o ] [ G o 0o 0 ]
0 Gy 0 0 0 G 0 0
G o Gipp Gip 0 0 0 0 Gy 0
0 Gy _ 0 0 Go 0 _ 0 0 0 Gy  (25)
G Gy 0 0 0 G Gon Goyi Goj1 Gon
0 0  Gip Gip Gio Gz Gipp Gip
0 Gl/g 0 G1/2 0 0 Gl/g Gl/g
| Gopn Gopn Gopr Gopr | | 0 Gip 0 Gy |

Rappellant que G(r,m) désigne la matrice génératrice du code RM (r,m), nous obtenons pour
la matrice génératrice de |Co/C1/Cs|* 1a formule

11 11
Id4®G2+(1111)®G0/1+ 00 1 1 ®G1/2
01 01

= Idy® Gy+ G(0,2) ® Gy +G

—~
\.H
\)
~—
X
D
—_
~
[\

(2.6)

Remarque 2.3 La construction carrée étant un cas particulier de construction|ulu+ v| (Rem.
2.2), la distance minimale du code |Co/C1|? est min{2dp, d1}. De facon analogue, la distance
minimale de |Co/C1/Ca|* est min{4dy, 2d1,d>}.

De fagon analogue on peut construire un code en forme carrée deniveau m en utilisant une
séquence de codes de type (2.1) (voir [64, Ch. 8]). Nous allons illustrer cela par la construction
des codes de Reed-Muller en utilisant des codes RM de longueur plus petite.

Soit i tel que 0 < i < r et soit la séquence de sous-codes de RM (r,m) :
RM(r,m) D RM(r—1,m) > ... > RM(r —i,m). (2.7)
Nous rappelons que le code RM (r,m) peut étre obtenu par la construction |ulu + v| des codes

RM(r,m—1) et RM(r—1,m—1) et, sachant que RM (r—1,m—1) C RM (r,m—1), on retrouve

une construction carrée en utilisant la Remarque 2.2. Avecla notation :
A(r/(r—=1),m—1)=G(r,m —1)\G(r —1,m — 1),

13



Chapitre 2. Décompositions de la malrice génératrice

on obtient
B [ G(r,m—-1) G(r,m—1)
Glrm) - = 0 Glr—1,m—1)
[ A(r/(r=1),m—1) A(r/(r—1),m —1)
= G(r—1,m—1) 0 . (2.8)
i 0 G(r—1,m-1)

On a donc RM(r,m) = |RM(r,m — 1)/RM(r — 1,m — 1)|?; les relations analogues pour
RM(r,m —1) et RM(r —1,m — 1) donnent

RM(r,m) = |RM(r,m—2)/RM(r—1,m—2)/RM(r—2,m—2)|*=...
\RM (r,m —i)/RM(r — 1,m — 1)/ ... JRM(r —i,m — i)|%". (2.9)

Pour la matrice génératrice on a la formule suivante :

G(rom) =Idy @ G(r—i,m—i)+ Y GG @A((r—j)/(r—j—1),m—i). (2.10)
0<j<i
Un code est dit --décomposable s’il peut étre exprimé par une construction carrée det-éme
niveau, a partir d’une chaine de sous-codes du type (2.1). La relation (2.9) implique que les codes
RM (r,m) sont i-décomposables, pour 1 < i <.
Dans le chapitre 5 nous donnerons une construction itérative des codes cycliques auto-duaux
et, en application, quelques méthodes de calcul des polyndmes des poids.

2.3 Construction carrée modifiée

Dans cette section nous présentons la construction carrée modifiée, introduite par Forney en
[32] et qui s’avére trés utile pour le calcul des mots de petits poids (voir Chapitre 4). La référence
principale est l'article de Berger & Be’ery [6].

Définition 2.6 Soit C' un code de longueur n = 2t et de dimension k. Soit Fy = [1,t] et
Fy = [t+ 1, n] une partition du support [1, 2t] du code C. Supposons que C' satisfait :

— les codes poingonnés par rapport o Fy et o Fy sont égauz (notons ce code A);

— les codes raccourcis par rapport 6 Fy et a Fy sont égauz (notons ce code B).
Le code C' est dit en forme linéaire carrée modifiée — ou code LTSC — (linear twisted squaring
constructed). Il sera noté C = ||A/BJJ?.

Nous dirons par la suite qu'un code est LTSC g’il satisfait les propriétés décrites par la défini-
tion précédente. Ces propriétés étant dépendantes de 1’ordre choisi pour les colonnes, tout code
équivalent a un code LTSC est dit mis sous la forme LTSC (par une permutation des colonnes
du code).

Remarque 2.4 La définition précédente implique que A et B sont deux codes de longueur ¢
tels que B est un sous-code de A et ka + kp = k, ou k4 et kp désignent les dimensions de A,
resp. B.

14



2.8. Construction carrée modifice

Essayons de donner une écriture pour la matrice génératrice d’'un code LTSC. La deuxiéme
condition dans la définition du code LTSC implique que la somme directe B & B est un sous-
code de C. Fixons

Gg O
0 GB

pour matrice génératrice de la somme directe. Maintenant notons par(Ggy, Gg) la matrice géné-
ratrice du code complément de C' par rapport & la somme directe. Via la premiére condition en

définition 2.6, il en résulte que les matrices

Gy Gy
Gp | et 0
0 Gp

engendrent le code A.

Remarque 2.5 On souligne que les matrices Gy et G4 engendrent le méme code, plus préci-
sément un systéme de représentants des translatés de B dans A, noté [A/B]. Le passage d’une

matrice a lautre se fait via des opérations sur les lignes, ce qui justifie lanotation

Gy =Ga/p, Ga=Gyyp-

On trouve ainsi une matrice génératrice de C de la forme :

Ga/p Ga/m
Gz 0 |. (2.11)
0 Gp

Conséquences :

1. Via les notations en Chapitre 1, on a

|A/B|? = (A/B,A/B) + (B® B),

ou (A/B, A/B) désigne le code qui a pour matrice génératrice (G 4/p,G4/p)- La relation
entre les dimensions de ces codes est donc :

k::k(A/va)+2k‘B. (2.12)

2. Tout mot de code de C = ||A/B||? est de la forme :
(by +d,by+d'), d,d €[A/B], by, bye B.
Si d = d’ pour tous les mots, on retrouve la construction carrée de premier niveau
|A/B)> ={(b; +d,by+d): de€[A/B], by, byc B},
qui est identique a la construction |uju + v| (voir les Remarques 2.4 et 2.2).

15
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Exemple : Considérons le code RM(1, 5) de longueur 32 et dimension 6 engendré par la matrice :

o O O O O+
[=elNelNel -]
oo o~ oo
C o O R R~
o O O OO
O O = O K =
O O = = O R
O O = = =EO
O = O O O O
O, OO0 R M
O = O = O =
O R O = = O
O = = O O
O = = O = O
O == =O O
O = = =
_ O O O O O
—= O O O = =
_ o O K O -
—= O O - = O
— O = O O =
= O = O = O
— O = = O O
= O = =
= -0 O O =
= = 0O O = O
= = O = O O
= = O = ==
[ e ==}
=== O =
== = = O
e e =)

Le mot 1 de longueur 32 peut étre retrouvé en faisant la somme des lignes de cette matrice géné-
ratrice. On déduit B[16, 1, 16], qui ne contient que le mot 1 de longueur 16. Le code A[16, 5, §]
a pour matrice génératrice :

100 101 100110100 1

00101 010 101010 10 1

000 110011001100 1 1

00001 11 100001 1 1 1

000000O0OGO0DOTI1 1 1 1 1 1 1 1
Enfin, la matrice génératrice (G4/p, Ga/p) est :
0101010101010 7101] 0101010101010 10
00110071 100711007171/ 0071100110071 1001
00007111 10000T1T1T1T1]0000T1T1T1T1TSO0U000 1 1 1
00000O0OOO®OT1T1T1 11111 ] 0000O0UO0GO0ODGO0OTI1TI1T111 11

Dans ce cas, on trouve G4 /B = Gy /B donc une construction carrée.

Le théoréme suivant sera trés important par la suite. En fonction des paramétres qu’on voudra
caractériser, ce résultat nous permettra de travailler sur un code ou sur son dual (voir Chapitre
4).

Théoréme 2.1 [6] Le dual de tout code LTSC est un code LTSC. Plus précisément, siC =
|A/B|? alors C+ = ||B+/AL|2.

Preuve. Pour le code C, considérons les codes raccourcis par rapport a Fy, resp. Fy. Notons
ces codes W et Z et leurs matrices génératrices Gy, resp. Gz. Le code de matrice génératrice

Gw O
0 Gz

est alors un sous-code de C. Par conséquent, nous pouvons considérer le code complément de
ce sous-code par rapport au code Ct, et nous noterons (Gx, Gy) sa matrice génératrice. La
matrice génératrice de C peut alors s’écrire sous la forme

Gx Gy
Gw 0
0 Gz

Via la définition du code dual nous obtenons Go1 G = 0 donc

G G
xoy Gyp G 0 |
Gw 0 t . =0,

16
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2.8. Construction carrée modifice

ot la matrice de C' est donnée par (2.11). Par conséquent on a les relations suivantes :

Gx Gy +GyGayp =0
GxGl = Gy Gl = 0
GthA/B; =GwGY% =0
GzGars = GzGly =0,

La derniére relation implique GzG% = 0 et donc Z C A+, Supposons qu’il existe un mot
v € AH\Z , alors (0,v) € C* donc v € Z, contradiction. Par conséquent Z = A+ et de méme
pour W.

Par ailleurs X + W C B, et en raison de dimensions égales,

kx +kw = kcl—kZ:(n—k(;)—kzz[n—(kA—i—kB)]—(n/Q—kA)
= n/2—kp=kgi,

on a l'égalité des codes. Le méme raisonnement impliqueY + Z = B, d’oti la conclusion. o

Exemple : Soit C' le code de Reed-Muller de paramétres r = 4, m = 9. Sa matrice génératrice
se décompose ainsi :

A(4/3,8) A(4/3,8)
G(4,9) = | G(@3,8) 0
0 G(3,8)

Les codes A et B dans la construction LTSC (ici SC) sont RM (4, 8), resp. RM(3,8). Les codes
Bt et At correspondant 4 la décomposition du code dual sont RM(3,8)t = RM(4,8) et
RM (4,8)+ = RM(3,8), donc le code RM (4,9) et son dual ont la méme décomposition LTSC.

Cela était prévisible car pour tout r = (m — 1)/2, le code RM (r,m) est auto-dual (voir Prop.
1.5)

La structure des codes LTSC les relie & d’autres classes de codes. Parmi elles, on s’intéresse

aux codes symétriques et réversibles.

Définition 2.7 Soit C' un code de longueur paire n = 2t. Tout mot de code c est une paire
(c1,c2), ot ¢y est formé par lest premiers symboles de c et ca par les t derniers symboles de c.
Le code C' est appelé symétrique si :

(c1,c2) € C <= (cg,c1) € C.

Théoréme 2.2 [6]/ Un code linéaire symétriqgue C est un cas particulier de code LTSC. Précisé-
ment, C = ||A/B||?, avec Gap=EGy B, ot E? est égale o la matrice identité.

Preuwve. Soit C' un code symétrique. En considérant les codes poingonnés, la définition précédente
implique alors Cf0 = C™. De plus, si (c1, 0) € C, alors (0, c;) € C et, par conséquent,
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Chapitre 2. Décompositions de la malrice génératrice

Cr, = CF,. Le code C est donc un code LTSC, et une matrice génératrice de ce code est donnée
par(2.11). Le code étant symeétrique, la matrice

Ga/p Ga/p
0 Gp
Gp 0

est aussi une matrice pour ce code. Le passage entre les deux matrices se fait par multiplication
avec une matrice inversible et, particuliérement ici, on peut considérer cette matrice de la forme

E 0
0 Id

ot Id est la matrice identité et E est une matrice inversible de k4 — kp lignes. On obtient donc :

£ 0 Gap Gasp Ga/p Gasp
0 Id GB 0 = GB 0 5
GB 0 GB
et finalement G 4,p = EEA\//B = EQGA/B, d’ou la conclusion. o
Définition 2.8 A chaque mot de code ¢ = (c1,...,Cn—1,Cpn) ON associe son inverse :
c= (CnyCn—1y---,C1).

Un code C' est dit réversible si pour tout ¢ € C le mot c est dans C.

Remarque 2.6 Dans la définition du code symétrique (ou réversible) il suffit de considérer pour
c seulement les éléments d'une base du code. Ces générateurs vérifient ces propriétés par I'ap-
partenance au code. Par ailleurs, ces propriétés sont invariantes par des combinaisons linéaires.

Exemple : Considérons le code RM(1,5) engendré par la matrice G :

o O O O O =
O O O O+~ O
oo o~ oo
OO0 O R K~
o O = O O O
O O = O = =
OO~ = O
O O = = O
O = O O O O
O OO R —
O = O = O =
O = O = = O
O = = O O
O = = O = O
O R H = oo
O R e
= O O O O O
= o O O = =
_ O O O -
_H OO R~ O
—_— O = O O =
— o= O~ O
_= O = = OO
= O = = ==
= = O O O =
[ e = =}
== O = O O
=N i
=== 0 O O
=== O
== = O
e =)

Nous voulons montrer que ce code est symétrique et réversible. Pour cela nous travaillons sur la
base donnée par les lignes de la matrice génératrice. A partir d’'un motc = (c1, c2) on construit
(ce, €1), ce qui revient & interchanger les colonnesi et n/2 + i, n = 32, de la matrice G, pour

tout 7 € {1, 2, ...,n/2}. Cette opération donne la matrice Ggym suivante :
01101007110071071T10T1®000T71®O0T1T1O0U0T1T10710 01
010101071071 010710T1010T10T1O0710T10T1SQ0T1°01
0011007171001 100T71T1SP0O0T1T1QO0O0T1TI1SU0UO0T1T1O00 1 1
00007111 1000°0T1T1T1TI1SP0O0O0O0T1TI1T1ITTI1TU0UO000O0 11 11
0o0000O0O®OGOTI1T1T1T1T1T11100000O0O0GO0T1ITI1T1T1T1T11:1
1 1111111111111 1100000O0O0UO0O0GO0O0O0UO0O0 0 0
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2.4. Constructions spécifiques aux codes auto-duaux

et il suffit de vérifier qu’elle engendre le méme code (I'ordre des coordonnées étant fixé). Par la
suite, Gsym,i (resp. G;) désigne la i-iéme ligne de la matrice Geym (resp. G). Sachant que le mot
1 appartient aux deux codes, on note que Ggym,; = 1 + G; pour i € {1, 6} et Gsym; = G; pour

i € {2, 3,4, 5}. Notre code est donc symétrique.
Maintenant pour vérifier que le code est réversible, il suffit d’interchanger les colonnesi et

n+ 1 —i de la matrice G, pour tout i € {1, 2, ...,n/2}. On obtient ainsi la matrice Gyey :
01 1010011007101 10710071U0T1T1Q0UO071T1SQ0T100 1
1010101071071 071°®0T1Q071Q0T1O0T1O07101O0710T1Q0T120
1 100110071T1W0®O0T1T1SP0O071T10071T1®O0TU0T71T1QO0UO0T1T1TQ00
1 111000@0T1T1T1T1SQW0OSO0O0OO0OT1T1T1T1Q0UO0UO0GUO0TI1T1T1T1TU0TO0TO00
1111 1111000WO0UO0OUO0GOOTI1T1T1T1T1TT1T1T1S0UO0UO0TU0TU0TO0TO00
1111 11111111111 10000O0UO0UO0U0UO0UO0UO0TO0TU0UO00O00

qui engendre le méme code, car Greyi = 1 + G; pour tout i € {1, ...,6}.

Proposition 2.1 [6] Tout code réversible C' de longueur paire est équivalent & un code LTSC
symétrique et sa matrice génératrice Go est de la forme :

Ga/p Ga/p
Gp 0 J
0 Gg

avec G4 p et Gp obtenues en inversant l'ordre des colonnes dansGy/p et Gp.

Preuve. Soit C’ le code obtenu par l'inversion de l'ordre des n/2 premiéres coordonnées de
C'; donc C est équivalent & C’. Montrons maintenant que C’ est un code LTSC. Considérons
(c1, c2) € C’, donc (¢, c3) € C. Mais C est réversible, donc (cg, ¢1) € C et finalement
(ca, €1) € C'. Le code C” est par conséquent symétrique, donc LTSC (voir Théoréme 2.2) et sa
matrice génératrice est de la forme (2.11). o

Remarque 2.7 Chaque code réversible de longueur paire devient symétrique si on inverse ’ordre

d’une moitié de ses coordonnées et réciproquement (voir la preuve précédente).

Définition 2.9 Un code C = ||A/B||? est un code LTSC récursif s’il est LTSC, les codes A et B
sont LTSC, les codes composants de A et B sont LTSC et ainsi de suite. Le degré de récursivité
est le nombre de pas dans cette décomposition.

Comme nous allons voir en Théoréme 4.1, tous les codes affines-invariants (de longueur2™)
peuvent étre mis sous forme LTSC (dum-iéme degré de décomposition).
2.4 Constructions spécifiques aux codes auto-duaux

Dans cette section nous présentons quelques constructions qui concernent de classes de codes
auxquelles nous nous sommes intéressés. Comme on le verra par la suite, ces constructions n’ont
pas été effectivement utilisées pour le calcul des polynémes des poids, mais elles sont trés utiles
pour la construction des treillis tail-biting [30] et pour les algorithmes de décodage [31].
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Définition 2.10 Une matrice de la forme :

g0 g1 --- Ge—2 Gi—1
ge—1 90 --- Ge—-3 Gr—2

e (2.13)
g1 g2 ... Ge—1 9o

est appelée matrice circulante. Si chaque élément g;, 0 < i < — 1, est une matrice, alors G est
appelée matrice bloc-circulante.

La construction des matrices bloc-circulantes est liée & I’'ordre des permutations.

Définition 2.11 Soit m une permutation d’un code C. L’ordre de 7 est le plus petit entier { > 1

l

tel que ™ =1, ot ¢ est la permutation identité.

Evidemment, on ne peut pas mettre tous les codes C[n, k, d] sous forme bloc-circulante. L’entier
¢ dans (2.13) doit vérifier
Ok, et £|n.

Supposons qu'un code contient une permutation d’ordre3 (c’est le cas de tous les codes résidus-
quadratiques et de certains codes BCH). La matrice génératrice bloc-circulante est de la forme

A B 0
G=|0 4 B (2.14)
B 0 A

avec A et B deux matrices k/3 x n/3 et 0 la matrice nulle k/3 x n/3. Les paramétres de cette
décomposition pour les codes XQR de longueur n € {18, 24, 42, 48, 72} sont donnés en [29].
De plus, la matrice génératrice du code BCH(35,15,8) peut étre mise en forme presque bloc-
circulante

(2.15)

o
© = W
e o
z ==

ou A, B (resp. N) sont les matrices génératrices des deux codes[10, 5, 3] (resp. du code [5, 5, 1]).

Nous présentons par la suite une construction doublement circulante dans le cas des codes
résidus quadratiques. La principale référence est [48].

Définition 2.12 Une matrice doublement circulante est une matrice k x 2k de la forme (L, R)
ot L et R sont deux matrices circulantes.

Avant tout, rappelons que (voir Proposition 1.4)
PSLy(p) C Aut(XQR,)), p= =1 (mod38)

et que toute permutation de PSLy(p) d’ordre (p 4+ 1)/2 est formée par deux cycles de longueur
(p+1)/2. L’étude des matrices en forme doublement circulante commence avec I’observation de
I'existence, pour p € {7, 23}, d’une construction simple pour les codes XQR,) [70, Ch. 16].
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A partir d’un idempotent ¢ du code XQR et d’une permutation spéciale g € PSLo(p) on
peut construire une matrice génératrice, notée M (c, g), ayant les lignes

c, g(c), ¢*(c), ..., g V/3(c).

Il s’avere que, pour p € {7, 23}, la matrice ainsi obtenue est sous la forme (/d(,;1)/2, A), avec A
matrice circulante, donc une matrice doublement circulante en forme systématique A ce point,
un simple raisonnement indique I'existence d’une forme systématique dés que 'une des matrices
L ou R est inversible. Par conséquent, le probléme & résoudre a la formulation suivante :

Est-il possible, pour n’importe quel code XQR, de trouver un mot de codec et une permutation
g € PSLy(p) d’ordre (p+ 1)/2 tels qu’au moins une des matrices L et R, ot M(c,g) = (L, R),
soit inversible ¢

Dorénavant, les deux cycles d'une permutation g € PSLs(p) d’ordre (p + 1)/2 sont notés E
et F'. Une formulation équivalente en termes d’ensemble d’information (voir Définition 1.2) est
la suivante :

Sip=+1(mod8) et g = (E)(F) est un élément de PSLy(p) d’ordre (p+1)/2, est-ce qu’un
des deux cycles de g donne toujours un ensemble d’information pour le code XQRp+1, (p+1)/2] ?

Remarque 2.8 Dans le cas des codes XQR auto-duaux (donc pourp = —1 (mod8)) si un cycle
donne un ensemble d’information pour X@QR,, I'autre cycle donne aussi un ensemble d’informa-
tion pour le méme code (voir [48, Prop. 2.5|).

Les résultats obtenus en [48] ont été prouvés en utilisant le lemme suivant dans une démonstration

par ’absurde :

Lemme 2.1 Supposons que le code XQR, ne posséde pas de matrice génératrice en forme dou-
blement circulante. Alors le code XQR]J; a une matrice génératrice G qui satisfait :
~ G est une matrice (p+1)/2 x (p+ 1) de la forme :

U o
G=1|0 V[, (2.16)
S T

toutes les matrices U, V, S, T ayant (p + 1)/2 colonnes.
— chagque sous-matrice U et V' est matrice génératrice d’un code cyclique.

: U v ‘ ‘ o .
— les matrices g et T sont aussi des matrices génératrices de codes cycliques.

De maniére théorique, Jenson a trouvé deux classes infinies de codes XQR qui admettent une
construction doublement circulante, les hypothéses étant respectivement :
— p=1(mod8) et g = (p+1)/2 sont premiers et 2 est une racine primitive (mod q) [48, Th.
3.3];
— p=1(mod8) et ¢ = (p+1)/2 sont premiers et 7 — 1 a trois facteurs irréductibles sur Fy
[48, Th. 3.6].
Par ailleurs, 'existence de cette construction a été testée sur ordinateur pour tous lesXQR,,
p < 200. Notamment deux exceptions (p = 89 et p = 167) prouvent que :
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Proposition 2.2 La construction doublement circulante n’est pas possible pour tous les codes
XQR (auto-duauz ou pas).

2.5 Constructions liées aux codes de longueur composée

Nous avons déja présenté quelques constructions pour des codes de longueur composée :
— pour les codes de longueur 2™ la construction carrée itérative (les codes RM— voir Section
2.2) et en général, pour tous les codes affines-invariants, la construction LTSC (voir Section
2.3 et Chapitre 4) ;
— les constructions circulante et doublement circulante, notamment dans le cas des codes
résidus quadratiques (voir section précédente) ;
— la construction |uju+ v| itérative (dans ce cas égale a la construction carrée itérative) des
codes cycliques a racines multiples (voir Section 5.2.1).
Par la suite nous allons détailler la décomposition des codes BCH de longueur composée, proposée
par Vardy & Be’ery en [101, Section 2|. SupposonsC|n, k] un code BCH et a une racine n-iéme
de 'unité. Soit T' un sous-ensemble de I'ensemble des coordonnées{0, 1, ..., n—1}. Tout au long
de cette section, C(T') désigne le code Cjg ,,—1)\ 7 raccourci par rapport a [0, n — 1]\ T, c.-a-d.
les mots du code C' qui sont entiérement nuls en dehors de T, dont on enléve ces coordonnées
nulles. Le code C(T') est donc de longueur |T].

Proposition 2.3 [101] Soient Th et Ty deux sous-ensembles de [0, n — 1]. Supposons qu’il existe
un a € [0, n — 1] tel que :

Ty = a+ T (mod n). (2.17)
Alors C(Ty) = C(Tb).

Supposons maintenant que C' est de longueur composée, c’est-a-diren = ninas.
Soit I = {i1, @2, ..., ic} 'ensemble de définition du code C. Considérons :

Ty = {0, ng, 2ng, ..., (n1 — 1)na} (2.18)
et définissons I’ensemble
S ={i(modny):iel}. (2.19)
Suivant [101], on a :

Proposition 2.4 Avec les notations précédentes, l'ensemble de définition du code C(T1) est
{B°|s € S}, ot B = a™ est une racine primitive ni-iéme de l'unité. Par conséquent, le code

C(Th) est aussi un code BCH de paramétres [ny,ny — |5|].

Remarque 2.9 Les preuves de ces propositions montrent qu’elles restent vraies pour tout code
C cyclique. Le fait que les racines en I soient consécutives entraine juste que le code C(17) est
aussi un code BCH.
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La suite de la décomposition est facile : on partitionne [0, nyn2 — 1] en ny ensembles disjoints
Ty, T, ..., Ty, tels que pour tout j € {1,2, ..., na} on a:

Tj = [(j —1) + Ta] (mod n),

Ty étant défini par la relation (2.18). La Proposition 2.3 donneC(71) = C(T3) = ... = C(Ty,)
et via la Proposition 2.4 on conclut que la somme directe C'(11) & C(12) & ... & C(T},) est un
sous-code de C' de dimension na(ni — |S|) = n — na|9)|.

Le noyau de la décomposition est donc le calcul de |S|, donc le passage de I & S utilisant
la relation (2.19). L’ensemble de définition du codeC' est une réunion de classes cyclotomiques,
donc il faudra s’intéresser & la transformation de ces classes. Nous allons illustrer cela par un
exemple pratique comme suit.

Exemple : Considérons le code BCH de longueur 75 et de distance construite 7. Son ensemble
de définition est I = C{™ U C{™ U C{™ et sa dimension 75 — |I| = 75 — (20 + 20 + 4) = 31.
Le passage des classes cyclotomiques modulo 75 & des classes cyclotomiques modulo 15 se fait
en respectant le schéma suivant :

™ o™ _ o19)

C£75) N CPS), C§75) . C§15)
o, o o) —
™ ., o19),

On choisit les ensembles 77 = {0,5,10,...,70}, To = {1,6,11,..., 71}, T3 = {2,7,12,...,72},
Ty = {3,8,13,...,73}, Ts = {4,9,14,...,74}. Les codes C(T1), ..., C(T5) sont tous égaux et
d’ensemble de définition S = C’§15) U C§15) U C’ém). Ils ont par ailleurs la dimension 15 — |S| =

15 — (4 4+ 4+ 2) = 5, leur somme directe étant donc un code [75, 25].

D’autres décompositions sont présentées en [101] dans le cas des codes BCH primitifs étendus
de longueur n + 1 = 2™. Il s’agit d’isoler des sommes directes, sous-codes des codes EBCH
primitifs, notamment via un résultat analogue & la proposition 2.3 (voir [101, Prop. 3]). Le
probléme & résoudre équivaut & :

Trouver des sous-ensembles A1, A, ..., Ay de Fom tels que :

- AU A U...U A, =TFom ;

— pourtouti# jonaA;NA;=0;

— pour tout ji, j2 et pour un a® € Fom on a Aj, = a® + Aj,.

Un facon de résoudre cela est de considérer Fom comme espace vectoriel et de le partitionner
en un sous-ensemble et ses translatés. Vardy et Be’ery proposent d’énumérer toutes ces partitions
a l'aide d’un ordinateur et de choisir celle qui donne la somme directe de dimension maximale.

Cette dimension se calcule de la fagon suivante : on définit pour chaquej € {1, 2, ..., h}
Tj = {Z : Oéi S AJ}

La somme directe C(T1) @ C(T2) @ ... ® C(T}) est un sous-code de C' de dimension hkc(p,).
Grace a cette “recherche exhaustive”, en [101] on donne les décompositions seulement pour les
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Chapitre 2. Décompositions de la malrice génératrice

EBCH de longueur n < 64. Nous allons voir au Chapitre 4 une généralisation de cette méthode
due a Berger et Be’ery [6] qui permet une décomposition facile des codes EBCH méme de trés

grande longueur (voir aussi nos résultats numériques en Section A.2).
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Treillis associé a un code en bloc

Dans ce chapitre nous continuons I’étude des formes décomposées des matrices génératrices
par leurs treillis associés. Notamment on va appliquer I’étude théorique aux codes de Reed-Muller
pour montrer que 'ordre standard des bits (favorable a la décomposition des matrices) donne
une bonne complexité, contrairement & I'ordre cyclique qui donne la plus mauvaise complexité
des états du treillis.

Le treillis d'un code est une représentation graphique d’un code (en bloc ou convolutif) dans
laquelle chaque chemin représente un mot de code. Cette représentation permet un décodage a
maximum de vraisemblance avec une complexité suffisamment réduite.

Nous présentons dans ce chapitre les concepts fondamentaux et les propriétés structurelles
des treillis pour un code en bloc. Pour des preuves des résultats ou des compléments, se reporter
a [74], [58], [68], [32], [33] ou [75]. Les livres de référence sont [64] et [100].

3.1 Treillis & arétes indexées pour les codes binaires

Considérons un code linéaire binaireC'[n, k] de matrice génératrice G et de matrice de controle
H. Pendant chaque intervalle d’encodage, un message dek bits d’information est shifté dans la
mémoire de 'encodeur et codé par un mot de code den bits, donc il suffit de n instants pour
construire et shifter les n bits.

SiT ={0,1,...,n} est I’étendue de 'encodage, C' peut étre représenté par un treillis n-
sectionné T'. Soit £(C') 'encodeur de C.

Définition 3.1 Un treillis n-sectionné de C de profondeur n, noté T, est un graphe orienté qui

consiste en n + 1 niveaux pour les sommels (ou états) et pour les arétes tel que :

(i) Pour 0 <i <mn, les sommets au niveau i représentent les états de l’espace S; de l'encodeur
au temps i. Au temps 0 (ou au niveau 0) il n'existe que le sommet initial noté sg, tandis

qu’au temps n (ou au niveau n) il n'existe que le sommet final noté sy.

(i) Pour 0 < i < n, une aréte dans la i-éme section du treillis T' relie un état si_1 € Si—1 @
un état s; € S; et est indexée par un bit u; d’un mot de code qui représente la sortie de
Uencodeur E(C) dans Uintervalle [i, i + 1]. Une aréte représente une transition des états.
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(111) Sauf sg, chaque état a au moins une et au plus deux arétes d’arrivée et sauf sy, chaque état
o au moins une et au plus deux arétes de départ. L’état initial n’a pas d’arétes d’arrivée et
Uétat final n’a pas d’arétes de départ.

Deuz arétes qui partent d’un méme sommel ont desindices différents.

w) Il eriste un chemin direct qui relie sg et s¢ par une suite (ug, U1,..., Uy) st et seulement
f

st (ug, U1, ..., uy) est un mot de code de C.

Deux états du treillis sont adjacents §’il existe une aréte qui les relie. Pendant l'intervalle

d’encodage I', I’encodeur part de I’état initial sg, passe par la suite des états :
(80, S1y cvvy Sy vvny Sf),

géneére le mot de code :
(UO, ULy o ooy Ujy -+ oy un)

et arrive sur le sommet sy.
Un treillis 8-sectionné du code de Reed-Muller[8, 4, 4] —voir sa matrice génératrice en (1.6)—

est présenté a la figure 3.1.

Fia. 3.1 — Un treillis associé au code RM (1, 3)

La suite :

(|SO‘7 ’Sl|?' tt |Sn|)
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est appelée le profil de la complexité des espaces des états et est une mesure de la complexité
d’un treillis n-sectionné.

On démontrera plus loin que |.S;| est une puissance de 2, pour tout 0 < i < n. Si on note :
pi = logy |Sil

la dimension de 'espace des états & I'instant ¢, la suite :

(p07 Ply---y p'rl)

est appelée le profil des dimensions des espaces des états.
La figure 3.1 nous donne le profil des états et celui des dimensions pour le code RM (1, 3) :
(1,2,4,8,4,8,4,2,1) et (0, 1, 2, 3, 2, 3, 2, 1, 0), respectivement.

3.1.1 DMatrice adaptée a la structure du treillis

Pour faciliter la construction du treillis associé & un code, on donne & sa matrice génératrice

une forme spéciale.

Définition 3.2 Soit u = (u1, ug, ..., uy) un n-uplet non-nul. La premiére composante non-
nulle de u est nommeée la téte et la derniére est nommeée la queue.

Une matrice génératrice G de C est dite matrice adaptée a la structure du treillis ou TOGM—
“trellis oriented generator matriz”—si :

1. les colonnes qui contiennent les tétes des lignes sont en ordre croissant;

2. il n’existe pas de lignes ayant leurs queues sur la méme colonne.

Théoréme 3.1 (Kschischang et Sorokine [58]) Toute matrice génératrice peul étre transformée
en TOGM en appliquant deuz fois le pivot de Gauss.

Exemple 3.1 Considérons pour le code de RM(1,3) [8, 4, 4] la matrice génératrice suivante :

Gy

1
0
1
1

—_ = =

1
1
1
0

O O O =
_ o O =
O = O =
S O = o=
O = =

qui n’est pas TOGM car les tétes des lignes sont sur les colonnes1, 5, 3, 2 qui ne sont pas en

ordre croissant (premiére condition de la définition) et de plus toutes les lignes finissent sur la
méme colonne. Pour que la premiére condition soit satisfaite, il suffit de permuter les lignes2 et

4 pour obtenir :

S O O
S O = =
S = O
O = =
o o =
_ O = =
== O =
— = =
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On obtient une TOGM en additionnant la ligne4 aux lignes 1,2 et 3 :

g1 11110000
oo |8 |_ 01 011010
legs!|! o001 11100}
g4 00001111
car les queues des lignes sont sur des colonnes distinctes.
Définition 3.3 Soit une TOGM G et soit g = (g1, 92, - - -, gn) une ligne de G. 1’étendue de g
est le plus petit intervalle {i, i+ 1,..., j} qui contient tous les bits non-nuls deg. Elle est notée

span(g) = [i, j].

Si g est d’étendue [i, j], Vétendue active de g est aspan(g) = [i, j—1] pouri < j et aspan(g) =
0 sii=j.

Soient g1, g2, - .-, gk les lignes de G et a = (aq, ag, ..., a;) un bloc de k bits d’information
qui doit étre encodé. Le mot de code correspondant sera :

u=(up, ug, ..., uy) =a1-g1+ag- o +...+ag- k.

Remarque 3.1 On voit facilement que le ¢-iéme bit d’information ay affecte la sortie u de
Pencodeur £(C) sur I'étendue de la ¢-iéme ligne gy de G.

Par conséquent, a I'instant ¢, le nombre des bits d’information qui affectent le bit de sortiew;
est égal au nombre de lignes g de G telles que ¢ € aspan(g). Ces bits d’information définissent
létat de l’encodeur au tempsi.

3.1.2 Suppléments sur ’espace des états

Dans cette section nous donnerons une formulation mathématique pour 'espace des états
d’un treillis n-sectionné d’un code en bloc binaire C[n, k] de matrice génératrice G.

Définition 3.4 Pour tout instant i, 0 < i < n, on partitionne les lignes de G en trois sous-
ensembles disjoints :
1. G qui contient les lignes de G dont les étendues sont contenues dans lintervalle[1, i] ;
2. Glf qui contient les lignes de G dont les étendues sont contenues dans l'intervalle[i+1, n] ;
3. G qui contient les lignes de G dont les étendues actives contiennent 1.
On note A?, A{, A7 les sous-ensembles des bits d’information qui correspondent aux lignes de

G?, sz, G; resp.

Conséquence importante : Entre les tailles des trois ensembles définis précédemment existe la

relation :

GY| + 1G5 | + |G| = k. (3.1)

Les bits d’information de A? n’affectent pas les sorties de Pencodeur apreés I'instant (donc ils
constituent “le passé” par rapport a l'instant ¢) et les bits d’information de Alf n’affectent les
sorties de ’encodeur qu’aprés l'instant ¢ (donc ils sont “le futur” par rapport a 'instant 7).

28



3.1. Treillis & arétes indexées pour les codes binaires

Les bits d’information de A] affectent les sorties de I'encodeur avant et aprés 'instanti (on
dit qu'ils définissent I’état de I’encodeur £(C) a 'instant 7).

Proposition 3.1 Pour chaque i, 0 <i < n, |S;| est une puissance de 2.

Preuve. Soit p; = |A| = |G7|. Alors il existe 27 états possibles, distincts pour I'instant i, chaque
état étant défini par une combinaison des p; bits d’information de A;. Ces états forment ’espace
des états S; et le paramétre p; est la dimension de cet espace. Dans le treillis de C, ces états
sont représentés par 2°* sommets au niveau ¢ du treillis. o

Exemple 3.2 Considérons la TOGM G obtenue en Exemple 3.1.

Les étendues des lignes de G sont respectivement : span(g;) = [1, 4], span(g2) = [2, 7],
span(gs) = [3, 6] et span(gs) = [5, 8].

Leurs étendues actives sont aspan(g;) = [1, 3], aspan(gz) = [2, 6], aspan(gs) = [3, 5] et
aspan(gs) = [5, 7.

Pour chaque 0 < ¢ < 8, en comptant le nombre de lignes actives a 'instant ¢, on obtient le
profil des dimensions des espaces des états : (0, 1, 2, 3, 2, 3, 2, 1, 0).

3.1.3 Transition des états et sorties. Construction du treillis

Pour 0 < ¢ < n supposons que I’encodeur £(C) est dans ’état s; € S;. En passant de 'instant
¢ & U'instant ¢ + 1, 'encodeur génére un bit u;11 et passe de ’état s; & ’état s;4.1 € Siy1. Soit

G =g, g, ... g (3.2)
et

A= {agz), ag), R ag?}, (3.3)
ot p; = |G}

Soit g* la ligne de Glf dont la téte est au niveau i + 1 (si elle existe elle est unique, a cause
de la condition 1 de la définition d'une TOGM). Alors sa (i 4 1)-éme composante est g;,; = 1.
Soit a* le bit d’information qui correspond & la ligne g*.

Le bit de sortie pendant I'intervalle de temps[i, ¢ + 1] est :

Pi . )
Uit =a’ + Z ag) 9&“, (34)
=1

%H est la (¢ + 1)-éme composante de géi) dans G;. Comme a* affecte le bit de sortie
a linstant ¢ + 1, il est appelé le bit d’information d’entrée courant Le deuxiéme terme est la

ol g

contribution de ’état s; définie comme une combinaison des bits d’information de A;.
Le bit de sortie peut avoir deux valeurs différentes qui dépendent de celle dea* et qui
correspondent a deuz arétes qui partent de s;, indexées 0 et 1 respectivement.

Sl n’existe pas de ligne g* dans Glf , alors le bit de sortie est donné par :

Pi ) )
w1 =Y a g . (3.5)
(=1



Chapitre 3. Treillis associé a un code en bloc

Dans ce cas nous pouvons considérer a* = 0 et le bit de sortie ne peut avoir qu’une seule
valeur, donc il existe une seule aréte qui part de s; vers un sommet de S;y1.

Exemple 3.3 Pour la méme TOGM G obtenue en Exemple 3.1, considérons l'instanti = 2. On
trouve G5 = 0, Gg = {gs3, 84} et G5 = {g1, g2}. Alors a1 et ag définissent I’état de 'encodeur
a U'instant 2 et il existe 4 états distincts {00, 01, 10, 11}.

On remarque aussi que g* = g3, donc le bit courant d’entrée est a* = a3 et le bit de sortie

est donné par :
u3 =a3+ai-gi,3+az-g23=a3+a.
Pour chaque état défini par a; et as il existe deux valeurs distinctes de ug, donc deux arétes
qui divergent, comme nous 'avons déja vu dans la figure 3.1.
Considérons l'instant i = 3. On obtient G§ = 0, Gg = {g4} et G5 = {g1, g2, g3}. Alors
a1, as et ag définissent 1’état de 'encodeur & 'instant 3 et il existe 8 états distincts comme dans

la figure 3.1.

Il n’y a pas de g* € Gg dont la téte soit au niveau 4, donc a* =0 et :
Ug =0a1- 914+ 02 924+ a3-gss=a1+az+as.

Ainsi dans le treillis il existe une seule aréte qui part de chacun des8 sommets, comme nous

I’avons déja vu dans la figure 3.1.

Soit g© 1a ligne de G? dont la queue est au niveaui+ 1 (si elle existe elle est unique, & cause
de la condition 2 de la définition d’'une TOGM). Soita® le bit d’information qui correspond a la
ligne g°. A 'instant i +1 on a :

i =G\ {g") uig"} (3.6)

et
Afpr = (AP \ {a"D) U {a™}). (3.7)
A partir de A5, Af,4, (3.4) et (3.5) on peut construire le treillis n-sectionné 7.

Construction du treillis n-sectionné du code—section par section.
On suppose le treillis construit jusqu’a laé-éme section.

Etapes pour construire la (i + 1)-éme section :
1. déterminer G§, | et A7, par (3.6) et (3.7) et construire S;y1;

2. pour chaque s; € S;, déterminer l(es) état(s) de transition en utilisant les régles données
précédemment et relier s; et ses états adjacents de S; 11 par des arétes;

3. indicer les arétes par les bits de sortie u;11 correspondants calculés en utilisant (3.4) ou
(3.5).
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3.1.4 Propriétés structurelles

Dans ce paragraphe nous allons présenter quelques propriétés structurelles du treillis associé
a un code. Pour cela plusieurs définitions et notations spécifiques & ce but seront introduites.
Pour plus de détails voir [64, Sec. 3.5].

Pour 0 <7 < j < n, soit :

1. G, le sous-code de C' qui contient tous les mots de code dont les coordonnés non-nulles
sont incluses dans U'ensemble {i + 1,3+ 2, ..., j}. Alors chaque mot de code de C; ; est
de la forme :

0,0,...,0, wit1, Uiy2,..., uj, 0,0,...,0);
Pour un @ fixé, les codes Cp ; et C; ,, sont appelés le code préfize et le code suffize de C
par rapport a 'instant <.

2. pi,(C) le code linéaire de longueur j — i obtenu en enlevant les ¢ premiéres et les n — j
derniéres composantes de chaque mot de code deC' (voir la définition des codes poingonnés).
Cette notation sera employée pour des codes ou tout simplement pour des mots de code;

3. Cz-t,rj le code poingonné (ou trongonné) par rapport a[i, j| du sous-code Cj j, i.e. :

Ciy = i, i(Cij)- (3.8)
Le résultat suivant est trés utilisé dans toute la théorie des treillis.

Théoréme 3.2 L’espace S; des états au niveau i dans un treillis n-sectionné (construit comme
dans le paragraphe précédent, via une matrice TOGM) est isomorphe a :

C/(Co,i ® Cin),  p0,i(C)/Cli;, ou pin(C)/CL,. (3.9)

Preuve. Nous allons détailler la preuve juste pour le premier isomorphisme; pour les autres voir
[64, Sec. 3.5].

La définition de Cj ; et la structure TOGM de G impliquent que C; ; est engendré par les
lignes de G dont les étendues sont contenues dans l'intervalle[i 4 1, j]. Par conséquent, les sous-
codes Cy ; et C; , sont engendrés par les lignes de Gf et Glf , respectivement. Notons ko ; et k;
leurs dimensions. Via la relation (3.1), la dimension deS; est :

pi = |GE| =k —|GP| — |GI| = k — koi — Kin. (3.10)
La somme directe Cp ; @ C; p,, est un sous-code de C' de dimension :
ko + Kin,
car Cp,; N C;. , = {0}. La partition C/(Cy,; ® C; ) contient :
1C/(Co,i ® Ci )| = 28~H(Co.)=k(Cin) — 90i (3.11)

translatés de Cp,; @ C; . L’équation (3.11) signifie que le nombre des états dans.S; est égal au
nombre des translatés dans la partition C/(Co,; ® C; p).
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Chapitre 3. Treillis associé a un code en bloc

Notons ¥; le sous-espace de C' qui est engendré par les lignes de G7. Alors chaque mot de
code de ¥; est donné par :

v = (agi), ag), e ag?) -GE = agi) : ggi) + agi) 'ggi) +...+ af,? -gg) (3.12)

ol aéi) € A7, VIl € [1, p;]. Les 27" mots de code de X; peuvent étre utilisés comme représentants
des éléments de la partition C/(Co,; @ C;, ), donc 3; est 'espace de ces représentants.

La relation (3.12) implique une correspondance bijective entre v et I'état s; € S; défini
par (agi), ag), e ag,?). Comme il y a une correspondance bijective entre v et un élément de
C/(Cop,i ® Cj pn), on en déduit une correspondance bijective entre un état de S; et un élément de

C/(Co,i ® Ci,n)- o
Nous finirons ce paragraphe en rappelant le résultat suivant :

Proposition 3.2 [64, Sec. 3.5] Pour 0 <i < j < n, L(s;, s;) désigne les chemins du treillis T
qui relient un sommet s; au niveau i avec un sommet s; au niveaw j du treillis. Alors L(s;, s;)
est un translaté dans la partition pi,j(C’)/C’f,”j. Le nombre des chemins qui relient s; et s; est
alors :

2Fii i on peut relier s; ets;,
| L(si; 85)] = { 0 sinon B (3.13)

car les codes Cf’“j et C;, ; sont tous les deuz de dimensionk; ;.

3.2 Complexité du treillis

Dans cette section nous présentons une analyse de la complexité d'un treillis n-sectionné
associé & un code en bloc linéaire [64|. On étudiera plutot la complexité des états et celle des
arétes, qui interviennent dans les algorithmes de décodage, par exemple celui de Viterbi. La
complexité des états est une mesure du profil des dimensions des espaces des états, tandis quela
complexité des arétes est déterminée par le nombre des arétes dans le treillis.

Premiérement on déduit une majoration simple de la dimension des espaces des états et on
rappelle que la complexité des états est la méme pour le code et pour son dual. Par la suite,
on introduit les concepts de treillis minimal et de permutation optimale des bits dans le sens
de la complexité des états. On rappelle aussi que l'utilisation d'une TOGM conduit & un treillis

minimal. Finalement nous étudions la complexité des arétes.

Complexité des états

Soit Cn, k] un code en bloc linéaire binaire et considérons le treillis n-sectionné associeé.
Comme nous ’avons déja vu dans le chapitre précédent, la complexité des états est mesurée par
le profil des dimensions des états :

(1007 Pl P2y .-+ Pn)v
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3.2. Complexité du treillis

ou, pour 0 <1i <n, on a (voir (3.10)) :
pPi = 10g2 ‘Sz| = k — kjg7i — k‘l n-.

)

Notons pmax le maximum des dimensions des états, c¢’est-a-dire :

= max .
ma 1
Prmax 0<i<n P

Remarque 3.2 En utilisant ’algorithme de Viterbi, le nombre maximal des survivants et le
nombre maximal de chemins qu’on doit stocker sont tous les deux égaux a2fmax. p. .. est alors

une mesure clef pour la complexité du décodage (ou la complexité du treillis).

Théoréme 3.3 On a la borne supérieure sutvante :
Pmaz < min{k, n — k}. (3.14)

Remarque 3.3 La borne (3.14) a été prouvée par Wolf [104], mais elle n’est pas trés précise.

Pourtant pour les codes cycliques cette borne donne la complexité exacte des états (voir Section
3.3).

Une borne plus précise est la suivante :

Théoréme 3.4 On a la borne supérieure suivante pourp; (0<i<mn) :
pi <min{i, k, n —k, n —i}. (3.15)

Le résultat suivant est trés important, car il permet de choisir ’étude d’un code ou de son dual,
tout en obtenant la méme complexité.

Théoréme 3.5 [64, Section 5.1] Le code C et son dual C+ ont la méme complexité des états.

3.2.1 Treillis minimal

Un treillis n-sectionné est dit minimal si le nombre total des états est minimal. Un treillis
minimal est unigue & un isomorphisme pres [74]. Méme si cette définition est la définition usuelle,
une autre, plus précise et plus utile est basée sur le profil des dimensions des espaces des états.

Un treillis n-sectionné est minimal par rapport aux dimensions des espaces des états si les

dimensions sont minimales & chaque niveau. Une définition plus précise est la suivante :

Définition 3.5 Soit T' un treillis n-sectionné pour un code C[n, k| et soit (po, p1, p2,---, Pn)
son profil des dimensions. T est dit minimal si pour tout autre treillis n-sectionné T' qui a le

profil des dimensions (pl, pys Phs---s Ph), 0N @ :
Vi, 0<i<n : pigp;.

Supposons qu’il existe un treillis minimal dans le sens de la définition 3.5. Il est évident qu’il
est également minimal par rapport au nombre total des états. L’existence d’un tel treillis pour
chaque code en bloc linéaire est garantie par le théoréme suivant :
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Chapitre 3. Treillis associé a un code en bloc

Théoréme 3.6 Soit C[n, k] un code en bloc linéaire et G sa TOGM. Le treillis n-sectionné T
construit en utilisant G est minimal par rapport au profil des dimensions.

L’unicité d’un treillis minimal par rapport au nombre total des états (& un isomorphisme
prés) implique ['unicité du treillis minimal par rapport au profil des dimensions. Cela donne
[’équivalence entre les deux définitions. Le théoréme 3.6 nous assure que ’équation (3.10) donne
la dimension minimale p;, 0 < 7 < n, pour un treillis n-sectionné associé a un code. On remarque
aussi que cette dimension dépend des dimensions des codes préfixe et suffixe et celles-1a sont
fixées pour un code.

Par contre, bien qu’une permutation sur les positions des bits ne change pas la distribution
de poids, elle change les dimensions des codes préfixe et suffixe a 'instants. Par conséquent les
valeurs de p; ne sont pas invariantes.

Une permutation qui induit des dimensions minimales & chaque instant est diteoptimale. Il
est clair qu’une telle permutation réduit la complexité des états, mais en général en trouver une

est un probléeme difficile (cependant on les connait pour les codes RM [56]).

3.2.2 Complexité des arétes

La complexité des arétes pour un treillisn-sectionné est définie comme étant le nombre total
des arétes du treillis. Cette complexité détermine le nombre des additions demandées par un
algorithme de décodage.

En utilisant les résultats vus dans le paragraphe précédent, & chaque instanti, 0 <17 < n, il
existe deux arétes qui partent d’un sommet de S; §’il existe une ligne g* dans Glf et sinon il n’y
a qu’une seule aréte. Posons :

1 sigr¢Gl,
Ii(g") = y 3.16
(&7) { 2 sigfe sz. ( )
Soit E le nombre total des arétes dans 7. Alors :
n—1 n—1
E=Y (5] Li(g") =) 2" L(g"). (3.17)
i=0 i=0

Exemple 3.4 Si on considére encore le code RM (1, 3) vu en Exemple 3.1, on trouve :
In(g") = (") = I2(g") = Lu(g") = 2
et
I3(g") = I5(8") = Is(g") = Iz(g") = 1.
Le profil des dimensions étant (0, 1, 2, 3, 2, 3, 2, 1, 0), on utilise (3.17) et on obtient :
E = 20242024922, 24951 422. 2423142214281
= 24+44+8+8+8+8+4+2=144.

Un treillis n-sectionné est dit minimal par rapport au nombre des arétes s’il a une complexité
des arétes minimale, ce qui est le cas pour un treillis minimal [68]. On peut chercher aussi une
permutation sur 'ordre des bits qui minimise cette complexité. Il suffit donc de minimiser chaque
produit dans (3.17), par exemple si on a I;(g*) = 1 pour tout 0 < i < n tel que p; est grand.
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3.3 Premiére application : treillis associé & un code cyclique
Considérons un code cyclique binaire C[n, k] de polynéme générateur :
9(X) =14 g X + @X?+ ..+ gn g X" F 14 XK,

ot pour 1 <4 <n—k, g; € Fy. Une matrice génératrice de ce code est :

1 g1 92 ... . Gnok_1 1 0 O 0
B 01 g 92 ... .. Gn—k—1 1 0 ... 0
O 0 ... 0 1 g1 g2 /M |

Cette matrice génératrice a les propriétés suivantes :

1. elle est TOGM (les tétes des lignes sont sur les colonnes 1, 2,..., k qui sont en ordre
croissant et les queues sont placées sur des colonnes distinctes) ;

2. pour 1 <3 < k, 'étendue de la ligne g; est donnée par :
span(g;) = [i, n — k + 1] ;

3. la taille de I’étendue active de chaque ligne est constante :n — k.

Considérons le treillis a arétes indexées deC' et considérons premiérement le cas k > n — k. Pour
0 <i < n-—k,le nombre des lignes telles quei € aspan(g) est i et ces lignes sont exactement les
1 premiéres. Pour n — k < ¢ < k, ce nombre est n — k, et pour k < i < n, ce nombre est n — 7.
Quand i > k,onan—1i<n—k, donc pmax =n — k et le profil des dimensions est :

0,1,....n—k—1,n—k,...,n—k,n—k—1,...,1,0).

Considérons le deuzieme cas k <n —k. Pour 0 < ¢ < k, le nombre des lignes telles que
i € aspan(g) est ¢ (les ¢ premiéres lignes). Pour k£ < i < n — k, ce nombre est k, et pour
n—k <i<mn, cenombre est n —¢. Quand ¢ >n —k, on an —¢ < k, donc pmax = k et le profil
des dimensions est, :

0,1,....k—1,k, ...k, k—1,...,1,0).

Les deux cas analysés ci-dessus impliquent :
Pmax = min{k, n — k}.

Cela veut dire qu’un code cyclique ala plus mauvaise complezité des états (elle atteint la borne
supérieure (3.14) vue dans la Section 3.2).

Le treillis associé & un code cyclique est symétrique, ¢’est-a-dire que la partie gauche et celle
de droite (par rapport au centre) sont identiques du point de vue structurel. Pour réduire la
complexité des états, il est nécessaire d’effectuer une permutation optimale des bits des positions

[56], [57].
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Comme G est une TOGM, on déduit facilement que :

. 2 s0<i<k,
Ii(g):{

1 sinon.

Via la relation (3.17), la complexité des arétes d'un code cylique est :

B (n—2k+4)-2F -4 sik<n-—k,
| Bk-2n+4)-2"F -4 sik>n—k

3.4 Treillis sectionné

Nous introduisons dans cette section la notion de treillis sectionné, qui sera trés utile pour
simplifier la structure du treillis et obtenir des propriétés supplémentaires. Nous allons com-
prendre cela dés que, aprés avoir défini le treillis sectionné dans le cas général, nous passerons
au code RM (1, 3), qui nous suit & travers ce chapitre. Par la suite, nous présenterons une mé-
thode de construction & partir d’'une TOGM ; les états serontindezés en utilisant une matrice de
contréle. En application, nous détaillons la construction du treillis sectionné a états indexés du
méme RM (1, 3).

3.4.1 Sections dans un treillis

Soit C[n, k] un code en bloc linéaire et I" son intervalle d’encodage. Pour un entier0 < ¢ < n,

considérons :
U ={hg, h1,..., hy} CT, (3.18)

oul0=hyg<hi<hy<...<hp=n.

Définition 3.6 Un treillis f-sectionné associé 6 C' avec les bornes de la section dans U, noté

T(U), est obtenu a partir d’un treillis n-sectionné T de la maniére suivante :

1. on enleve tous les sommets dans Sp,h & U, et toutes les arétes qui partent ou qui arrivent
sur ces sommets ;

2. pour 1 < j <, on relie un état s € Sp;_, avec un état s’ e Sh; par une aréte d’indice o 8i
et seulement s’il existe un chemin d’indice a (obtenu en concatenant les indices des arétes

du chemin) qui relie s et s' dans T.

Remarque 3.4 Dans T'(U), une aréte qui relie s € Sy, , avec s’ € Sy, représente hj —hj_1 bits

d’un mot de code.

Un sous-graphe du treillis est appelé sous-treillis. Un sous-treillis de T'(U) qui contient
Sh;_1, Sn; et toutes les arétes qui relient des sommets de Sp;_, avec des sommets de Sp; est
appelé j-section de T'(U). La longueur d’une j-section est hj — hj_q.

Si les longueurs de toutes les sections d’un treillis f-sectionné T'(U) sont égales, alors T'(U)
est dit uniformément sectionné. Si £ < n, deux états adjacents peuvent étre reliés par des arétes

multiples (nommeées arétes paralléles) ayant des indices différents.
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Comme en Section 3.1 (voir relation (3.10)), nous définissons :
Pr; =108y |Sp;| =k — ko, n; — kny,n (3.19)

la dimension de S, et
(p07 Ph17 ey phg,p Pn)

le profil des dimensions d’'un treillis ¢-sectionné T'(U), U = {0, hq,..., hy_1, n}.

Si on choisit les instants de U pour lesquels les dimensions des espaces des états sont petites,
alors T'(U) aura un profil des dimensions petit. La dimension maximale est définie de maniére
évidente :

00, max = Orgjagé Ph;- (3.20)
Exemple 3.5 Considérons encore le RM-code [8, 4, 4] et son treillis 8-sectionné comme dans la
figure 3.1. Supposons qu’on choisit £ = 4 et U = {0, 2, 4, 6, 8}. En utilisant la définition 3.6,
nous trouvons le treillis uniformément 4-sectionné présenté dans la figure 3.2, dans lequel chaque
aréte est indexée par deux bits.

Le profil des dimensions est (0, 2, 2, 2, 0) et ps max = 2. C’est un treillis 4-sectionné a 14-
états. Il est facile de remarquer que la partie droite du treillis (les sections3 et 4) est [’image
par un miroir de la partie gauche (les sections 1 et 2), ce qui permet un décodage bidirectionnel.
On remarque aussi deux sous-treillis paralléles et structurellement identiques (isomorphes), sans
connexions entre eux. La structure paralléle nous permet d’utiliser deux décodeurs de Viterbi

identiques & 2 états qui travaillent en paralléle.

F1G. 3.2 — Un treillis 4-sectionné du code RM (1, 3)

3.4.2 Complexité des arétes et connexion des états

Considérons la j-éme section du treillis minimal ¢-sectionné T'(U), U = {hg, h1,..., h¢},
associé & un code linéaire C[n, k|. Ce treillis minimal est obtenu & partir d'une TOGM du code.

Chaque aréte de cette section est indexée par h; — hj_1 bits.
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Chapitre 3. Treillis associé a un code en bloc

Définition 3.7 Soit s € Sj_1 et s' € S deux états adjacents et L(s, s') 'ensemble des arétes
paralléles qui les relient. Parfois il est plus pratique de regarder ces arétes paralléles comme
une seule, qui sera appelée aréte composée, tandis que L(s, s') sera appelé indice d’une aréte

composée.

La complexité des arétes pour une section dans un treillis est mesurée par :
1. la complexité d’une aréte composée;
2. le nombre des arétes composées distinctes dans la section ;
3. le nombre total des arétes composées dans la section.

Ces trois parameétres peuvent étre exprimés en fonction des dimensions deCh,;_; n;, Co,h;_;,
Ch;,n et ph;_y,n; (C) (voir définitions Section 3.1.4) ; on peut donc les obtenir directement & partir
d’une matrice adaptée & la structure du treillis du code.

La complexité des arétes du treillis est la somme des complexités des arétes de toutes les

sections. Pour une analyse plus détaillée voir [64, Sec. 6.2].

3.4.3 Méthode de construction

Un treillis minimal ¢-sectionné pour un code en bloc C[n, k] peut étre construit directement
a particr d'une TOGM G. Soit U = {hg, hi,..., hy} V'ensemble des bornes de la section, ou
O=hy<h<...<hpi_1 <hy=n.

Supposons que T(U) est construit jusqu’a la j-éme section, 1 < j < €. On se propose de
construire la (j + 1)-éme section. On divise les lignes de G en trois ensembles disjoints Gpj, Gf:j
et sz :

1. G]Zj contient les lignes de G dont les étendues sont incluses dans U'intervalle [1, h;];

2. G{;_ contient les lignes de G dont les étendues sont incluses dans U'intervalle [h; + 1, n];

3. G‘fLJ_ contient les lignes de G' dont les étendues actives contiennent h;.

11 est clair que sz et Gij engendrent les codes préfixe et suffixe Co p; et Ch, n, respective-
ment. Soit Aflj I’ensemble des bits d’information qui correspondent aux lignes derJ_. Alors les
bits de A;J_ définissent Sy, c.-a-d. pour chaque pp;-uplet qui représente des valeurs des bits dans

h,» il existe un état correspondant dans Sh, (car py, = \AZJ_ ).
Pour déterminer les arétes composées entre les états deSy; et les états de Sy, ., ainsi que les

arétes paralléles entre deux états adjacents, on divise Gé en trois sous-ensembles distincts :
J

e P contient les lignes de Gf ~dont les étendues sont contenues dans Uintervalle [h; +
hj, hjia h; J
L hjal;
2. GI'°,  contient les lignes de GJ dont les étendues actives contiennent h i1
hj, hjt1 h; J
: f : f
3. les lignes de G p, dui restent forment G hyer”
3 f7 f7 3 f7
Soient pp; b, (Ghj{)hjﬂ)? Dhj, hjyq (Gh;hHl) et Ph; hjis (Gij) les matrices provenant de Ghj{)hjﬂv
Gf7 S
hj,h

s 1 : _ '
e et Gh]_ en ne gardant que les colonnes d’indices compris entreh; et hji1.
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Remarque 3.5 Chaque aréte composée entre deux étatss; € S; et s;41 € Sj41 est un coset

qui appartient & la partition phwh”l(C)/C}é’hHl, donc le nombre des arétes composées entre

fop

deux états adjacents est |C j+1(Ghj hys

J,hj+1|' Les lignes de pp;,»

et les lignes de phj7hj+1(G£fhj+1)v phj,th(Gi’;th) et Phy,n;1. (G,,) engendrent pp; ;. (C).

) engendrent le code C’;“L]; hjia

Soit s; € S; défini par le pp;-uplet formé par les bits de A;’;j :

(agj) agj), . a%}j), (3.21)
oil pp; = logy |Sh,| = ]sz|. Soient {ggj), géj), ce ggh)]} les lignes de G, . Alors :

u— a(lj) .ggy) + aé]) . géﬂ) 4ot a(pj}'l)j ) gg,,)j (3.22)
est un mot de code (ou chemin) qui passe par s;; au niveau h;.

Soit Bp; n, ., le code de longueur hji1 — h; engendré par ph],,th(Gg’j‘fth
chaque b € By, n,,,, il existe une aréte composée qui part desp;, et qui est constituée des arétes

). Alors pour

suivantes :
. t
{phj7hj+1 (u) + b + X Xc Chlj",hjqu}‘ (323)
Remarque 3.6 Le nombre des arétes composées qui partent des,; est par conséquent ]Bhﬁ hit1 |.

Pour la construction de T'(U), les états seront indexés en utilisant la matrice de controle H (pour
une méthode basée sur G voir [64, Ch.4|). Considérons premiérement le cas plus général d'un
treillis n-sectionné. Soit

H=1[hy, hy,... ., hy,... hp] (3.24)

la matrice de contrdle, ot h; est la j-éme colonne de H (1 < j < n).
Soit H; la sous-matrice qui est formée par lesi premiéres colonnes de H (1 <i <n):

H; = [hy, hy,..., hy. (3.25)
Il est évident que le rang de H; est au plusn — k :
Rang(H;) < n —k, (3.26)
et que, via (1.1), pour chaque c € C'(t]fi on a:
c-H! =0,_. (3.27)

Considérons la partition po ;(C)/Cg'; et D un élément de cette partition différent de Cf;.
Pour chaque a € D,

a- Hzt = (Sl) 82500y Sn—k) 7é On—k (328)

et cette valeur est la méme pour tous les vecteurs de D, c’est-a-dire, pour aj, as € D et a; # ag,
a; - Hl =ag- Hf = (51, 82, -+, Spn_k)- (3.29)
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Chapitre 3. Treillis associé a un code en bloc

Le (n — k)-uplet (s1, S2,..., Sp—k) est appelé lindice du translaté D. Soient Di et Do deux
translatés differents appartenant apo i(C)/C!; et a1 € Dy, ag € Dy. Cela implique que a; # ag
et

ai - Hj # ag - H,

autrement dit des translatés différents ont des indices différents Ces remarques sont a la base

de la définition suivante.

Définition 3.8 Soit L(so, s) l'ensemble des chemins dans le treillis associé a C qui relient s
avec un s € S;. L’indice £(s) d'un état s € S; (0 < i < n), calculé & partir d’une matrice de
controle H de C, est défini par le (n — k)-uplet :

U(s) =a- Hf = (s1, 82, -, Sn—k); (3.30)

pour tout a € L(so, s). Pouri =0, H; =0 et I'état initial so est indexé par le (n—k)-uplet 0,,_.
Pouri=mn, L(so, sf) = C et l’état final sy est aussi indexé par 0, _j.

Remarque 3.7 La définition précédente, 'application bijective entre les états deS; et les cosets
appartenant a po,i(C)/C(t)fZ- (0 < i < n), et la relation (3.30) impliquent que chaque états € S;
a un unique indice et que des états différents ont des indices différents.

Pour 0 < i < n, soient s; € S; et ;41 € S;4+1 deux états adjacents et u;41 l'indice de I'aréte qui
les relie. La définition de l'indice d’un état implique :

E(SiJrl) = (Ul, Uy« ooy Uj, ui+1) . Hzt—i-l = (ul, U2y ..., Uz) . HZt +Ui+1 . h§+1
= U(si) + ui1 - higy, (3.31)

donc, étant donnés un état indexé ¢(s;) & U'instant ¢ et la sortie u;41, I'état d’arrivée indexé par
0(siy1) est déterminé de maniére unique.

Revenons a la construction d’un treillis f-sectionné. Soit
th,hj+1 = [hhj + 1 hhj+27' < hhj+1} (332)

la sous-matrice de H qui est formée par les colonnes de hy; 1 & hp; . Soit

U(sn;) = po,n; (w) - Hy,

J

(3.33)

I'indice de I'état sp,;. Alors I'aréte composée donnée par la relation (3.23) relies,, avec un état

Sh;41 € Sh;,, d'indice :

E(sh]!l»l) = g(Sh]) + (phjyhj+1 (u) + b) ’ Hftbj,hj+1' (334)
Pour simplifier la construction de la (j + 1)-éme section entre les instants h; et hjiq, on
construit a la fin de la construction de la j-éme section une table notée Qp;. Chaque entrée de

th est un triplet :
(£, £(s), ).
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3.4. Treillis sectionné

La premiére composante f est le pj,;-uplet formé par une combinaison spécifique de pj; bits
d’information de Aij et qui définit un état s de Sp,;. La seconde composante £(s) est I'indice de

s, tandis que la troisiéme composante est donnée par :
C = phj,hj+1 (u) = phj, hj+1 (f ' Gij)7 (335)

ottu=f-Gj est donné par (3.22).
La construction de la (j + 1)-éme section de T'(U) se déroule de la maniére suivante :

: tr .
(1) on construit Chrhyyr €6 Bhy by s

(2) pour chaque entrée (f, £(s), ¢) € Qp; et chaque b € By, p;,,, on construit I’aréte compo-

J+1
sée :
{b+c+x: XGC’,?;’th}; (3.36)
(3) pour chaque état de départ s € Sy, et chaque b € By, p,,,, I'état d’arrivée s’ € Sy, est
indexé par :
E(S/) = e(s) + (b + C) ' H;Lj,h];Fl' (337)

Ces étapes sont répétées jusqu’a la construction de laf-iéme section de T'(U).

3.4.4 Décomposition paralléle

Nous avons donné dans le paragraphe précédent une méthode de construction d’un treillis
{-sectionné minimal pour un code en bloc. Cela permet de diminuer le nombre des états et la
complexité des arétes, mais, pour des codes de grandes longueurs et dimensions, la densité des
connexions entre les états peut s’avérer insurmontable pour une implémentation.

La décomposition paralléle d’un treillis minimal est la décomposition en sous-treillis pa-
ralleles et structurellement identiques sans connexions entre euz, telle que chaque sous-treillis ait
une dimension petite et une complexité raisonnable.

Ici, nous rappelons seulement le résultat suivant ; une étude approfondie peut étre trouvée en
[64, Ch. 7].

Théoréme 3.7 Le logarithme en base 2 du nombre de sous-treillis paralléles et isomorphes dans
un treillis minimal £-sectionné avec les bornes de la section {ho, hi,..., he} est donné par le
nombre des lignes de la matrice adaptée & la structure du treillis, dont les étendues actives

contiennent {hi, ha,..., hy_1}.

Exemple 3.6 Considérons le code RM (r, m) obtenu via la construction carrée itérative (voir
Section 2.2) et son treillis minimal 2i—sectionné, avec 0 < ¢ < r. La matrice génératrice de ce

code est donnée par la relation (2.10) :
0<j<i

Pour construire une matrice TOGM, il suffit de mettre en forme TOGM toutes les matrices dans
cette formule. A noter que si G(r,m — 2) est en forme TOGM, il en est de méme pour tous les
A((r—j)/(r—j—1),m —1), ainsi que pour G(r —i,m — 7).
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Chapitre 3. Treillis associé a un code en bloc

Mais cette opération ne change pratiquement rien pour ce qui est des lignes dont les étendues
actives contiennent 2%, 2 x 27 3 x 2Mm~ . et (2! —1)2™7%. 11 s’agit seulement des lignes
de G(0,7) @ A((r)/(r—1),m —1i)=(1,1,...,1) @ A((r)/(r — 1),m — i) qui sont au nombre de

m—1

krm—i — kr—1,m—i = —via la relation (1.5).
’

m —1
Le treillis minimal 2%-sectionné de RM (r, m) consiste donc en 2 " ) sous-treillis paral-

leles et isomorphes, sans connexions entre eux.

3.4.5 Exemple de construction

Considérons le code de Reed-Muller [8, 4, 4] et sa TOGM (cf. Exemple 3.1) :

a1 11110000
c_|e|_|01o11010
g3 00111100
g4 000071111

Sachant que ce code est auto-dual, on prendra la matriceG & la place de la matrice de controle
H. Cela nous permettera aussi d’éviter la confusion entre les bornes de la section (notéesh;) et
les lignes de H (notées h;).
Supposons qu’on veuille construire un treillis 4-sectionné avecU = {0, 2, 4, 6, 8}.
1. La premiére section (hg = 0, hy = 2).
Nous calculons G5 = 0, G§ = 0, G(J; ={g1, g2, &3, 84}-
(1) Gy = {0} et G(J;’; = {g1, g2}, donc le code By 2 a pour matrice génératrice :

1 1
0 1]
(2) Qo = {(0, 0000, 0)} et b € {00,01,11,10}. D’apres (3.36) les arétes qui partent de sg

sont indexées par 00, 01, 11, 10 respectivement.
(3) On calcule les états dans S; en utilisant (3.37) et on trouve 0000, 1100, 0100, 1000.

Po,2(GL3) =

2. La deuxiéme section (hy = 2, hy = 4).
On trouve G5 =0, G5 = {g1, g2}, Gg = {gs, 84}
(1) C§'y = {0} et GQ’Z = {g3}, donc le code By 4 a pour matrice génératrice :

p2,4(GD5) = { 11 ]

(2) Nous construisons tout d’abord la table Q2, f étant un 2-uplet formé par une com-
binaison de a; et ag, donc f € {00, 01, 11, 10}. Les valeurs successives prises par u sont

0, g2, g1 + &2, g1 et donc ¢ € {00, 01, 10, 11}. En tenant compte que

1100

1
Hg:[ 00 0]7
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3.4. Treillis sectionné

on calcule les indices des états (dans S7) correspondant aux valeurs de u : 0000, 1100,
1000, 0100, respectivement. Nous avons ainsi obtenu :

Q2 = {(00, 0000,00), (01, 1100, 01), (11, 1000, 10), (10, 0100, 11)}.

En parcourant cette table et les valeurs deb € {00,11} on obtient en utilisant (3.36) les
indices des arétes de cette section (00, 11), (01, 10), (10, 01), (11, 00) (les paires corres-
pondent au méme sommet dans St).

(3) On calcule les états dans So en utilisant (3.37) et on trouve (0000, 0100), (0010, 0110),
(0010, 0110), (0000, 0100) (correspondant aux paires des arétes antérieures).

. La troisieme section (hg = 4, h3 = 6).
Nous calculons G% = {g1}, G5 = {g2, g3}, G} = {g4}.
(1) Cf'g = {0} et Gf::g = {gu4}, donc le code By ¢ a pour matrice génératrice :

ps(GE =1 1]
(2) Nous construisons la table Q4, f étant un 2-uplet formé par une combinaison deag et

a3, donc f € {00, 01, 11, 10}. Les valeurs successives prises par u sont 0, g3, g2 + &3, g2
et donc ¢ € {00, 11, 01, 10}. Mais

=
Il
—_ = = =
—_= O = O
_= = O O

o O O O

donc les indices des états (dans Sa) correspondant aux valeurs de u sont : 0000, 0100,
0110, 0010, respectivement. Par conséquent :

Q4 = {(00, 0000, 00), (01, 0100, 11), (11, 0110, 01), (10, 0010, 10)}.

En parcourant cette table et les valeurs deb € {00,11} on obtient en utilisant (3.36) les
indices des arétes de cette section (00, 11), (11, 00), (01, 10), (10, 01) (les paires corres-
pondent au méme sommet dans S).

(3) On calcule les états dans S3 en utilisant (3.37) et on trouve (0000, 0100), (0000, 0100),
(0101, 0001), (0101, 0001) (correspondant aux paires des arétes antérieures).

. La derniére section (h3 = 6, hy = 8).

On trouve G, = {g1, 83}, G§ = {82, 84}, Gé = 0.

(1) C¥g = {0} et G{'5 =0, donc Bg,s = 0.

(2) On construit la table Qg, f étant un 2-uplet formé par une combinaison de ag et a4,
donc f € {00, 01, 11, 10}. Les valeurs successives prises par u sont 0, g4, g2 + 84, g2 et
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Chapitre 3. Treillis associé a un code en bloc

donc ¢ € {00, 11, 01, 10}. En tenant compte que

S = = O = O

0
0
1
1
1
1

_ =0 O O O

1
1
1
1
0
0

on calcule les indices des états (dans S3) correspondant aux valeurs de u : 0000, 0100,
0001, 0101, respectivement. Nous avons ainsi obtenu :

Qs = {(00, 0000, 00), (01, 0100, 11), (11, 0001, 01), (10, 0101, 10)}.

En parcourant cette table on obtient en utilisant (3.36) les indices des arétes de cette
section 00, 11, 01, 10.
(3) On calcule les états dans Sy en utilisant (3.37) et on trouve l’état final 0000.

Tous ces résultats sont résumés par la figure 3.3 (’ordre dans les combinaisons des 2 bits est
changé en {00, 11,01, 10} pour rendre le treillis plus clair). Nous soulignons encore la symétrie par
un miroir (sauf pour les indices des états) et les deux sous-treillis paralléles et structurellement
identiques déja vus dans le paragraphe 3.1.

Fic. 3.3 — Un treillis minimal 4-sectionné a états indicés du code RM (1, 3)

3.5 Deuxiéme application : treillis des codes de Reed-Muller

Nous détaillons dans cette section les treillis sectionnés des codes obtenus via la construction
carrée. Nous allons naturellement nous reporter aux résultats dans la Section 2.2. Pour simplifier
cette démarche, nous traitons seulement la construction carrée du deuxiéme niveau.
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3.5. Deuziéme application : treillis des codes de Reed-Muller

Considérons le code C' = |Cy/C1/Cs|* de longueur 4n et sa matrice génératrice donnée par
(2.5) ou (2.6). Pour la mettre en forme TOGM, il suffit de le faire pour toutes les matrices qui
interviennent. Mais une fois la matrice Gy en forme adaptée & la structure du treillis, il en est
de méme pour Gg,1, G2 et Ga2. De plus, G(1,2) peut étre mise sous la forme TOGM :

o O =

1
1
0

= o= O
= o O

La TOGM qui sera utilisée pour la construction du treillis4-sectionné de C' = |Co/C1/Ca|* est :

1100
G=(1111)®@Gy1+| 0 1 1 0| ®G+1di®Gs. (3.38)
0 011

Utilisant les notations et les résultats de la Section 3.4.3 nous obtenons :
50 = (1111) & Goyy + (0110) @ Gy s,
i, = (1111)® G0/1 + (0011) ® Gl/Q.

GIP = (1000)® Ga, G%, = (0100) ® G,

n,2n

Gl = (0010) ® Ga, GEP,, = (0001) ® Go.

Gis = (1111) ® Gy + (1100) x Gy s,
G{L;n = (0110) x Gya,
Gg}i:’m = (0011) x G1/2,

Irs — 0

3n,4n :

Si k; désigne la dimension du code Cj, la structure du treillis a les propriétés suivantes :

1. Le nombre des états dans Sy, Sa,, et S3, est le méme :
ko—Fk
|Gl = G35, | = G5, = 27077

2. Les arétes paralléles dans chacune des4 sections sont des translatés de Co dans C/C;. En
relation (3.23) u et b sont fixés et x variable

t _fp _
x ey, (i+1)n = Cm, (i+1)n — Ca.
Chaque aréte composée consiste donc en 2% arétes.
3. Le nombre des arétes paralléles qui partent de chaque état est

‘Bin,(i-&-l)n‘ = ’Gi:j(l+1)n‘v

car en relation (3.23) u et x sont fixés et b variable, b € Bj;, (j41)n-

Cela donne 2¥0—*2 arétes divergeant de sg, 2°17*2 arétes divergeant de chaque état en S,
ou Sa,, ; tous les états en S3, convergent dans sy.
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Chapitre 3. Treillis associé a un code en bloc

4. Le nombre total des arétes composées dans la deuxiéme et troisiéme section est
2]607]622’617162 — 2k0+k’172k2'

5. Toutes les arétes qui partent d’un état dans S, ou Sa, (u seulement est fixé en relation
(3.23)) sont des translatés de Cy dans Cp.

6. Les sections 2 et 3 sont structurellement identiques. En plus les sections 3 et 4 sont les
images “par miroir” des sections 2 et 1.

7. Le nombre des sous-treillis paralléles et isomorphes, sans connexions entre eux, est

9lGo/1l — oko—Fk1
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Deuxiéme partie

Distances minimales
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Préambule

Dans ce préambule nous présentons les méthodes utilisées pour le calcul des distances mini-
males ou de bonnes bornes supérieures des codes linéaires. Par la suite nous allons analyser le
cas des codes BCH et de leurs duaux.

Tout d’abord, rappelons que trouver une borne supérieure pour la distance minimale dans un
code se réduit & la recherche des mots de petit poids. La recherche d’un mot de petit poids dans
un code intervient dans la théorie des codes, ainsi que dans la cryptographie (via les systémes a
clé publique qui utilisent les codes correcteurs d’erreurs). Une analyse de ces deux approches est
donnée en [18]; nous rappellerons ici seulement les aspects liés & la théorie des codes. Pour une
analyse sur la complexité, voir [99].

Avant tout, précisons qu’un petit poids est un poids supposé proche de la distance minimale
du code. Cela veut dire que par cette recherche nous pouvons donner des estimations (bornes
supérieures) de la distance minimale du code, ce qui est trés important car pour beaucoup de
familles de codes on ne connait que des bornes inférieures. Or il s’avére important de savoir si
ces bornes sont bonnes, sachant que la distance minimale et, plus généralement, la distribution
des poids, caractérisent la performance d’un code.

Un algorithme qui cherche un mot de petit poids sert aussi au décodage en deca de la
capacité de correction. Considérons un code C[n, k, d] de capacité de correctiont = [(d —1)/2]
et supposons qu’'un message x est un mot de code transmis avec une erreure telle que wt(e) < ¢.
Alors le décodage consiste a retrouver e (donc le mot de code), par recherche du mot de plus
petit poids dans le code C + x. Ainsi le probléme du décodage d’un code [n, k| est équivalent &
la recherche du mot de plus petit poids dans un code[n, k + 1].

Rappelons que pour certaines classes de codes les distances minimales sont connues (voir la
proposition 1.5 dans le cas des codes de Reed-Muller). Dans certains cas, le calcul des distances
minimales est facilité par l'existence de bonnes bornes supérieures ou inférieures [2|, par des
propriétés de divisibilité vérifiées par les poids des mots du code [63], par le calcul des treillis
de poids minimal ([26], [64]). Pourtant, il est montré que le calcul de la distance minimaled
pour un code arbitraire est un probléme difficile [28]. Un algorithme probabiliste qui donne une
bonne borne supérieure pour d est rappelé par la suite ; il présente ’avantage d’étre applicable &
n’importe quelle classe de codes.

Recherche des mots de poids minimal

Dans ce paragraphe, nous rappelons l'algorithme probabiliste Canteaut-Chabaud qui re-
cherche des mots de poids faible dans de grands codes (pour une description compléte de cette
approche voir [17]). L’algorithme [18, p.369| est basé sur la méthode dedécodage par ensemble
d’information.

Considérons le code C[n, k, d| de matrice génératrice G. Notons N I'ensemble {1, ..., n} des
indices des coordonnées des mots du code et G; la i-éme colonne de G. Pour chaque sous-ensemble
I de N, G = (V, W) désigne la décomposition de la matrice G par rapport a I, c’est-a-dire
V = (Gi)ier et W = (Gj)jen\r-
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Plus précisément, l’algorithme est le suivant :

Initialisation
On choisit aléatoirement un ensemble d’information I (voir Définition 1.2) et on ap-

plique I’élimination de Gauss afin d’obtenir une matrice génératrice en forme systématique
(Idg, 2);.

Jusqu’a ce qu’un mot de poids w soit trouvé

— on construit une partition aléatoire de I, I et I, telle que |I1]| = |k/2] et |I2| = [k/2].
Cela induit une partition des lignes de Z en Z; et Zs;

— on choisit aléatoirement un sous-ensemble de I’ensemble de redondance, L C J, de car-
dinal o ;

— pour toute combinaison linéaire A; de p lignes de Z1, on calcule sa restriction a L, soit
Ay, et on stocke toutes ces valeurs dans une table de hachage avec?2” entrées; par
ailleurs on a

wt(A1jr,) = p, wt(Aq)7,) =0 ;

— pour toute combinaison linéaire Ay de p lignes de Z3, on calcule Ay, et on stocke toutes
ces valeurs dans une table de hachage avec 29 entrées; par ailleurs on a

wt(Agr,) = 0, wt(Ag,) = p ;

— & partir de la table de hachage, on repére toutes les paires de combinaisons linéaires
(A1, A2) telles que Ayp, = Ay, (donc wt((A1 + A2)|) = 0) et on vérifie si

wt((A1 + A2) ) =w —2p;

si c’est vrai, alors wt(A; + A2) = w et on arréte.
— sinon, on choisit aléatoirement A € I et p € J tels que z), = 1. On remplace I par
(IN{A}) U{p}, qui est un autre ensemble d’information. On actualise la matrice Z.

La nouveauté apportée par cet algorithme est queles ensembles d’information successifs ne sont
plus indépendants les uns des autres; ainsi le nombre moyen d’itérations augmente, mais il y a
moins d’opérations effectuées a chaque itération. De plus, a la fin de chaque itération, on passe
A un autre ensemble d’information en changeant un seul élément, ce qui assure un calcul peu
cotiteux de la nouvelle matrice Z. Cela a permis notamment de trouver les distances minimales,
précédemment inconnues, de six codes BCH de longueur512.

L’algorithme est itératif. A chaque itération, si on trouve un mot de poids strictement inférieur
au plus petit poids rencontré précédemment, le programme affiche le poids et le support du mot.
Il prend en entrée la longueur, la dimension du code et le nom du fichier dans lequel est donnée la
matrice génératrice. On peut en plus lui indiquer le poids a chercher (prés de la valeur anticipée
de la distance minimale, par exemple une borne inférieure connue) et un fichier de sortie pour
les résultats. Les parametres optimaux pourn < 512 sont p = 1 et o = [log(n)/log(2)].

Nous avons appliqué cet algorithme aux duaux des codes BCH étendus (ou EBCH) de lon-
gueur inférieure ou égale & 512. Les résultats obtenus sont présentés dans le chapitre suivant.
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Application aux duaux des codes BCH

Dans ce chapitre nous considérons des codes BCH primitifs binaires et notre intérét est
focalisé sur les distances minimales des duaux de ces codes. A ce jour, seulement six distances
minimales restent encore inconnues dans le cas des codes BCH primitifs de longueur au pluss12.
La situation est loin d’étre la méme pour leurs duaux. Pourn = 128, les distributions des poids
sont données en [26]. Pour n = 256, quelques distributions des poids sont accessibles (voir le lien
[103]) et récemment a été publiée en [90] une table mise a jour des poids minimaux. L’algorithme
utilisé dans [90] est une variation de l’algorithme de Brouwer (utilisé par Magma) pour les codes
cycliques. Il prend pour paramétre un entier? plus petit que k et il travaille sur les k — ¢ premiers
shifts du polynoéme générateur, plus précisément sur un sous-code du code de départ. Bien sir,
pour des performances meilleures que Magma, le choix def est trés important.

Parmi les duaux des codes BCH de longueur 256, douze sont tels que seulement une borne
supérieure pour les distances minimales est donnée. Pour cette longueur on connait aussi des
bonnes bornes inférieures [2]. Par contre, peu est connu quandn = 512, a I'exception des codes
BCH de distance construite petite [89]. Concernant les résultats numeériques, nous concentrons
notre étude sur cette longueur. Deux méthodes sont utilisées. Premiérement, nous appliquons
I’algorithme Canteaut-Chabaud de recherche de poids minimum. Deuxiémement, nous utilisons
la décomposition carrée modifiée (voir Section 2.3), qui peut étre appliquée a n’'importe quel code
affine-invariant.

Le chapitre est structuré de la maniére suivante. La premiére section récapitule les résultats
déja connus. Le résultat principal de [6] est rappelé en Section 4.2 et par la suite nous 'appliquons
a la décomposition carrée modifiée des duaux des codes BCH en ordre standard des bits. Nous
analysons ensuite l'incidence des propriétés des codes composants sur les distances duales (voir
la premiére Remarque importante). Nos principaux résultats sont en Section 4.3. Deux sous-codes
s'imposent & "attention via la décomposition LTSC. Nous commengons par donner pour un de ces
sous-codes, noté B, une borne supérieure pour sa dimension (Proposition 4.3). Nous analysons par
la suite le role des codes Reed-Muller dans la décomposition des duaux des codes BCH (en Section
4.4). Nous montrons que, pour certaines distances construites et pour des longueurs plus petites
ou égales 4 512, B est un code de Reed-Muller. En Section 4.5, on traite les distances minimales
des duaux des codes BCH. Nous utilisons 'algorithme Canteaut-Chabaud sur le code ou sur un
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Chapitre 4. Application aur duauz des codes BCH

des sous-codes obtenus par la LTSC. Nous obtenons ainsi des nouvelles bornes supérieures pour
les distances duales des codes de longueur 512. Pour les codes de longueur 256, nous obtenons

les mémes distances minimales et les mémes bornes supérieures qu’en [90].

4.1 Distances minimales connues

Dans cette section nous faisons un rappel des résultats connus & ce jour liés au calcul des
distances minimales des duaux des codes BCH. Dans [26], une méthode basée sur le treillis associé
au code a conduit au calcul des polynémes énumérateurs de tous les codes EBCH de longueur
128. Les polynémes énumérateurs des codes BCH de longueur 127 sont facilement obtenus via le
code étendu |70, p. 232|. En passant par la transformée de MacWilliams, on obtient les polynémes
énumérateurs de leurs codes duaux et, implicitement, leurs distances minimales. Par ailleurs, ces
distances minimales peuvent étre aussi calculées avec Magma.

Pour les résultats numeériques, nous nous sommes particuliérement intéressés aux longueurs
255 et 511. La premiére démarche a été de savoir si Kasamiet al. ont poursuivi leurs calculs pour
des longueurs supérieures 4 128. Nous avons ainsi trouvé dans [103] les distributions des poids des
codes EBCH(256, k), pour k < 63, k > 207 (et avec référence théorique [34]). Par conséquent,
nous avons pu calculer les polynomes énumérateurs (donc aussi les distances minimales) des
duaux de ces codes. Onze parmi ces quinze distances minimales peuvent étre également obtenues
avec Magma. La distance minimale du code BC H* (255, 32) a été aussi obtenue en [89]. Toujours
en longueur 255, il est prouvé en [91] que la distance minimale du code BC H*(255, 56) est 64.

Comme d’habitude, I’existence de bonnes bornes inférieures peut simplifier la démarche. Le
résultat le plus important reléve de la programmation de 1’algorithme de Schaub [92] que nous
rappelons ici briévement. A chaque mot de code on associe une matrice circulante dont le rang
est le poids du mot. Pour calculer la distance minimale du code, il faudrait trouver le rang
minimal des matrices associées a tous les mots de code. Le calcul est simplifié par 1'utilisation
d’une matrice générique, dont on cherche un ensemble de lignes indépendantes. Le nombre de ces
lignes représente la borne minimale pour le rang, qu’on appelera par la suitela borne de Schaub.

Cet algorithme a été implanté par Augot et Levy-dit-Vehel [2]| avec des résultats meilleurs que
ceux des bornes théoriques. Par exemple, on obtient 16 pour le BCH* (255, 156) et comme un
mot de poids 16 a été trouvé dans ce code (utilisant Magma ou 'algorithme Canteaut-Chabaud),
nous pouvons conclure que la distance minimale est 16. La méme conclusion s’impose pour tous
les codes BCH*(255, k), 164 < k < 184, via la propriété suivante :

Lemme 4.1 La distance minimale d’un code BCH™ est une fonction décroissante de la distance
construite du code BCH.

Preuve. Soient d; < 9 les distances construites de deux codes BCH de polynémes générateurs
g1, resp. g2. Alors, par la définition d'un code BCH, leurs ensembles de définition (notés Iy
et Ip), satisfont Iy C Iy, ce qui implique g1]|g2. Nous obtenons successivement BC'H (n,d2) C
BCH (n, 1), puis BCH*(n,d1) C BCH*(n, 2) et finalement la conclusion. o

Nous devons aussi ajouter que dans certains cas (indiqués par “**” dans I’Annexe A.1), la
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borne de Schaub est atteinte et que ’algorithme Canteaut-Chabaud est particuliérement efficace.
Enfin, pour douze codes de longueur 511, nous avons pu calculer les distances minimales en
utilisant Magma et le lemme 4.1. (se reporter a ’Annexe A.1 pour ces résultats numériques et
leurs références).

A la fin de cette section, un petit bilan s'impose : pour 12 codes de longueur 255 et la plupart
des codes de longueur 511, la distance minimale reste inconnue. Par la suite, nous présente-
rons une méthode qui, bien que plus générale, permettra d’affiner les bornes pour ces distances

minimales (voir Annexe A.2).

4.2 Sur la construction carrée modifiée des codes BCH

Nous traitons dans cette section le cas des codes affines-invariants (voir la définition 1.15), et
en particulier les codes EBCH primitifs. Tout d’abord, nous faisons quelques considérations sur
I'importance de la construction carrée modifiée (LTSC). Rappelons que la matrice génératrice
d’un code C = ||A/B||? est de la forme (voir Section 2.3) :

Gap Ga/p
Gp 0
0 Gp

Remarque importante. Un code mis en forme LTSC devient particuliérement intéressant pour la
recherche des mots de petit poids, grace aux blocs de zéros. La borne suivante sur la dimension
k de C' étant évidente

d < min{dp, d (4.1)

<A/B,Zx7§>}’

notre intérét se dirige vers I’étude des codes B, (A/B, //17%) et A. Cela inclut dimensions, dis-
tances minimales (ou bornes supérieures) et, bien str, comparaisons avec les codes connus. Com-
paré au code C, le code B est de longueur moitié et de dimension plus petite, donc pour une
majorité des cas si n < 512, ses paramétres peuvent étre calculés en utilisant Magma. Vu que
dans certains cas on obtient des codes de Reed-Muller, on cherchera & associer les codes RM de
fagon précise (voir Section 4.4).

Concernant le code (A/ B, ;17}/3 ), on peut obtenir une matrice génératrice telle quekp colonnes
sont nulles en G 4/, ainsi qu’en Gm (plus précisément, les colonnes correspondant a l’ensemble
d’information de B, voir le lemme suivant). Via la relation (2.12), plus la dimension de B est
grande, plus la dimension et la longueur effective du code (A/B,Z?E) deviennent petites. Cela
nous permet de réduire la longueur effective de ce code dans le calcul de sa distance minimale.

Notons que kp est lié & k4 par 'égalité k4 + kp = k, donc une caractérisation des codes A
est aussi importante. Les codes A peuvent étre comparés avec les codes EBCH® ; un exemple est

indiqué & la fin de la Section 4.4. O

Lemme 4.2 On peut construire la matrice génératrice du code (A/B, /%) telle que le nombre

des colonnes nulles soit au moins égal a2kp, ot kp est la dimension du code B.
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Preuve. Soit Ip 'ensemble d’information du code B, qui a évidemment pour cardinal kg. On
pourra supposer que chaque colonne dans A/B qui correspond & un élément dans I contient
un seul 1. Choisissons donc une de ces colonnes et notons-las.

Les mots de code dans A/B sont des représentants des translatés de B dans A. On consideére
seulement la colonne ¢ de ce code et on veut montrer qu’on peut se ramener au cas ol cette
colonne est nulle. En effet, 8'il existe un 1, il suffit de considérer la différence du vecteur v dans
A/B qui le contient et du vecteur dans B qui a un 1 sur la colonne i. Ce vecteur restera toujours
dans le méme coset de B que v. On peut donc toujours annuler les colonnes dans A/B qui
correspondent & Ip. On aura les mémes colonnes nulles dans m , d’ou1 la conclusion. o

Remarque 4.1 Pour tous les codes EBCH* que nous étudions, la matrice du code complément
renvoyée par Magma a 2kp colonnes nulles.

Le reste de la section est dédié & la mise en forme LTSC des codes affines-invariants. On
commence par le passage a l'ordre standard des bits [6]. Rappelons qu’on travaille avec un code
C de longueur 2™, donc ses coordonnées peuvent étre indexées par un élément X € Fom. Soit

(o, a1y« ooy Qp—1) (4.2)

une base de l'espace vectoriel Fam sur Fo. Chaque X peut étre représenté par le m-uplet [ X] =
(bo, b1, ..., bm—1) € F', tel que b; € {0, 1} pour tout i € [0, m — 1] et

m—1
=0

Mettre un code affine-invariant C' dans 'ordre standard des bits consiste & construire un code

équivalent en permutant chaque coordonnée indexée par X en position j+ 1 dans C, ot j a pour
représentation en base 2 le m-uplet ¥[X]. Par conséquent :

bo, b1, ..., bjm—2,0) si X € Fj

vIX] = { Ebo, bis ...\ bmo, 1§ si X €, (43)

ou Fp et F1 sont définis en Définition 2.6. Une fois cette permutation déterminée, nous passons

a la décomposition du code permuté, en calculant le code raccourci B (donc la somme directe

B @ B) et par la suite en déduisant le code complément. Cette construction est particuliérement

intéressante quand on travaille avec des codes EBCH, vu la construction de leur matrice de

controle. La construction de cette matrice en ordre standard des bits respecte l'algorithme donné

en |6, Appendix]|.

Soit BCH (n, §) un code BCH primitif de longueur n = 2™ — 1 et de distance construite

d =2e+ 1. Soit I = {iy, ia, ..., ic} I'ensemble de définition de ce code et H, la représentation

de sa matrice de controle sur Fom, ot v est une racine primitive dans Fom. La matrice H, est

donc de la forme :

1 ot o2 . odit . "2
1 o2 o¥ .. oz ... o720

: (4.4)
1 ale q?e .. olte . 272
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4.2. Sur la construction carrée modifiée des codes BCH

avec j € [0, n — 1]. En ordre classique, la coordonnée en position j sera notée X = a. Pour
obtenir la matrice de parité du code étendu sur Fom, ﬂa, il suffit d’ajouter une colonne nulle et
une ligne (1, 1,..., 1). La nouvelle coordonnée sera notée par I’élément 0 de Fom.

Mettons la matrice H, en ordre standard des bits. Cela signifie qu’on ordonne les éléments de
Iensemble {0} U{a?, j € [0,2™ —2]} par rapport auz décompositions en base (4.2) Evidemment,
la colonne nulle reste la premiére et notons a® la nouvelle coordonnée en position 7 + 1, j €

[0, 2™ — 2]. La matrice ainsi permutée, notée H,,, a pour (j + 1)-iéme colonne le vecteur :
1125 1225 tezi\t
(™%, Q"% L o),

Pour obtenir la matrice de controle binaire en ordre standard H' , il suffit de remplacer chaque

entrée o**% dans

1 1 1 1 .. 1 . 1
0 1 a2 oh1%2 . aft%m . gitfem2
7 1221 1222 ’iQZj 1229m _o
H,=101 «a « e« L@ , (4.5)
0 1 afe®r qler2 | qgleri | gler2m—z

par sa représentation en la base (4.2).

Remarque importante. Les colonnes sont maintenant indexées par 0, o® = 1,0 = a =
(0,1,0,...,0),0®2 =1+« = (1,1,0,...,0), ..., a% = @[j + 1], ...,a®"-2 = ¢[2™ — 1], ou
¢ est ici la décomposition en base 2 d’un entier. (Il

Une fois cette matrice construite, nous pouvons énoncer le résultat principal de cette section
(voir la définition 2.9 pour la récursivité) :

Théoréme 4.1 [6, Théoréme 4] Les codes affines-invariants (et en particulier les EBCH primi-
tifs -et leurs duauz-) sont des codes LTSC réversibles symétriquesrécursifs.

La preuve nécessite le résultat auxiliaire suivant :

Lemme 4.3 Pour tout i € [1, m], on considére deur m-uplets :
~0'=(0,...,0,1,0,...,0) qui a toutes les coordonnées nulles, sauf celle en positioni—1 ;
~wl=(1,...,1,0,...,0) qui a toutes les i premiéres coordonnées 1, et les m — i autres
sont nulles.

Soient les permutations affines T¢ définies par
P[X] = P[X] + o

et 7t définies par
YX] = YIX]+ "

Alors, la permutation affine " échange les n/2 premiéres et derniéres coordonnées du code, et

la permutation 7,7 inverse lordre des coordonnées.
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Preuve. (du lemme) Fixons la j-iéme colonne j € [1, 2™71] d’indice ¢[j — 1] = (bg, b1, - - -, bm—2,
bm—1). Alors 72" transforme (bg, b1, ..., bm—2, bym—1) en (bo, b1, ..., bjp—2, b—1+1), donc ¢[j—1]
devient ¢[j — 1 + 2™71]. On conclut que 77 échange la j-iéme colonne avec la (j + 2"~ 1)-iéme
colonne (et réciproquement).

De plus 7" transforme (bg, b1, ..., bm—2, byp—1) en (bo+1, b1+ 1, ..., byp—a+ 1, byp—1 + 1),
donc ¢[j — 1] devient

PH—1)+1+2+... 42" =9¢2" —1—(j —1)].

On conclut que 7, échange la j-iéme colonne avec la (2™ — j + 1)-iéme colonne (et réciproque-
ment). o

Preuve. (du théoréme) La preuve est basée sur 'application successive du lemme précédent, en
considérant les permutations affines 7 ~% et 7%, pouri € {1, 2, ..., m—1} (on a déja vu le cas
i = 0). Mais le code étant affine-invariant, il est invariant par rapport aux deux permutations. Le
résultat du lemme signifie que le code est symétrique et réversible du premier degré. Les valeurs
de ¢ plus grandes que 0 justifient la récursivité. Pour la démonstration compléte voir |6]. o

Remarque 4.2 Tout code affine-invariant de longueur 2" est de degré de décomposition m.

4.3 Borne sur la dimension du code B

Dans cette section nous considérons les codes cycliques primitifs (de longueur2™) en tant
que codes dans une algébre de corps (pour plus de détails voir [21]). Cela nous permet de mener
une étude théorique du code B et de donner une borne supérieure de sa dimension, obtenue par
la décomposition carrée modifiée des codes affines-invariants (voir le théoréme 4.1).

Par la suite nous notons par F le corps de décomposition Fom de X2"~1 — 1 sur Fy. Nous
considérons pour ’espace ambiant de ces codes 'algébre du groupe additifF sur Fy. Cette algébre
sera notée A = Fo[{F, +}]. Tout élément de A est une somme formelle :

x:g rg X7, avec x4 €.
g€eF

L’addition et la multiplication par scalaires se font par composantes et la multiplication est

donnée par la multiplication dans F [21, p. 974]. Le décalage d'un mot de codex = ) z,XY
geF
est le mot ) x, X, ol «v est une racine primitive (2" — 1)-iéme de l'unite.
geF
Considérons 'application Fo-linéaire de A sur F suivante :

bs Za}ng = nggs, (4.6)
geF geF
on0<s<2m—1et0=1.
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Définition 4.1 Un code C binaire cyclique de longueurn impaire et d’ensemble de définition I
est défini par le systeme d’équations suivantes :

C={xeA: ¢sx)=0, Vsel}. (4.7)
Le code dual peut étre défini de fagon analogue, G partir de 'ensemble de définition
It={sel0,n—1] : n—s¢lI}. (4.8)

Dés que 0 ¢ I, on peut étendre le code C' en utilisant le bit de parité; 'ensemble de définition
du code étendu EC est I U{0}. Par conséquent,

Définition 4.2 Le code étendu du code cyclique C' est défini par les équations suivantes :

¢s(x) =0, Vsel et nggo =0. (4.9)
g€eF
Proposition 4.1 Dans l’espace ambiant A = Fo[{F,+}], soit EC' un code cyclique étendu de
longueur 2™ et d’ensemble de définition Ipc. Le code EC a pour ensemble de définition :

IgcL = [0, 2m — 1}\{—8 D se IEC}'

Preuwve. L’ensemble Igpc est un sous-ensemble de [0, 2™ — 1], contenant 0 et invariant sous la

multiplication par 2 (mod 2™ — 1). D’apres la relation (4.8) on a :
IEcL = {SE[O, 2m_1] : 2m—1—8§éIEc}. (4.10)

Mais t ¢ Ipco implique 2™ — 1 —t € Ige donce (—t) € Igc. Par conséquent, Ipo1 ne contient
pas les opposés (modulo 2™ — 1) des éléments de Igc. o

On conclut que 'ensemble de définition de EC étant connu, on peut facilement déduire celui de
EC*. Pour simplifier, l’ensemble de définition de EC- sera noté ici par Z. Notons que 0 € Z.

Par la suite, nous considérons un code affine-invariant EC' de longueur 2 en forme carrée
modifiée et nous donnons une borne supérieure pour la dimension du codeB. Comme il avait été
souligné en Section 2.3, la dimension du code B joue un role clef dans la recherche des mots de
petit poids dans EC. Bien sir, tous ces résultats sont valables dans le cas des codes EBCH..

Nous rappelons que les codes qui nous intéressent, EC, sont mis en ordre standard des bits,
donc les coordonnées sont indexées par des éléments dansFom, qui vérifient la relation (4.3).
Pour x € ECH, x= 43X, nous choisissons la notation

geF
Yyg sig € Fy
Ty = ]
zg sige€ Fy.
m—2
Pour tout g € Fj il existe b; € Fy, 0 < i < m — 2, tel que g = > bjay; + aup—1. Notons
i=0
m—2 '
g = > bia;, donc
i=0
g=g + am_1. (4.11)
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Maintenant remarquons que le code B @ B est un sous-code de EC de dimension 2kp. En tant
que sous-code, nous savons déja qu’il satisfait les équations du code :

Za?ggs =0, Vsel.
geF

Mais la dimension du code B& B étant plus petite en pratique, nous essayons de trouver d’autres
propriétés pour ce code. Pour cela nous calculons ¢s(x) pour s ¢ Z et x = (y,z) € B& B :

Dowgd = Dy D 20 = D U+ Y 2ghan (g + amo)’

geF g€EFy geF g€eFy g'eFy
— s S\ s—i
= Yg9~ + Zg'+om—1 i g (m-1)
g€Fy g'€Fy i<s
. s " s—1
= E Ygg + E Zg'+oum_1 E g (Oémfl)
g€eFy g'€Fy 1=s
_ 2 : s § : s—1 § %
- ygg + (amfl) Zg+a7nflg
g€k i=s IS
s s s—1 7
= E :3/99 + E :Zg+ozm—1g + E (Qm—1) E Zg+am-19
g€Fy geFy 1<s g€Fy
s s—1 7
= E (Yg + 2Zgtam 1)9° + E (m-1) E Zgt+am-19 -
gEFy 1<s g€eFy

Dans les précédentes équations, X désigne [’ordre partiel, défini par

(20, %15 -+ tm—1) = (50, S1,.-., Sm—1) si et seulement si i; <s;, Vje[0,m—1], (4.12)

ou (i, i1, -+, im—1) €t (So, S1,..., Sm—1) sont les décompositions binaires de, resp. s. Le théo-
réme de Lucas donne

) =1(mod 2) siet seulement si i =< s.
i

Mais z € B implique (0,2z) € B @ B, donc il existe un ¢ € B tel que y; = Zgta,,_1, V9 € Fo.

Nous concluons par

nggs = Z (Y9 + 2g+am-1)9" + Z(am—l)ki Z y;;gi- (4.13)

geF geFy 1<s g€y

Proposition 4.2 La restriction de ¢s au code B ® B est application nulle, pour touts € 1.
De plus, avec la notation

S={j¢7 : Vi<j=ieTl}, (4.14)
on a :
bs(y, z) = Z (yg + zg+am71>gs7 (4.15)
g€Fo

pour chaque s € S et touty, z € B.
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Preuwve. Pour s € S, la relation (4.13) peut étre écrite de la facon suivante :

Z 199" = Z (Wg + 2g+am—1)9" + Z (Qm—1)*" Z y;gi'

geF geFy 1<s,1€T geFy

Etant donné que (y’,0) € ECt, ona > y;gi =0, Vi € Z, et (4.15) est prouvée. o
geFy

Remarque 4.3 Si I'ensemble S contient une seule classe cyclotomique, elle est forcément celle

du minimum (en ordre partiel) des non-zéros du code. En fait, siS = (i) et il existe j tel que

j <1, via la définition de S on conclut que j € 7.

Proposition 4.3 Notons par (B, B) le code de matrice génératrice(Gp, Gpg). Alors la restriction
de ¢s a (B, B) est Uapplication nulle, pour chaque s € T U S. Par conséquent, la dimension de
B, kp, vérifie

ks = kg, < 2" — (Z] +|5]).

Preuve. Comme (B, B) est un sous-code de B & B, la relation (4.15) est vérifice. Mais x =

(y,2z) € (B, B) implique ¥y = Zg+a,,_, pour chaque g € Fp. o

Remarque 4.4 Larelation kg < (2" —|Z])/2 étant évidente, il s’ensuit que la borne précédente
est intéressante seulement quand 2™ — (|Z] + |S]) < (2™ —|Z|)/2 donc si |S| > (2™ — |Z])/2.

Corollaire 4.1 Supposons que pour un s € S il existe un seul i (i € Z) tel que ¢ < s. D’aprés
la définition de S, cela signifiec que i = 0 et s est une puissance de 2, s = 2™, Alors, pour tout

(y, z) € (B, B), nous trouvons y’ =y dans la relation (4.13) et ¢s(y,2z) = (m-1)*" > y,9".
geFy
Plus précisément,

¢2"(Y7Z) = (am—1)2nWt(y)v V(y, Z) € (Bv B)

4.4 Codes EBCH?' versus codes RM

Dans cette section nous étudions les codes obtenus par la décomposition carrée modifiée des
codes EBCH™, en essayant d’identifier des codes connus. Le noyau de cette section sera la relation
entre les codes EBCH" et B, d’un part, et les codes de Reed-Muller (RM), d’autre part. Nous

commencons par rappeler :

Proposition 4.4 [70, p. 383] Le poingonné du code de Reed-Muller RM (r,m) est le code cy-
clique de longueur 2™ — 1 dont le polynome générateur a pour racines l'ensemble deso’, pour
tous les i dont la décomposition binaire est de poids < m — k.

Les deux résultats suivants sont bien connus et sont obtenus facilement par une simple inclusion
entre les ensembles de définition. Par la suite, (7) désigne la classe cyclotomique dei.

Proposition 4.5 Le code BCH binaire primaitif au sens strict de longueur2™ — 1 et de distance
construite § contient le code de Reed-Muller poingonné d’ordrer RM*(r, m) pour toutd < 2" —
1.
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Proposition 4.6 La relation EBCH(2™,5) C RM(r,m) est vraie pour toute valeur o stricte-
ment plus grande que le plus grand représentant de poidsm —r — 1 d’une classe cyclotomique
modulo (2™ — 1).

Preuve. En terme d’ensembles de définition, I'inclusion s’écrit :
{s : wt(s) <m—r—1}C U(S)
5<0

Si un élément est dans I’ensemble de gauche, alors toute sa classe cyclotomique y est. Il suffit de
considérer seulement un représentant de la méme classe cyclotomique, et que le plus grand de
ces représentants soit plus petit qued. o

Le passage aux codes duaux donne le plus grand entier r1 et le plus petit entier ro tels que :
RM (ry,m) C EBCH*(2™,8) C RM(ry,m), (4.16)
pour m et 0 fixés.

Remarque 4.5 [56] Tous les codes étant en ordre standard des bits, les inclusions suivantes

sont vérifiées :

RM(r,m) C EBCH(2™,2"™ " —1), pour 1<r<m (4.17)
RM(r, m) C EBCH™*(2™, q(m,r)), (4.18)

pour une fonction g(m,r) telle que ¢(m, 1) = 5, g(m, 2) = 2l™/2) 1 3.

Remarque 4.6 On peut améliorer la borne de Schaub [1] pour un des codes étudiés en le
comparant avec un code de RM via la proposition 4.5. Ainsi, on peut facilement prouver que
tout code EBCH de distance construite 6 < 31 contient le code RM(3, 8); par conséquent, le
code EBCH™ (256, 108) est contenu dans le code RM(4, 8). La borne de Schaub donne 26, mais
le code RM(4, 8) ne contient pas des mots de poids 26. Ainsi la borne monte & 28 (voir Annexe
Al).

Dans le tableau suivant nous avons listé les valeurs ded pour lesquelles RM (r,m) est le plus
grand RM inclus dans EBCH*(2™,5) pour un r fixé et m € {7,8,9}.

| RM(r,m) | 6duBCH | RM(r,m) | 0duBCH |

RM(1,7) | 3<4<9 | RM(5,8) | 95 <45 <119
RM(2,7) [11<s<21 || RM(6,8) | =127
RM(3,7) | 23<4<43 | RM(1,9) | 3<40<17
RM(4,7) | 47<0<55 | RM(2,9) | 19<5<73
RM(5,7) | 6=63 | RM(3,9) | 75<0<85
RM(L,8) | 3<4<17 || RM(4,9) | 87<45 <171
RM(2,8) | 19 <4 <37 | RM(5,9) | 175 < < 219
RM(3,8) |39 <4 <85 | RM(6,9) | 223 <4 <239
RM(4,8) [87<d<91 || RM(7,9) | =255
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Sachant que tous les codes en (4.16) sont en ordre standard des bits, nous les mettons en forme

carrée modifiée. Rappelons la relation (2.8) :

[ Grom—=1)  G(r,m—1)
Glrm) = I 0 G(r—1,m—1)
[ A(r/(r=1),m—=1) A(r/(r—1),m —1)
= G(r—1,m-—1) 0
i 0 G(r—1,m-—1)

Considérant les codes raccourcis sur les 2™~! premiéres coordonnées, nous déduisons :

RM(r1—1,m—1) C B(2™,0) C RM(ro — 1, m — 1), (4.19)

oil B(2™,6) désigne le code B obtenu par la décomposition de EBCH-(2™, ).
Maintenant nous nous intéressons au calcul exact du code B en remarquant tout d’abord
que parfois la décomposition du code EBCH(2™,6) donne un code RM pour le code B. Nous

essayons donc de trouver toutes les valeurs ded pour lesquelles

B(2™,0)=RM(r—1, m—1). (4.20)

Si m est fixé, une méthode consiste en la décomposition de tous les EBCH-(2™,6) et le calcul
de la dimension (et la distance minimale) de B. Si nous obtenons les parameétres d’un code
Reed-Muller, nous vérifions directement ’égalité (par exemple avec Magma), car les deux codes
sont tous les deux en ordre standard des bits. Nous présentons dans le tableau suivant toutes les
valeurs de 6 pour lesquelles la relation (4.20) est vraie (aussi & une ligne de la matrice génératrice
prés), quand m € {5,6,7,8,9}.

| B | om 5 [ B | om g |

RM(0, 4) 32, {3,5} RM(3,6) + [64,1,12] 128, 47
RM(1, 4) 32,7 RM(4, 6) 128, 63
RM(2, 4) 32, 15 RM(0, 7) 256, {3,5,7,9}
RM(0, 5) 64, {3,5} RM(1,7) 256, {19,21}
RM(1, 5) 64, 11 RM(2,7) 256, 39

RM(2,5) + [32,1, 8] 64, 23 RM(4,7) + [128,1, 16] 256, 95
RM(3, 5) 64, 31 RM(5,7) 256, 127
RM(0, 6) 128, {3,5,7,9} RM(0, 8) 512,3 <6 < 17
RM(1, 6) 128, {11,13} RM(1, 8) 512, {19, 21, 23, 25}

RM(1,6) + [64,1,28] | 128, {15,19} | RM(1,8) + [256,1,128] | 512, {27, 29, 31, 35}
RM(2, 6) 128, {23,27} RM(6, 8) 512, 255

Remarque importante. Pour r et m fixés, on peut facilement remarquer que le plus petitd dans
le tableau (sl existe), est le minimum des ¢ plus grands que le plus grand représentant de poids

r dans une classe cyclotomique modulo (2™ — 1) (via la Proposition 4.6). O

Les résultats numériques indiquent que dans la relation (4.19), 'ordrer; — 1 est respecté, mais
Iordre ro — 1 peut étre encore réduit dans plusieurs cas. Cela suggére de considérer qu’il suffit
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de chercher les cas pour lesquels l'inclusion
RM(ry —1,m—1) C B(2™,§) C RM(ry, m — 1) (4.21)

est verifiée. Dés qu’un § qui verifie (4.20) est trouve, on doit aussi essayer les distances construites
plus grandes que cette valeur, car dans plusieurs cas le code B est le méme pour différents
EBCH™(2™,6) (voir les résultats numériques en Section A.2).

Par la suite, nous essayons d’appliquer la borne donnée par la proposition 4.3. Nous allons
donc nous intéresser de plus prés au code (B, B).

Remarque 4.7 Supposons qu’on arrive & montrer une relation du type (B, B) C RM(r,m),
pour un certain r. Alors I'espace engendré par les lignes de (Gp,Gp) est un sous-espace de
I’espace engendré par le lignes de la matrice

G(ir,m—-1) G(r,m—1)
0 G(r—1,m-—1)

et finalement B C RM (r,m—1). Le passage de (B, B) a B, réduit donc par conséquent seulement
la longueur et non pas l’ordre.

1. pour § € {3, 2™ 1} évidemment,
B(2™,3) = RM(0,m —1) et B(2™,2™ ' —1)=RM(m —3,m —1);

2. pour § = 5, I'ensemble de définition de EBCIH-(2™,5) est [0,2™ — 1]\{(—~1) U (—3)}. Mais
—1=(0111...1), =3 = (0011...1), donc S = (—3). Maintenant (B, B) est un sous-code
du code d’ensemble de définition [0,2" — 1]\(—1) qui est précisément formé par tous les
entiers de poids < m — 1, donc RM(1,m). Cela implique B C RM(1,m — 1). Les calculs
donnent B = RM(0,m — 1) pour m > 5.

3. pour § = 7, ensemble de définition de EBCIH-(2™,7) est [0,2™ —1]\{(—1)U(=3)U(-5)}.
Mais —1 = (0111...1), =3 =(0011...1), =5 =(0101...1), donc S = (—3) U (—5) et par
conséquent (B, B) est un sous-code du code d’ensemble de définition formé par les entiers
de poids < m — 1, donc RM(1, m). Les calculs donnent B = RM(1,m — 1) pour m =5 et
B=RMO,m—-1)sim>T1.

Comme nous avons déja vu dans la section précédente, il est trés important que le cardinal de
I’ensemble S soit le plus grand possible. Un tel cas estm = 8 et § = 19. L’ensemble de non-zéros
du code EBCH*(256,19) est

(15) U (31) U (47) U (61) U (63) U (95) U (111) U (119) U (127).

Sachant que les décompositions binaires sont15 = (11110000), 31 = (11111000), 47 = (11110100),
61 = (10111100), 63 = (11111100), 95 = (11111010), 111 = (11110110), 119 = (11101110),
127 = (11111110), alors

15 < 31, 15 < 47, 15 < 63, 15 < 95, 15 < 111, 15 < 127
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et finalement
S = (15) U (61) U (119).

Maintenant I U .S contient tous les entiers de poids < 4 et on déduit
(B,B)C RM(8—4-1,8), BCRM(3,7),

mais en fait B = RM(1,7) (voir les précédents tableaux).
Probléme ouvert : Trouver tous les codes EBCH* pour lesquels le code B est un code RM.

Une autre possibilité pour montrer qu'un code B est un RM est tout simplement de montrer
qu’il a la dimension du plus grand RM qu’il contient (voir les précisions précédentes). Pour cela
le calcul de la dimension de A est suffisant — voir la relation (2.12). Les codes A sont LTSC et,
vu les parameétres de certains d’entre eux, on pourrait penser a une relation avec les duaux des
codes EBCH de méme longueur. Comme exemple, si A(2™, ) désigne le code A construit via la
décomposition LTSC de EBCH* (2™, 6), nous obtenons que les codes A(128,9) et EBCH™ (64, 11)
(tous les deux en forme LTSC) sont deux codes [64, 28, 14] qui ne sont pas égaux mais :

A(128,9) N EBCH™*(64,11) = A(128,7).

Probléme ouvert : Est-ce qu’on peut obtenir une relation analogue pour d’autres longueurs et
pour d’autres distances construitesd ?

4.5 Reésultats numériques

Dans cette section nous analysons les résultats numériques, qui ont été obtenus via 1’algo-
rithme Canteaut-Chabaud et la décomposition en forme carrée modifiée des codes EBCH-.

Les bornes supérieures obtenues en utilisant I’algorithme probabiliste sont marquées parA en
Annexe A.1. Pour quelques codes, nous n’avons pas obtenudrﬁaX par Papplication directe de I’al-
gorithme, mais en exploitant la monotonie de la distance minimale (Lemme 4.1). Comme exemple,
dés qu'un mot de code de poids 64 a été trouvé dans EBCH* (512, 37) et dans EBCH* (512, 57),
alors pour tous les codes EBCH* (512, §), 37 < § < 57, la valeur attendue pour dg,,, est 64. Le
méme argument conduit & la conclusion qued,. = 32 pour d tel que 87 < § < 107.

Quelques contradictions dans les résultats apparaissent dans le casn > 512, si k est prés de
n/2, car pour toute longueur fixée la complexité de l’algorithme est maximale quandk = n/2.
Ainsi, dés qu’on trouve un mot de poids 64 dans EBCH*(512,37), nous avons prouvé (via le
Lemme 4.1) I'existence des mots de poids plus petits ou égaux 464 dans tout EBCH(512,9)
avec 0 > 37. Cependant, nous ne pouvons pas obtenir directement un tel mot de code dans tous
les cas; par exemple, pour d = 57 et § = 73 seulement un mot de poids 82, resp. 66, a été trouvé.
Ces valeurs sont gardées dans nos tableaux, méme si elles sont affinées par la LTSC (via la borne
en (4.1)).

En Annexe A.2 nous listons les décompositions LTSC de tous les codes EBCH" de longueur
32 < n < 512, en particulier des bornes nouvelles pour les distances duales de ces codes en
longueur 512. Les paramétres dans les tableaux sont :
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1. 4, la distance construite du code BCH ;
2. k, la dimension du code EBCH* correspondant ;

3. di,, désigne une borne supérieure de la distance duale (en italique) ou la distance duale
(obtenue dans tous les cas en utilisant Magma [71]); quand on donne deuz valeurs pour
d#wx, la premiére (obtenue par la LTSC), affine la deuziéme (obtenue par [’algorithme
probabiliste).

4. A et B sont les codes obtenus par la décomposition LTSC du code EBCH-(n, §) en ordre
standard des bits;

5. (A/B,z%) est le code obtenu en considérant le complément de EBCH" par la somme
directe B ® B ;

6. ’avant-derniére colonne dans nos tables indique le nombre de colonnes nulles dans une
matrice génératrice du code (A/B, A/B);

7. la derniére colonne donne I'ordre du plus grand code RM contenu dans EBCH-(n, 6).
Considérons la construction LTSC des codes EBCH™(n, §1) et EBCH™(n, &), qui satisfont

61 < 0y = EBCH™*(n, 6;) € EBCH™"(n, ). (4.22)

Ces codes sont mis par la suite en ordre standard des bits par la méme permutation, et 'inclusion
est encore vérifiée. De plus, on peut facilement déduire des inclusions similaires pour les codes
correspondants A et B, via leur définition. Utilisant cette monotonie, nous soulignons au passage
que tous les codes A (resp. B) de paramétres identiques sont égaua.

Remarque 4.8 Les paramétres des codes composants sont obtenus par Magma. Seulement les
valeurs en italique sont des bornes supérieures et non des distances minimales exactes. Concernant
les codes (A/B, ZE?), les bornes plus fines (en deuxiéme position dans la sixiéme colonne) sont
obtenues en appliquant ’algorithme probabiliste ; de plus pour ces codes, une inclusion du type
(4.22) n’étant pas envisageable, on doit tester les codes un par un pour évaluer leur distance

minimale.

Probléme ouvert : Vu les estimations des distances minimales des codes (4/B, m) dans
I’Annexe A.2, peut-on montrer que leur distance minimale est une fonction décroissante ?

Un autre aspect important est que pour plusieurs codes EBCH", les codes A ou les codes
B sont égaux. Une possible explication de ce résultat est donnée par le raisonnement suivant.
Supposons que pour une longueur 2" et un certain é la décomposition en forme LTSC du code
EBCH" est connue. Nous voulons maintenant en déduire la décomposition du code “suivant” (par
rapport a 0). Il s’agit juste d’ajouter un bloc de m lignes a la matrice génératrice et d’essayer
d’établir si elles vont s’ajouter a la somme directe de B @& B et/ou au code complément. En
analysant les paramétres des codes B donnés en Annexe A.2, on remarque que dans la plupart
des cas c’est soit la somme directe, soit le code complément qui change de dimension. Dans ces
cas, une relation de récurrence sur les dimensions peut étre déduite. Il reste a identifier les cas
ou les deux dimensions changent, de quelle valeur, et de déterminer comment cela dépend des
deux d impliqués.
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Remarque importante. Pour tous les codes de longueur 256 pour lesquels on donne en [90] seule-
ment une borne supérieure, nous avons trouvé un mot de poidsd:, . dans le code (A/B, 1/4175)
De plus, dans tous les cas pour n < 128 et pour presque tous les cas sin = 512, un mot de ce
poids a été trouvé dans un des codes B @& B (ou tout simplement B) et (A/B, %) Ainsi, ces
codes sont potentiellement des sous-codes de poids minimal

Cependant, il y a aussi des exceptions. Pour EBCH(512, 175) nous n’avons pas pu trouver
un mot de poids 14 en B, donc on conclut qu’il doit se trouver dans un translaté de B @ B par
rapport au code complément. Deux autres exemples sontd = 117 et § = 123. Par contre, pour
6 = 35 nous avons trouvé un mot de poids 106 dans le code complément, affinant ainsi la valeur
obtenue par l'algorithme de recherche de poids minimum. O

Probléme ouvert : Etudier si les codes B et (A/B, %) contiennent des mots de petit poids
si n > 512 et pour d’autres classes de codes; de plus, analyser si ce résultat dépend de 'ordre
standard des bits.

L’ordre du code de Reed-Muller dans la derniére colonne est déduit de la Proposition 4.6
en passant aux codes duaux. Nous insistons encore une fois sur le fait qu’il faut commencer &
chercher un code RM dans la cinquiéme colonne & partir de la ligne qui correspond au changement
de l'ordre du code RM dans la derniére colonne.

Les codes RM contenus dans les codes EBCH- donnent des bornes sur les distances mini-
males. Trés fines en longueur 256, elles ne le sont plus en longueur 512, ou la distance minimale
décroit trés vite. Par exemple, en longueur 256 pour 19 < § < 37 on a d < 64, et on estime
36 < d < 60. Pour ¢ € {39, 43, 45}, on obtient (via les RM) d < 32 et nos calculs donnent pour
0 = 39 exactement 32.

En longueur 512, pour 55 < § < 73, on obtient 56 < d < 64, tandis que les codes RM donnent
128. De méme, pour 75 < § < 85, on obtient d € {48, 56}, tandis que les codes RM donnent la
valeur 64 trouvée bien avant! On suppose que cela vient du fait que les codes B sont beaucoup
plus grands que les codes RM, méme si c’est plutot dans le code complément(A/B, 1%) qu’il
faudra chercher les mots de poids minimal. Cette observation est renforcée aussi par ’exemple
§ = 87 : le code B est plus “prés” de RM(3,8) et on atteint 32 pour B, ainsi que pour EBCH?.

4.6 Autour des codes EBCH

Revenons maintenant a l’article de Desaki et al. [26] sur les distributions des poids des codes
BCH de longueur 128. A partir des résultats numériques, ils ont déduit le résultat suivant :

Théoréme 4.2 Les codes EBCH(128, k) et EBCH(128, 128 — k) ont la méme distribution des
poids, pour tout k € {29, 36, 43, 64, 85, 92, 99}. Plus particuliecrement, le code EBCH128, 64, 22)
est formellement auto-dual (c’est-a-dire le code et son dual ont la méme distribution des poids
tout en étant différents).

Remarque 4.9 En utilisant les distributions des poids des autres codes EBCH de longueur
128, nous avons pu calculer les distributions des codes duaux, via la transformée de Mac-
Williams. Nous avons ainsi trouvé EBCH(128, 8) = EBCH (128, 120)*, resp. EBCH(128, 15) et
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EBCH(128, 113)+, ont la méme distribution des poids, ainsi que EBCH(128, 22), EBCH(128,106)".
Alors le résultat du Théoréme 4.2 reste valable pour toutk.

Nous nous sommes intéressés & une justification théorique de ce résultat et a des possibles géné-
ralisations, tout cela & travers la construction LTSC pour les codes EBCH (pour plus de détails
voir [75]). Pour ce qui est des généralisations par rapport a la longueur, on pourra avoir des
propriétés similaires seulement dans le casm impair [23].

Un cas trés facile a étudier estm = 5, donc des EBCH de longueur 32. On trouve EBCH(32, 16,
8) qui est auto-dual. Rappelons que dans ce cas nous avons EBCH(32, 16, 8)=RM(2, 5) De plus,
EBCH(32, 26, 4) =EBCH(32, 6, 16)" et les codes EBCH(32, 21, 6), EBCH (32, 11, 10)* ont la
méme distribution des poids, donc la propriété décrite par le Théoréme 4.2 reste valable pour
n = 32.

Examinons maintenant de plus prés ces codes, en les mettant en forme LTSC. Les paramétres
de leurs constructions sont indiqués en Annexe A.2. Pour le code EBCH32, 16, 8) on obtient
A/B = ZF/E (ce qui améne & une construction carrée pure) et A = B+, donc le code est auto-
dual. Pour les codes égaux EBCH(32, 26, 4) =EBCH(32, 6, 16)*, les codes A sont égaux, ainsi
que les codes B. Pour la paire des codes qui ont la méme distribution des poids, les codesA sont
égaux, les codes B sont équivalents et, par conséquent, les codes A/B sont équivalents. Mais les
codes A/B U Z?E ne le sont pas, méme s’ils ont la méme distribution des poids.

Passons au code formellement auto-dual EBCH(128, 64, 22). On commence par décomposer
en forme LTSC le code EBCH(128, 64, 22)* ; sa matrice génératrice est de la forme :

Ga/p Gasp
Gp 0
0 Gp

Par la suite la matrice génératrice du code EBCH(128, 64, 22) est (d’aprés le Théoréme 2.1) :

Gpijar Gpija
G 0
0 G

On veut comparer les grands codes & partir des codes composants, par exemple voir s’ils sont
équivalents ou faire apparaitre des propriétés qui puissent justifier I’égalité des polynémes énu-
mérateurs. Nous avons notamment obtenu que les codes B et A sont de paramétres [64, 15, 24],
ne sont ni égaux, ni équivalents, mais ont le méme polynéme énumérateur :

2% + 23522024 + 691223028 + 1423823232 + 6912228136 + 235224024 + ¢/64,

On conclut que le code A contient un sous-code B de méme polynéme énumérateur que A+, mais
il n’est pas auto-orthogonal (c¢’est-a-dire inclus dans son dual). Une idée pour approfondir I'étude
est de passer au degré de décomposition suivant, donc d’utiliser la récursivité de la construction
carrée modifiée.
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4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous donnons des bornes supérieures nouvelles pour les distances duales
des codes EBCH binaires de longueur 512. Deux sous-codes sont d’une importance particuliére,
car ils contiennent trés souvent des mots de poids minimum (sauf en trois cas sin < 512). Ces
bornes ont été obtenues avec un algorithme probabiliste, confirmées et méme affinées en certains
cas par la décomposition carrée modifiée (LTSC).

La LTSC est particuliérement intéressante pour des codes de grande longueur ; notamment elle
est facile & construire pour tous les codes EBCH et leurs duaux. Par la suite nous sommes amenés
a travailler avec des codes de longueur et dimension réduites (voir Remarque importante en
Section 4.2). Ainsi, nous proposons quelques pistes pour une approche théorique. Les recherches
a venir pourront s’orienter vers la caractérisation des codes A et B, leurs propriétés algébriques

et les liens avec d’autres codes affines-invariants.
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Troisiéme partie

Enumérateurs des poids
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Codes cycliques auto-duaux

Les codes cycliques sont bien connus dans la théorie des codes correcteurs d’erreurs. Nous
pouvouns citer, par exemple, les codes Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (BCH) et les codes résidus
quadratiques (QR), qui sont des codes de référence. Pour tous ces codes, définis sur un corps
fini IF, la longueur n du code et la caractéristique p du corps F vérifient p.g.c.d. (n, p) = 1. Par
contre, pour les codes cycliques & racines multiples de longueur n sur [F, n est divisible par p.
Meéme si Castagnoli el al. ont prouvé en [24] que ces codes ne peuvent pas étre meilleurs que
les codes cycliques & racines simples, les codes cycliques & racines multiples restent des objets
intéressants.

Dans ce chapitre, nous considérons des codes cycliques binaires & racines multiples. Sloane
et Thompson ont introduit la classe des codes cycliques auto-duaux (a racines multiples) [93].
Notamment, ils ont prouvé que ces codes sont de Type I (voir définition 1.5). Par ailleurs, van
Lint a montré que les codes cycliques a racines multiples peuvent étre obtenus via la construction
dite |ulu + v| [65]. Le travail décrit dans ce chapitre est basé sur ces résultats.

Nous utilisons les résultats de van Lint en [65] pour obtenir une construction carrée pour
tous les codes cycliques binaires & racines multiples. Nous montrons aussi que la construction
lulu + v| joue un role clef pour la réduction de la complexité dans le calcul des polynémes
énumérateurs. Concernant les codes cycliques auto-duaux (c.a.d. ), leurs polyndémes générateurs
sont explicités dans [93]. Mais ces codes étant de Type I [93, Th. 1], nous pouvons calculer
certains polynémes énumérateurs des codes c.a.d. en utilisant leur code ombre [25].

Le chapitre est organisé de la fagon suivante. En Section 5.1 nous présentons les notations
spécifiques a ce chapitre et rappelons quelques résultats de base. Nous analysons la matrice
génératrice des codes cycliques & racines multiples en Section 5.2. Nous généralisons d’abord
les résultats de van Lint. Nous déduisons par la suite la construction carrée en Section 5.2.2;
finalement nous étudions la classe des polynémes générateurs qui sont des polyndémes carrés
(théoréme 5.5).

Dans la Section 5.3, nous restreignons 1’étude aux cas des codesc.a.d. et particuliérement au
calcul de leurs polynémes énumérateurs. Notamment, nous décrivons I’ensemble de ces codes pour
des longueurs allant jusqu’a 120. Ces codes n’étant pas tous inéquivalents, nous allons énumérer
seulement les représentants des classes d’équivalence. Nous proposons aussi une expression simple
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pour les polynémes énumérateurs des codes donnés par une construction carrée (voir théoréme
5.8), que nous appliquons par la suite & deux classes spéciales de codesc.a.d. (Section 5.3.3).
Nous présentons ensuite la méthode de l'ombre du code, utilisée pour le calcul des polynémes
énumeérateurs des codes ¢.a.d. Finalement, nous comparons les différentes méthodes utilisées pour
le calcul de ces polyndémes; ainsi, nous avons pu calculer les polynémes énumérateurs de tous
les codes c.a.d. de longueurs inférieures ou égales 4120, a I'exception de deux codes de longueur
112 et de deux codes de longueur 120. Les résultats numériques sont résumés dans la Section B.

5.1 Préliminaires

Considérons un code cyclique C' de longueur n et de polynome générateur g(x). Le polyndome
réciproque de g sera noté par j@ :
g(w) = 2% g (z 7).
Le code dual C* de C est par conséquent un code cyclique de polynéme générateur(z"+1)/ ;@
Alors le polynome générateur d’'un code cyclique auto-dual (c.a.d. ) de longueur n vérifie :
g(2)g(x) = 2" + 1. (5.1)
Evidemment, pour tout entier positif n il existe a > 0 et b impair tels que n = 2%, et par
conséquent
"4+ 1= (2b +1)%".

Définition 5.1 Soit s un entier tel que 0 < s < b et soit k le plus petit entier positif tel que
s2F = s (mod b). Notons par o une racine primitive b-iéme de l'unité. Le polynéme minimal de

o’ sur Fy est
MP ()= ] (=),
iec®
ol
C® = {s, 2s,..., 28" s} (mod b)

est la classe cyclotomique de s modulo b.

Alors la relation (5.1) devient
2[1

g(@)g(@) = @+ 1)* = |[[ MO )| . (5.2)
o®

ou chaque terme dans le produit correspond & une classe cyclotomique et apparait2® fois. Par
la suite nous allons déduire une formule pour le polynome générateur des codesc.a.d. et prouver

le résultat suivant :
Théoréme 5.1 Les codes cycliques auto-duauz sont des codes cycliques & racines multiples.

Nous rappelons que :
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Définition 5.2 Un code cyclique binaire & racines multiples C' est un code cyclique de longueur
n = 2% sur Fa, ot a > 1 et b impair. L’ensemble de définition de C est [’ensemble de toutes les

racines du polyndéme générateur, considérées avec leurs multiplicités.

Définition 5.3 [93] Une classe cyclotomique est appeléesymeétrique si —s € Cs(b) et asymétrique
autrement. L’ensemble des classes asymétriques se divise enpaires asymétriques (Céb), C’(,bg),

Preuve du théoréme 5.1. Le polynéme générateur de tout code c.a.d. satisfait (5.2), plus préci-

sément

o@)g@) = [ MO@> [ MO@)*

C§b>sym. C§b>asym.
= I MP@* I M@ M@ (53)
Céb)sym. paires asym.
Soit g de la forme
o) = I MP@+ [[ MO@" M@, (5.4)
C§b>sym. paires asym.

ou les i5 sont des entiers dans 'intervalle [0,2?]. Par la suite on veut déduire les conditions sur
is pour que g de la forme (5.4) satisfasse (5.3).

Il est facile de prouver que si Céb) est symétrique (donc Cgb) = C(_bg), alors

-
MP (z) = MP) (),

tandis que si Céb) et C(_ 5) forment une paire asymétrique on a :

b

MO (@) = MY (x)

Donc, suite a (5.4) on a :

o) = I MO@= T MO MO (55)

Céb)sym. paires asym.

Remplagant g et ‘g dans (5.3) par (5.4) et (5.5) on déduit :

2ty =29 si Cs(b) symétrique
o ®)  A(b) (5.6)
is+i_s =2% si(Cs’, C1)) paire asymétrique.
En conclusion
a—1 7;3 b a*is
g@)= [T MO@P ™[I @) (@), (57)
Cgb)sym. paires asym.

)

NN . . . b)
ou a chaque terme du premier produit correspond une classe cyclotomlqueCﬂg , & chaque terme

du deuxiéme produit correspond une paire asymétrique ((ng) , C’(_bs)

I'intervalle [0, 27].

) et is est un entier dans
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La formule (5.7) impliquea > 1 et, via la définition 5.2, on obtient la conclusion. o

Dans la section suivante nous allons étudier les codes & racines multiples via leurs polynoémes
générateurs, pour appliquer par la suite ces résultats & la sous-classe des codesc.a.d.

Le polynéme générateur g d'un code cyclique a racines multiples C' de longueur 2 admet
une décomposition unique

g9=9gi g5 .. goa. (5.8)

Les polynémes g;, 1 <14 < 2% qui ne sont pas égaux a1 sont des diviseurs premiers entre euz de
z® + 1 - ce qui implique l'unicité. Notons que les ¢; sont sans facteurs carrés, car b est impair.

En utilisant cette décomposition et les constructions introduites dans la Section 2.1, nous
obtenons quelques codes particuliers pour lesquels nous adopterons lesnotations suivantes :

— C" le code cyclique de polynéme générateur g ... g;:

— C%J la somme |ulu +v| de C? et C7 ;

- Ci =t /C7 pour i < j, plus précisément ’ensemble des représentants des translatés de

C7 dans C* ;
— O%% 1a somme |ulu+v| de C7 et C*¢ pouri < j <k </{;
— G, GBI GYI | resp. GY sont les notations similaires pour leurs matrices génératrices.

5.2 Résultats généraux

Dans cette section, nous allons introduire une nouvelle caractérisation pour la matrice géné-

ratrice des codes cycliques a racines multiples, basée sur la construction|uju + v| itérative.

5.2.1 Sur la construction |uju + v|

En [65], van Lint a proposé de considérer, 4 équivalence prés, les codes cycliques a racines
multiples via la construction |[uju + v| . Il a montré le théoréme suivant dans le casn = 2b, b
impair, et a indiqué que ce résultat peut étre généralisé pour les longueursn = 2%b, a > 2.

Théoréme 5.2 [65] Soit b un entier impair et g1, g2 deuz diviseurs premiers entre euz dex® 1.
Considérons C1 le code cyclique binaire de longueur b et générateur g1 et C? le code cyclique
binaire de longueur b et générateur gigs. Alors, le code cyclique binaire C' de longueur 2b et

générateur g3gy est équivalent a la somme |ulu + v| de C' et C2.

Maintenant nous allons exposer précisément la généralisation du théoréme 5.2. Nous considé-
rons un code cyclique a racines multiples C' de longueur 2% (a > 2 et b impair) et de polynome
géneérateur g.

1. Préliminaires :

1 .. g2 I'unique décomposition de g telle que les polynomes g;, i € 1,29,

— Soit g%agga_
sont des diviseurs premiers entre eux de 2?4 1.
— Pour chaque entier ¢ dans l'intervalle [1,2%], on construit le code cyclique binaire de

longueur b et générateur gi ... g;, noté C.

2. Etapes de la construction :
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5.2. Résultats générauz

— Premier pas : Pour chaque entier i € [1,2971], nous construisons la somme |[u|u + v| de
C?=1 et C?%, notee C%—12,

— Deugiéme pas : Pour chaque i € [1,2%72], nous construisons la somme |uju + v| de
O3, 42 of CAi=L4i pot6 4340

— Troisiéme pas : Pour chaque i € [1,2973], nous construisons la somme |uju + v| de
CBI=T,8i~4 of CBI=3.8i yot6e OBI-T8i

et 0271412

. . a—1
— Le a-i¢me pas : Nous construisons la somme |[u|u + v| de C12 , et nous

obtenons le code C12", qui est équivalent a C.

Par la suite, nous donnerons une formule simple pour la matrice génératrice deC2*. On re-
marque facilement que le i-éme bloc de lignes contient G* ou la matrice nulle. Il reste donc a
identifier les positions nulles.

Pour cela, nous associerons a la matrice génératrice de la somme|uju + v| de deux codes, la

1 1
Gg) = [ 01 ] : (5.9)

et nous soulignons que ces deux matrices ont une et la méme position nulle.

matrice

Les matrices génératrices intervenant au deuxiéme pas de la construction seront associées au
produil de Kronecker de deuzieme niveau de G 39y défini par

Gz Giog)

G(22722) - G(g’g) ® G(272) - 0 G(2 2)

Evidemment, la matrice génératrice obtenue a la fin de la construction a les mémes positions
nulles que le produit de Kronecker de a-ieme niveau de G o o)

G(za—lza—l) G(Z"'_l,Qa_l)

G(2a’2a) == G(Qa—lza—l) ® G(2,2) == (510)

O G(2a—172a—1)

Notons par £, pour i € [1, 2971], et v, pour i € [1, 29, la i-éme ligne de G (2a-1 20-1), TESD.
G (90 ,24). La formule précédente implique

i si i€ [1,2071),

(e, 0)
= e 5.11
" {(O,W N oside 207 41,29 (5.11)

Nous avons ainsi prouvé le théoréme suivant. Rappelons queC' est un code cyclique & racines
multiples de longueur 2%b (a > 1 et b impair) et de générateur g; la notation C%J a été expliquée
a la fin de la Section 5.1.

Théoréme 5.3 La matrice génératrice de CH2" est :
G =Gter+ P ert+...+G¥ or¥, (5.12)
ot les ' ont été précédemment définis. Le code C-2" est équivalent a C.
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Chapitre 5. Codes cycliques auto-duauz

. : . 4 .
Exemple : Construisons la matrice génératrice de C*2". Pour cela nous devons connaitre la
matrice du produit de Kronecker de 4-iéme niveau. Nous commencons par calculer

1111

1 1

Gl ) = G2 Ge2 _ 0 0

0 Gpg 0 011

0001

et
(1111111 1]
01010101
00110011
G2z G 00010001
G =G ® Go9) = @ ’ =

(23,23) (22,22) (2,2) 0 G (22 92) 00001111
0000O0T1T01
0000O0O0T11
(0000000 1]

De la méme fagon on calcule G (21 54) et on identifie les lignes r* de cette matrice. En utilisant la

formule (5.12), on conclut :

(' GGG G GGG GGG
0 G2 0 G> 0 G> 0 G2 0 G*> 0 G2 0 G* 0 G@G?
0 0 G* G o 0 GG 0 o0 G G2 o 0 G G
o 0 o G 0o o o G* 0o o o G 0o o0 0 Gt
0O 0 0 0 GG GG 0 0 0 0 G G G &
o 0 0 0 0O G o0 GS% o o O O O GS o @GS
o 0 0o 0 O O G'"G" o o O O O O G G

GL16 _ o 0 o 0 o O O G¢8 o o O O O O 0 G®
o 0 0 0 O 0O 0 0 & & & & & & & &

o 0o 0o 0 O O O 0O 0 GY o @GY% o @G© o @g'°

o 0o o 0 O O O O 0 o0 GH g o 0o Gt gt

0o 0o 0 0 O O O 0 0 O 0 G2 o0 0 0 GY

0o 0 0 0O O O O 0 0 ©O0 0 0o GB GgB¥ GgB g3

o 0 0 0 0O O O O O O O O o0 G* o0 ag“

0o 0 0 0O O O O 0 0 O 0 0 0 0 GP® @GP

0 0 0 0 0 OO 0O 0 O 0O 0 0 0 0 GY]

5.2.2 Plus sur la matrice génératrice

Dans cette section nous obtenons une construction carrée pour tous les codes cycliques bi-
naires & racines multiples. Cela peut étre aussi interprété comme une extension de laconstruction
dite “gluing” décrite par [84, Th.107, p.177| pour des codes auto-duauz.
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Théoréme 5.4 Tout code cyclique binaire & racines multiples C de longueur n et polynéme
générateur g est équivalent & une construction carrée C ~ |A/BJ?, avec A et B deuz codes de
longueur n/2 qui peuvent étre calculés précisément en fonction den et g. En terme de maitrices

génératrices on a

Gp 0
X Gp
G ~ 0 Gg |, ou Ga= o (5.13)
Ga/p GasB 4/B

La preuve de ce théoréme utilise le lemme suivant :

Lemme 5.1 Soit F1 et s deux codes cycliques de longueur impaireb et de générateur ey, resp.

erea. Alors on peut prendre pour code E1/Es le code cyclique de générateur e = (2 4 1)/es.

Preuve du lemme. Notons par E le code cyclique de générateur e ; on doit montrer que £+ Ey =
Ey et que EN Ey = {0}. En écrivant e = (2° 4 1)e1/(e1e2), nous déduisons facilement :

— FE est un sous-code de E1, car e est divisible par e; ;

— kg =b—dege =deges = kg, — kpg,.
Pour conclure il suffit de vérifier que E N Ey = {0}. En vertu du Th. 5.16 de [41, p. 55], le code

E> N E a pour polyndéme générateur :
p.p.cm. (erea, e1(z® +1)/(eres)).

Mais ey, e et (#°41)/(e1ea) sont premiers entre eux, carz’+1 est sans facteurs carrés. On conclut
que E2NE = {0} car il a pour générateur ejea(x®+1)/(e1e2) = 2°+ 1, tout en étant de longueur
b. o

Remarque 5.1 Avec les notations & la fin de la Section 5.1, le lemme 5.1 est vrai pour toute
paire de codes C* et C7, avec i < j.

Preuwve du théoréeme 5.4. Nous commencons par écrire n = 2%, avec a > 1 et b impair (voir la
deéfinition 5.2). La preuve est basée sur la décomposition unique du générateurg donnée par la
relation (5.8).

Pour a = 1, le polynéme générateur g se décompose en gigs, avec g; et go deux diviseurs
premiers entre eux de 2° 4+ 1. Nous considérons les codes C' et C? de générateurs g1, resp. g192
(voir théoréme 5.2). La remarque 2.2 et le lemme 5.1 étant vérifiés par ces codes, nous obtenons
la conclusion en choisissant Gp = G* et G4/ p = G'/2 (le générateur de C'V/2 étant (z° 4 1)/g2).

Dans le cas général, pour tout entieri € [1,2% '] nous construisons le code cyclique Ci/2 7

de générateur

(2 +1)g1 ... gi
g1-.-Ga-14y
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Utilisant les relations (5.11) et (5.12), nous déduisons :

20— 1
G ~ Y Glar+GF g
=1
2a—1
_ Z [Gza—lﬂ‘ + Gi/Qa‘lJri] @i+ G2V g g2t

i=1

_ Z G2t g [ri + T,Z“*lﬂ'} 4 G2 g

_ Z G2a 1+z EZ gz) (0752)} + Gi/2“*1+i ® (fl,gl>
2a—1

_ Z G2 1+z ez 0) + (07”‘)] + G2 i ® (Ei’gi)

2a— 1
= YT e (0,0)+ G e (0,0) + G e (0,0,

i=1

ot 'on somme des matrices génératrices comme cela est expliqué en Section 2.1. La preuve est
compléte si on consideére :

2a71
Go 3 G g
i=1
et
2a—1
Gap= G ' *gl (5.14)
i=1

5.2.3 Un cas particulier

Dans cette section, nous restreignons notre étude au cas ou toutes les racines deg ont une
multiplicité paire. Afin de simplifier notre démarche, nousnotons par S(A, B) la somme |u|u+
v| de deux codes A et B, et par G(A, B) sa matrice génératrice.

Lemme 5.2 Considérons deux codes A et B de méme longueur. Alors

S(A® A, B® B) ~ S(A, B) ® S(A, B).
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Preuve. Si nous notons par G4 et Gp les matrices génératrices des codes A et B, nous obtenons

Ga 0 Ga O

GAe A BeB) = | 494 GA@A]: 0 Gi 0 Ga

0  Gpos 0O 0 Gg 0 |
0 0 0 Gp

Ga G4 O 0 Gy Gy 0 0

0 0 Ga Ga | 0 Gp O 0 | G(A,B) 0

0 Gp O 0 0 0 Ga Ga 0 G(A,B)

0 0 0 Gp 0 0 0 Gp

o

Le résultat de ce lemme sera appliqué de fagon récursive pour prouver le théoréme suivant :
Théoréme 5.5 Soit C un code cyclique de longueur 2%b et générateur g = g%agga_Q e GBaq.

Soit C' le code cyclique de longueur2°~'b et de générateur g’ tel que g’2 = g. Alors le code C' est
équivalent & C'®C’ ; par conséquent, I’énumérateur des poids deC est le carré de l’énumérateur
des poids de C'.

Preuve. Sia =1, via le théoréme 5.2, le code C' est équivalent 4 S(C’,C") = C' @ C’. Supposant
a > 2, les codes C et C’ sont deux codes cycliques a racines multiples, pour lesquels on applique la
construction décrite dans la Section 5.2.1. Pour chacun de ces codes on calcule un code équivalent
en a pas (resp. en a — 1 pas).

En construisant le code équivalent 4 C, nous adoptons la stratégie suivante : au premier pas,
les sommes |uju+ v| sont en fait des sommes directes. Aux pas suivants, les sommes|uju+ v| et
les sommes directes commutent comme dans le lemme 5.2, et il suffit d’itérer le procédé. Au
passage, au pas i de la construction du code équivalent & C on trouve des sommes directes des
codes obtenus au pas i — 1 de la construction du code équivalent a C”.

Construction du code équivalent a C’ :

— Préliminaires : Comme ¢ = g%a_lggkl_1 ... goa_1, ON construit, pour tout i € [1, 2¢71],

les codes A* de générateur g19s...g2—1-

Premier pas : Pour tout i € [1,272] on construit les codes :
S(AZTL A%, (5.15)

— Deuziéme pas : Pour tout i € [1,2%73] on construit les sommes |uju + v| des codes en
(5.15) :

S(S(AY=3, A%=2) §(At—1 A1), (5.16)

— Le (a — 1)-iéme pas : On obtient le code

S(S(...S((S(AY, A?),S(A3, AY)), (S(A5, A5), S(AT, 4%))),...)). (5.17)
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Construction du code équivalent a C' :

— Préliminaires : Comme g = g%aggafz .. .gga_l, on construit, pour tout ¢ € [1, 2%], les codes

de générateur g192 ... gi, avec
g =1, Viell, 2¢71.
A’ étant le code de générateur g1g3 ... ¢g2i_1, on a construit ainsi la suite des codes :
AL AL A2 A2 AT AT (5.18)
— Premier pas : Pour i € [1,2%7!] on calcule les sommes |u|u + v| des codes en (5.18) :
S(A, A = Ao A" (5.19)

— Deuzi¢me pas : Pour tout i € [1,2972], nous appliquons le lemme 5.2 pour les codes A%~!

et A% et nous obtenons les codes :
S(AQZ'—I D A2i—17A2i @ AQZ) — S(A%—I’A%) D S(A%_I,Azi). (520)

Soulignons que les S(A%~1, A%) sont exactement les codes obtenus en relation (5.15), donc
au premier pas de la construction du code C’.
— Troisiéme pas : Pour chaque i € [1,2%73], nous appliquons le lemme 5.2 aux codes

S(A4i—37A4i—2) ot S(A4i—1’A4i)
et nous obtenons les codes :

S(S(A4i73’A4i72) @ S(A4i737A4i72), S(A4ifl’A4i) D S(A4i717A4i)) _
= S(S(ATT, A7), §(ATTL AT)) @ S(S(ANTE, ANTE), 5(AT T, AT)).

Soulignons qu’on a retrouvé les codes intervenant dans la relation (5.16).

— Le a-iéme pas : On calcule la somme |ulu + v| des deux codes obtenus au pasa — 1 et,
via le lemme 5.2, on obtient la somme directe du code en (5.17) avec lui-méme, donc la

conclusion.

5.3 Enumérateurs des poids

Dans cette section nous travaillons avec des codes c.a.d. binaires de longueur 240 (a > 1 et
b impair) et polyndome générateur g. Tous les résultats numériques ont été obtenus en utilisant
MaGMA [12].
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5.3.1 Enumeération des codes

Nous nous sommes intéressés premiérement au nombre des codesc.a.d. de longueur n < 120,
inéquivalents et différents de 1. Les polynomes générateurs de ces codes sont calculés en utilisant

la formule (5.7), ce qui implique :

Théoréme 5.6 [93] Le nombre des codes c.a.d. distincts de longueur n = 2%, a > 1, b impair,
est (29 +1)°®) | 04 §(b) est le nombre de paires de classes cyclotomiques asymétriques modulob.

Remarque 5.2 Il a été prouvé en |11]| que, dans le casn = 2b (b impair), un code c.a.d. sur Fy
peut étre obtenu comme image de Gray d'un code c.a.d. de longueur b sur Fa + ulFs.

Les résultats se trouvent en Section B.1, ot I’ensemble de définition] de chaque code est décrit
comme réunion de classes cyclotomiques. La classe Cgb) est notée par (s), afin de simplifier les
notations. D’autre part, la notation (s)?, i > 1, signifie que la classe (s) est répétée i fois.

Nous avons prouvé qu'il existe (@& équivalence prés) :

— Un code pour les longueurs n dans {14, 30, 46, 78, 94, 110}.

— Deux codes pour n € {28, 60, 92, 102}.

— Trois codes pour n € {90, 98}.

— Quatre codes pour n € {42, 56, 70, 120}.

— Cinqg codes pour n = 62.

Huit codes pour n = 112.

— Douze codes pour n = 84.
Nous vérifions I'inéquivalence de ces codes en calculant le nombre de mots de poidsd, 6 ou 8. Il y a
quelques exceptions : deux codes ¢.a.d. [62, 31, 8] et deux codes ¢.a.d. [62, 31, 10] ont les mémes
distributions des poids. Nous prouvons leur inéquivalence en utilisant la fonctionlsEquivalent de
MAGMA. La méme fonction induit [’équivalence des deux codes c.a.d. [98, 49, 4]. Pour n = 62 et
n = 102, I’équivalence a été prouvée en utilisant le théoréme 1.1.

Pour certains codes, les méthodes précédentes ne peuvent pas étre appliquées. 1l s’agit des
deux codes c.a.d. de longueur 90 pour lesquels nous avons réussi & prouver le résultat suivant :

Théoréme 5.7 Les deuz codes c.a.d. [90, 45, 8] sont équivalents.

Preuve. Nous utilisons la construction carrée pour ces codes (voir le théoréme 5.4). Leurs po-
lynomes générateurs sont décomposés de facon unique :g = giga, oil g1 et go sont des diviseurs
premiers entre eux de z*° + 1. Leurs ensembles de définition sont donnés en Section B.1, et de
plus go est identique pour les deux codes. Les codes C'Y/2 sont par conséquent identiques, étant
engendrés par (245 4 1)/g2. Via la fonction IsEquivalent de MAGMA, on vérifie que les codes C?
sont équivalents, considérant au préalable leurs codes duaux (voir la remarque il1.1). On conclut
que les codes c.a.d. [90, 45, 8] sont équivalents (cf. la forme de leurs matrices génératrices en
relation (5.13)). o

Les distributions des poids de tous les codes c.a.d. de longueur < 62 peuvent étre calculées
(par exemple, en utilisant MAGMA). Par la suite nous allons analyser seulement les codesc.a.d.
de longueur n > 62.
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5.3.2 Cas général, complexité

Les polynémes énumérateurs des codes cycliques binaires & racines multiples peuvent étre
calculés en utilisant la construction carrée de ces codes. Par la suite nous allons exprimer préci-

sément ces polynoémes énumeérateurs.

Théoréme 5.8 Soit C un code donné par une construction carrée, C = |A/B|*. Le polynome

énumérateur de C' vérifie

Wel(z, y) = Z WE ol y). (5.21)
acA/B

Autrement dit, W peut étre calculé dés que les polynémes énumérateurs des284/B translatés de

B sont connus.

Preuve. La matrice génératrice du code C = |A/B|? étant de la forme (5.13) :

Gg 0
0 GB )
Ga/p GasB

chaque mot du code C' peut étre exprimé par
(b1 +a,ba+a) ou by,bs e B et a€ A/B.
Alors

Wc(x, y) _ anfwt(v)ywt(v): Z Z Z xnfvvt(bl+a)fvvt(szra)ywt(b1+a)+wt(b2+a)
veC aGA/B bi1€Bb2eB

— Z Z xn/wat(b1+a)ywt(b1+a) > Z xn/wat(b2+a)ywt(b2+a)
acA/B |bieB b2€B

= Z W%—i—a(xa y)
acA/B

o

Corollaire 5.1 Via le théoréme 5.4, la formule (5.21) est valable pour tout codeC cyclique a
racines multiples, et en particulier pour tout code c.a.d.

Nous nous sommes aussi intéressés a la complexité du calcul des polynémes énumérateurs;
plus précisément, la complexité est une fonction dek,,p. Rappelons que tout code cyclique a
racines multiples C de longueur 2%b, a > 1 et b impair, est équivalent & une construction carrée,
avec une matrice génératrice de la forme (5.13) et de plus (voir la relation (5.14)) :

20.—1
Gap=Y Gt
i=1

Rappelons que :
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5.8. Enumérateurs des poids

A ., . . a 9a_ N
~ le polynéme générateur du code C' se décompose de facon unique en g2 g% L goa, ol

les polynoémes g;, i € [1,2%], sont des diviseurs premiers entre eux dex® + 1.
— les codes C" sont les codes cycliques de longueur b et polynéme générateur gigo . . . g;. Leur
matrice génératrice est notée G'.

Si |G| désigne le nombre de lignes d’une matrice G, on calcule :

20,—1 2a—1 20.—1
kap = |Gaspl = DO 1G7 = 3(G = 1G*T ) = Y (ko = kgae1ii) =
=1 =1 i=1
20—1 i 20— 14y 20—1 |ga—14; i
= > ||b=D degg | = [b— D degg; || =D | D degg;—> degg;| =
i=1 j=1 j=1 i=1 | j=1 j=1
20,—1 2a—1+,L' 2a—1
= Z Z degyg; = Z(deggi—i-l +deggiy2 + ... +deggoa-1y;) =
=1 j=i+1 =1

= deggs +2deggs+3deggy... +2°71 deg goa-141 + ... +2deggoa_1 +deggoa. (5.22)

Remarque 5.3 La relation (5.21) s’applique pour le calcul des énumérateurs des poids si le
nombre des translatés intervenant ne dépasse pas228.

5.3.3 Deux cas particuliers

Dans cette section nous présentons deux cas ol I’énumérateur des poids d’un code cyclique
a racines multiples peut étre facilement calculé en utilisant le polynéme énumérateur, supposé
connu, d’un code de longueur plus petite.

Premiérement, comme corollaire du théoréme 5.5, nous avons obtenu les distributions des
poids de quelques codes c.a.d. de longueur n et de générateur ¢’ 2, en utilisant les distributions
des poids des codes c.a.d. de longueur n/2 et générateur ¢’, qu’on peut calculer avec MAGMA.

Exemple : Nous avons appliqué cette premiére méthode a quatre codes de longueurs84,
un code de longueur 92, quatre codes de longueur 112 et deux codes de longueur 120 (voir les
résultats en Section B.2).

Deuxiémement, nous utilisons le théoréme suivant :

Théoréme 5.9 Soit C' un code cyclique de longueur n = 2b(b impair) et générateur g(x) =
(z + 1)g1(z)?, g1 étant un polynome irréductible surFo.

Alors Uénumérateur des poids deC est égal d la partie de poids pair du carré de [’énumérateur
des poids du code de générateur g;.

Preuve. Notons par C! et C? les codes de polynomes générateurs g1 (z), resp. (z +1)g1(x) ; plus
précisément, C? est le sous-code de poids pair de C'. La construction décrite dans la Section
5.2.1 implique que C' est équivalent & la somme |u|u 4+ v| de C* et C2. 1l s’ensuit que C''/2 peut
étre engendré par n'importe quel mot de code de poids impairw € C' et la matrice génératrice
de C peut étre exprimée par (voir la preuve du théoréme 5.4) :

Gz 0
0 G2
W W
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Notons par Wi, Wie, Wi, les polynomes énumeérateurs de C', de sa partie de poids pair, resp.
de sa partie de poids impair. Si 4; désigne le nombre des mots de poidsi dans C!, on a

Wilw,y) =Y A"y = > A"+ Y ATy = Wi+ W,
=1

1€[1,n], pair 1€[1,n], impair

Ensuite, le théoréme 5.8 donne :
Wo = Wea + Wi,y = (Wie)? + (Wio)2.
Mais W? = (Wi)e + (W3), et par ailleurs
Wi = (Wie + Wio)® = [(Wie)? + (Wi0)?] + 2WieWio = We + 2Wi Wi,

donc finalement
We = (Wh)e.

o

Exemple : Nous avons calculé le polyndéme énumérateur de I'unique code c.a.d. de longueur
94 comme étant la partie de poids pair du carré de I’énumérateur du code résidu quadratique
[47, 24, 11].

5.3.4 L’ombre d’un code

Dans cette section, nous utilisons une méthode développée dans [25] pour calculer les énu-
mérateurs des poids des codes cycliques auto-duaux.

Définition 5.4 Soit C un code auto-dual, Cy le sous-code de C :
Co={x € C|wt(x) =0(mod4)},
et notons Co = C\Cy. Le code S, dit ombre du code C, est défini ainsi :
u-v=0, sivel
S=<u] ‘ .
u-v=1, sive(y
Remarque 5.4 On peut facilement prouver que Cy est un sous-espace de C' de codimension 1,
donc le sous-code Cy est le translaté de Cy :
Cy =x+4Cp, V x tel que wt(x)=2(mod 4).

Remarque 5.5 Si C est un code de Type II, alors Cy = () et S = C = Cy. Par conséquent, la
construction de l’ombre est intéressante seulement dans le cas des codes de Type L.

Nous résumons dans le théoréme suivant quelques propriétés importantes du codeS. Pour plus
de détails, notamment pour le cas plus général des codes auto-orthogonaux, voir [25, Th.5| et
[41, Th.6, p. 202].
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Théoréme 5.10 Soit C' un code auto-dual de Type I. L’ombre S du code vérifie :

1. S est le translaté du code C ; plus précisément S = C3-\C.

2. S n’est pas un code linéaire.

3. st We(x,y) = Zn: Azl et We(x, y) = f: B;x" "y’ sont les polynomes énumérateurs
de C, resp. S, ;;)(;LS pouvons écrire =

[r/8]
Wo(z, y) = Y aj(2® +y*)"* Y[ayP (2® — y*)?, (5.23)
i=0

pour des entiers a; a déterminer, et déduire

[n/8]
Ws(z, y) = Z (_1)jaj2n/2—6j(xy)n/2—4j(x4 — M (5.24)
§=0
Eléments de preuve. L’inclusion suivante étant évidente :

CocC=Ctcoy,

et sachant que |C/Co| = 2, il s’ensuit que Cg- est une réunion de deux translatés de C, ou bien
de quatre translatés de Cjy. 1l existe donc un w € Col\C tel que :

Cy =C+(w+C).
On en déduit que
S=w+C=w+ (CoUCs) = (w+ Cp) U(w+ Cy),

donc 'ombre du code C' est un translaté de C' et une réunion de deux cosets de Cy. De plus :

u+v€{C’g, S%U.,VGW—FC()Oflu,VEW-i-CQ, (5.25)
Cy, stuew+Cyetvew+ Oy
En résumant, la somme de deux vecteurs dans S est dans C', donc S n’est pas linéaire.

o
Par conséquent, nous pouvons restreindre notre étude au calcul des variables inconnuesay, . .., a|,/3)

(ap = 1). La stratégie est de calculer une partie de ces coefficients en utilisant le code et autre en
utilisant son ombre. Par la suite nous présentons les étapes pour les deux codesc.a.d. [102, 51, 6].

1. Nous obtenons a;, i € {1, 2,..., 8} en utilisant le code C :
nous obtenons A;, i € {6, 8, 10, 12, 14, 16} en utilisant MAGMA ;
nous résolvons un systéme de 8 équations et 8 inconnues via (5.23).
2. Nous obtenons a;, i € {9, 10, 11, 12} en utilisant Vombre S :

nous obtenons Bz, By, Bi1, Bis en utilisant MAGMA et la formule : S = C3\C;
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nous résolvons un systéme de 4 équations et 4 inconnues via (5.24).

Remarque 5.6 (Avantages de la méthode de U'ombre)
— B; =0 sauf si i =n/2(mod4) |25, Th.5|.
— Le calcul de B; nécessite seulement le calcul des A; et du nombre des mots de code de
poids ¢ pour C’OL, mais pas le calcul de S.
— Les A; et les B; peuvent étre calculés indépendamment.

Cependant, le calcul de Ajg pour le deuxiéme code c.a.d. de longueur 102 a pris 38 jours sur un
Intel-Pentium IT 400 MHz (processeur dual), donc cette méthode n’est pas efficace pour le calcul
des énumérateurs des poids des codes de longueurs supérieures 4102.

5.3.5 Comparaison des différentes méthodes utilisées

Pour une partie de nos codes, la méthode générale décrite en section 5.3.2 est plus rapide que
la méthode de 'ombre, méme si cette derniére s’applique a tout codec.a.d. de longueur n < 102.
Pour trois codes c.a.d. de longueur 98, la dimension k4,5 du code A/B (défini par le théoreme
5.4) est égale a 1 ou 6 (cf. la relation (5.22)), donc on obtient immeédiatement les polynomes
énumérateurs.

Sin > 102 la méthode générale donne en plus les polyndomes énumérateurs du codec.a.d.
[110, 55, 10], de quatre codes c.a.d. de longueur 112 et d’un code c.a.d. de longueur 120 (228
translatés en (5.21)). Le premier cas spécial en section 5.3.3 s’applique aussi a six codes.

Les distributions de quatre codes c.a.d. de longueur 112 ou 120 n’ont pas pu étre calculées
par ces méthodes (voir la Section B.1). Ces distributions peuvent étre calculées en com-
binant la méthode de l'ombre et le calcul du nombre des mots de petits poids via
I’Algorithme décrit en Section 6.4
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Codes duadiques

La famille des codes duadiques, qui contient les codes résidus quadratiques (QR), a été
introduite en [62] par Leon et al. Leurs distances minimales (pour des longueursn < 241) ont
été données en [86] via un algorithme probabiliste. Une autre famille intéressante liée aux codes
QR, les codes quadratiques doublement circulants (QDC), a été introduite par Pless surFs [81]
(voir aussi Beenker [7]) et par Karlin [49] surFy et a été géneéralisée par Gaborit sur F, [35].

Les codes duadiques (surtout la sous-famille des codes QR) et les codes QDC contiennent
beaucoup de codes qui ont les meilleurs paramétres connus & ce jour. Si ces codes sont auto-duaux
extrémaux, la distribution des poids est fixée, mais pour la plupart des codes auto-duaux non-
extrémaux seulement leurs distances minimales sont connues. Dans ce chapitre nous étudions la
distribution des poids de ces codes. Plus précisément, nous donnons les distributions des poids
de tous les codes XQR (QR étendus) de longueurn < 152 (sauf si n = 138). Nous avons aussi
calculé les distributions des poids de quelques codes QDC avec une bonne distance minimale.
Dans le cas ternaire, on calcule les distributions des meilleurs codes QDC et XQR pourn < 96.

Nos résultats sont basés sur le calcul du nombre des mots de poids pas trés grand de ces
codes. Cela est fait via un algorithme parallélisé qui a pour noyau une méthode de calcul bien
connue dans le cas des codes auto-duaux et qui est plus rapide que MAGMA [71]. On déduit par
la suite ’énumérateur des poids via des méthodes classiques.

Pour une simple comparaison avec d’autres classes de codes, notons que, dans le cas binaire,
les distributions de tous les codes BCH primitifs de longueurn < 128 sont connues |26, tandis
que celles des codes XQR de longueur 74 ou 90 n’étaient pas connues auparavant.

Le chapitre est organisé de la maniére suivante : les Sections 6.1 et 6.2 servent pour le rappel
des définitions et des propriétés des codes étudiés. En Section 6.3 nous rappelons les méthodes
classiques de calcul des polynémes énumérateurs pour les codes auto-duaux et formellement auto-
duaux de poids pairs. En Section 6.4 nous décrivons l'algorithme de calcul du nombre de mots
de poids donné dans un code linéaire de paramétres [n, k, d], tel que n = 2k. Enfin, en Section
6.5 nous listons les résultats connus et ceux que nous avons obtenus.

Les résultats numériques sont listés en Annexe : en Section C.1 nous donnons le nombre des
mots de code de petit poids pour les codes que nous considérons ; enfin nous listons en Section
C.2 les énumérateurs des poids de tous les codes XQR binaires de longueur74 < n < 152 (sauf

87



Chapitre 6. Codes duadiques

pour n = 138) et de quelques codes QDC, ainsi que de tous les codes ternaires XQR ou QDC de
longueur 72 < n < 96.

6.1 Codes duadiques et résidus quadratiques

Dans cette section nous rappelons les propriétés de base des codes duadiques et QR. Pour
plus de détails voir [85] et [86]. Les codes duadiques forment une famille infinie de codes cycliques
de parameétres [n, (n + 1)/2] et [n, (n — 1)/2] qui contient les codes résidus quadratiques dont
la longueur est un nombre premier. Par la suite nous allons utiliser des résultats présentés au
Chapitre 1.

Définition 6.1 Considérons un code C' de longueur n sur Iy et les colonnes du code indexées

n—1
par0, 1, ..., n—1. Un mot de codey = (Y0,Y1,---,Yn—1) est de poids pair si Y y; =0 dans Fy,
i=0
et de poids impair autrement.
Un code est dit pair st tous les mots du code sont de poids pair; le code est ditimpair s%l

contient au moins un mot de poids impair.

L’ensemble £ des mots de poids pair dans R, (les classes des polynémes dansF,[z] modulo 2™ —1)
forme un code cyclique [n, n — 1] dont le code dual £ est le code a répétition d’idempotent

générateur :
1
jlx) = ;(1+x+x2+...+x”*1).

Par conséquent £ a pour idempotent 1 — j(x) (voir [41, th.5.23, p.59]). Les codes duadiques
peuvent étre définis en termes d’idempotents ou de classes cyclotomiques. Il y a quatre codes
duadiques de longueur n, qui se divisent en deux couples : un dit pair et 'autre impair. Soient
Cy = (e1(x)) et Co = (ea(x)), ou e1(z) et ez(z) sont les idempotents de poids pair associés aux
codes cycliques Cy et Cy. Alors C] et Co forment la paire des codes duadiques pairs si :

e1(z) +ex(x) =1 —j(x),
et s’il existe un multiplicateur pq ( a < n, p.g.c.d.(a, n) = 1, voir la définition 1.14) tel que
Cig =Co et Cou, = Cy.

Par ailleurs, cela implique que C1 N Cy = {0}, C1 + Co = &, n est impair et C; et Cy sont
chacun de dimension ”T_l On peut associer & Cy et Cy la paire des codes duadiques impairs
Dy = (1 —ey(x)) et Dy = (1 —ey(x)).

Les codes duadiques peuvent aussi étre définis en termes de classes cyclotomiques modulog.
Soit C et Cy une paire de codes duadiques de poids pair et d’ensemble de définitionT; = {0}USy,
resp. Th = {0} U So, o1 S1 et Sz sont des réunions de classes cyclotomiques non-nulles modulog.

Sachant que p, interchange C et Cy, et que C et Cz sont de dimension "Tfl, on déduit :

Jda < n, p.g.cd.(a, n) =1, Sipuq = Sa, Sopq = S1, S1NS2 = 0 et S1USy = {1, 2,...,n— 1}.
(6.1)
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Définition 6.2 Soient Sy et So deuz ensembles qui vérifient les conditions (6.1) — appelés

partition de n par p,. Un code cyclique est appelé duadique (D) s’il a pour idempotent un des

quatre polyndmes suivants :

= Z:vi, Zm 1+ei(z) ou 1+ ex(z). (6.2)

€51 1€S52

Parmi les propriétés des codes duadiques nous rappelons ici les suivantes (voir [85] et [86]) :

1.

Il existe des codes duadiques de longueur n sur [, si et seulement si il existe un multipli-
cateur qui donne une partition den, donc si et seulement si g est un résidu quadratique

modulo n.

. Si n est un nombre premier p = 41 (mod8), en prenant S; Iensemble @ des résidus

quadratiques non-nuls modulon, Sy 'ensemble N des non résidus quadratiques modulon
et a € N arbitraire, les conditions (6.1) sont satisfaites. Par conséquent,les codes QR de
longueur n premier sont des codes duadiques.

Les codes duadiques binaires de longueur n existent si et seulement si

n= Hp?i, p; = £1 (mod 8) et premier, V.

Les codes duadiques ternaires de longueur n existent si et seulement si

n = Hp;“, p; = £1 (mod 12) et premier, V.

[62] Soit n = ]_[p“-”, pi = £1(mod8), Vi et définissons € = n (mod8). Les codes dua-

diques d’ 1dempotents € + e; sont de dimension %51 et ceux d’ idempotents = e 4 ¢; sont
de dimension 2+, ou i e {1, 2}.

. |62| Tout code binaire cyclique étendu auto-dual est un code duadique.En particulier, les

codes RM((m — 1)/2,m) avec m impair sont des codes duadiques.

. Soit D1 et Dy une paire de codes duadiques impairs de longueurn sur ;. On peut définir

une eztension spéciale utilisée pour les codes duadiques. Supposons qu’il existe une solution
v € F, de équation 1+ v?n = 0. Pour C un code linéaire, on définit C = {¢|c € C} :

C=(C0,Cly---sCn-1,Co0); OUC=(Co,C1y...,Cn_1) €t Coo = —*chi.

Alors :

— Si p—1 donne la partition pour les codes D1 et Da, alors ﬁ et DNQ sont auto-duaux.

— Si Dip—1 = Dy, alors ZA?; et 52 sont le dual 'un de l'autre.

Dans le cas binaire, si ﬁ est auto-dual, alors DNl est de Type II si n = —1 (mod 8) et de
Type I sin =1 (mod8).
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6.2 Codes quadratiques doublement circulants

Dans cette section, nous présentons une classe de codes obtenus par une construction dou-
blement circulante (voir la définition 2.12) en utilisant les résidus quadratiques.

Par la suite, nous désignons par K le corps Fa ou F3. Soit r, s et ¢ des éléments de K et soit p
un nombre premier. Nous notons par Qp(r, s,t) = (¢i;) la matrice p x p sur K, dont les lignes et
les colonnes sont indexées pari, j € {0, 1, 2, ..., p — 1}. Les entrées ¢;; sont définies en termes
de résidus quadratiques et par la fonction x (qui n’est pas nécessairement un caractére) :

r, sit=0,

x(@) =4 s, siie€qQ,
t, si1€e N.
Nous définissons
qi; = x(j —1).

Remarque 6.1 Selon la définition 2.10, la matrice Qp(r, s,t) est circulante. Si p n’est pas pre-

mier, une construction analogue [35] ne produit plus une matrice circulante.

Définition 6.3 Pour tout o, 8 et v dans K, un code est quadratique doublement circulant

(QDC) si sa matrice génératrice est l'une des deux matrices doublement circulantes suivantes :

Pp(r’svt) = (I | Qp(r,s,t)) (6.3)
1‘0---0‘@‘ 3.8
Byrsit) = | K (6.4)
P a : I © 1 Qp(rys,t) '
0 gl

On dit que les deux matrices sont en forme doublement circulante pure (6.3), resp. presque

doublement circulante (6.4).

Il s’ensuit que les codes doublement circulants sur F,, p premier, sont de paramétres [2p, p] ou
[2p + 2,p + 1]. Définissons :
B 1 sip=4k+1,
¢= —1 sip=4k+3.
On travaille toujours avec v = (3 et, sauf spécification supplémentaire, on considére § = 1 et
a = r. Les codes de matrices génératrices B,(r, s,t) peuvent étre auto-duaux ou isoduaux en

fonction de différents paramétres.

6.3 Calcul des énumérateurs des poids

Le calcul du polynéme énumérateur des poids est en général un probléme difficile. Mais dans
certains cas, le polynéme énumérateur appartient & un certain anneau algébrique. Alors il peut
étre obtenu & partir du nombre des mots de code de poids donné, poids pas trés grand.
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Dans ce chapitre nous travaillons avec quatre types de codes : de Type II, de Type I, codes
binaires formellement auto-duaux pairs et codes ternaires auto-duaux. Cette section sert & rap-
peler comment calculer les polynémes énumérateurs quand on connait certains coefficients 4;
(voir [87] pour plus de détails sur les codes auto-duaux et leurs polynémes énumérateurs).

Une attention particuliére est prétée aux codes de Type I, car 'introduction du codeombre
permet de calculer moins de coefficients A; pour déduire I’énumérateur des poids. Nous allons
montrer qu’en fait le poids maximal est trés prés de la valeur correspondante pour les codes de
Type II.

Par la suite nous serons amenés & utiliser les énumeérateurs de poids suivants :

1. I’énumérateur des poids du code a répétition [2, 1,2] (code de Type I) :
Wi(z, y) = 2* +y°, (6.5)
2. Pénumérateur du code de Hamming étendu [8, 4, 4] (code de Type II) :
Wa(z, y) = 28 + 1day? + o8, (6.6)
3. 'énumérateur du code de Golay [24,12, 8] (code de Type II) :
Wi(x, y) = z2* + 75921098 + 2576212y1% 4+ 759256 + ¢4, (6.7)
4. Vénumeérateur du code ternaire [4,2, 3] (code de Type III) :
Wiz, y) = z* + 8zy?, (6.8)
5. 'énumérateur du code de Golay ternaire [12,6,6] (code de Type III) :
Ws(z, y) = 212 4 26425 + 44023y° + 2492 (6.9)

Nous allons d’abord rappeler que les énumérateurs des poids des codes étudiés dans ce chapitre

peuvent étre exprimés en fonction des énumeérateurs listés précédemment.

Définition 6.4 Soit g1(z,y) et g2(z,y) deuz polynémes homogenes de degrés ri, resp. r2, avec
r1 et ro diviseurs d’un entier n. Soit R l'ensemble des paires (i,7) (i,7 > 0 entiers) de solutions
de I’équation r1i + roj = n. Alors le polynoéme homogéne de degrén :

> aigi(@,y) ga(x,y) (6.10)
(i,J)eER

est une combinaison linéaire de g1(x,y) et ga(x,y).

Théoréme 6.1 [38]

1. ’énumérateur des poids de tout code auto-dual binaire de Type I est une combinaison li-
néaire de Wi et Wy ;

2. lénumérateur des poids de tout code auto-dual binaire de Type Il est une combinaison
linéaire de Wy et Wy ;
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3. U'énumérateur des poids de tout code auto-dual ternaire de Type III est une combinaison
linéaire de W4 et Ws.

Remarque 6.2 Tous ces polyndomes, ainsi que les énumérateurs des poids correspondants restent
inchangés sous ’action d’un groupe, différent selon les cas. Ils sont appelésinvariants. Pour plus
de détails sur la théorie des invariants voir [70, Ch.19].

Le calcul se réduit a la résolution d’un systéme d’équations dont les inconnues sont les variables
a; dans (6.10), en fonction du nombre A; de mots de poidsi. On préfere que le systéme a résoudre
soit triangulaire supérieur, par conséquent on choisit de modifier un des deux invariants comme
suit :
4_
1. Wi(z,y) = w = 22y%(2? — 4?)? remplace Wy pour les codes de Type I;
Wa(a,y)? —Ws(z,
2. Wi(z,y) = L y)42 ale) -

3. Wi(z,y) = w = y3(23 — 3)3 remplace W5 pour les codes de Type III.

Y
rhyt(x* — y*)* remplace W3 pour les codes de Type II;

Tous ces remarques conduisent au résultat suivant :

Théoréme 6.2 Les polynémes énumérateurs des poids admetient une écriture comme suit :

1. sile code C est binaire de Type I ou formellement auto-dual pair :

Ln/8]
Wolz,y) = > ai(a® + )2 {2’y (@ — y*)*}
=0
il suffit de calculer les |n/8|+1 premiers coefficients Az; (i.e. jusqu’au poids2|n/8| ~n/4)
pour déduire We.

2. sile code C est binaire de Type II :
[n/24]

Wole,y) = D ai(a®+ 1a'y" + %) 2oty (! - y*)'}
1=0

il suffit de calculer les |[n/24| + 1 premiers coefficients As; (i.e. jusqu’au poids 4|n/24| ~
n/6) pour déduire We.
3. sile code C est ternaire de Type III :
[n/12] o ‘ '
Wolz,y) = Y ai(a +8ay®) 2 {yP (@ — y*)*}
i=0
il suffit de calculer les |n/12| + 1 premiers coefficients As; (i.e. jusqu’au poids 3|n/12| ~
n/4) pour déduire We.

Nous allons approfondir ’étude des codes binaires de Type I en utilisant le codeombre, qu’on a
déja présenté en Section 5.3.4. On montrera que cela nous permet de calculer seulement environ
n/24 coefficients, comme dans le cas des codes de Type II.
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6.3. Calcul des énumérateurs des poids

Le polyndéme énumérateur du code ombre S est lié au polynéme énumérateur de C' par les
coefficients a; car :

[n/8]
Ws(z,y) = Y ai(=1)22 % (zy)2 ¥(a* —y")¥ = 2" + Bie" 'y + ...+ Boy".  (6.11)
=0
La formule précédente implique que les seuls coefficients de.S qui peuvent étre non-nuls sont
les B; avec i = ss(mod4), ou ss = n/2(mod4). La forme particuliere du polynome xy dans
la formule (6.11) implique aussi que les coefficients Bgsy4i, 0 < @ < [n/8], de Wy fixent les
inconnues a|, /g, 0 <1 < |n/8].
Le code Cp étant donné par la Définition 5.4, notons que S = Cy-\C (voir Théoréme 5.10),
donc I’énumérateur des poids de S peut étre calculé par

WS(-’L‘,y) = WC&-(mvy) - WC(xvy)v

avec 4 peu prés la méme complexité que We.

Supposons maintenant qu’on soit capable de calculer le nombre de mots d’'un code de rende-
ment 1/2 jusqu’au poids 2m, donc de déduire les coefficients aq, ..., ap,. Il nous reste a déter-
miner A|n/8s -+ Am+25 Gm+1 via le code ombre. Cela demande le calcul de Bgg, Bssa4, - - -,
Bsia(|n/8)—m—1) et implique que ss + 4([n/8] —m — 1) soit d’ordre (et plus petit que) 2m.
Ensuite on a :

2m = [(ss+4|n/8] — 4)/3].

Enfin 2m est d’ordre n/6, la méme approximation étant obtenue pour les codes de Type II.
Exemple : Soit C' un code auto-dual de Type I de longueur 90. Le nombre de variables a;
nécessaires pour le calcul de We est 14 [90/8| = 12 (ag est toujours 1), ss = 1 et 2m = 14. Le
nombre de mots de C' de poids 2, 4,..., 14 donne les coefficients a1, as, ..., a7y et le nombre de
mots de S de poids 1, 5, 9 et 13 donne les coeflicients a11, a1g, ag et ag. Par exemple, pour le
code duadique de longueur 90 et S; = {0, 1, 3, 5, 13} on trouve B; = 1, Bs = Bg = 0, B3 = 89.

Corollaire 6.1 (Bornes sur la distance minimale) Soit C[n,n/2] un code auto-dual ou formel-
lement auto-dual de distance minimale do. Les bornes connues pour la distance minimale sont

([87] ou [84, p. 138]) :
1. si C est binaire de Type I :

g < VAl 4, sin#22(mod 24),
“=\ 41246, sin=22(mod24);

2. 51 C est binaire de Type IT :

3. st C est binaire formellement auto-dual :

de <2 3| +2;
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4. si C est ternaire de Type III :

do <3|

S EJ-}-&

Définition 6.5 Un code auto-dual qui, selon son type, atteint une des précédentes bornes, est
appelé extrémal. Un code est optimal si son poids minimum est le plus grand connu pour sa

longueur et sa dimension.

Soulignons que si le code est extrémal, son polyndéme énumérateur est unique et donc fixé par
la théorie des invariants. C’est pour cela que nous ne nous intéressons dans ce chapitre qu’a des

codes non-extrémaux.

6.4 Un algorithme de calcul du nombre des mots de poids donné

La section précédente nous a montré que le calcul du polynéme énumeérateur des poids se
réduit au calcul d’'un nombre suffisant des mots de petit poids. Pour le comptage des mots de
poids w fixé nous utilisons un algorithme qui est usuellement employé pour des codes auto-duaux.

Si C[n, k, d] est un code linéaire sur F, avec n = 2k, on calcule deux matrices génératrices de
C,G' = (I'A) et G" = (A", I"), ayant des ensembles d’information disjoints de rang maximal,
i.e. les deux matrices diagonales I’ et I” sont toutes les deux de rang k. Les matrices G’ et G”
existent toujours si C' est auto-dual; de méme pour tous les codes non auto-duaux que nous
considérons dans ce chapitre.

Pour 1 <4 < k notons par G} et G/ la i-éme ligne de G’, resp. G”. Pour déterminer le nombre

de mots du code de poids w nous comptons :

1. pour tout t tel que 1 <t < w/2 et tous les a; € [y, le nombre de mots ¢ de poids w qui

sont des combinaisons linéaires de ¢ lignes de G’ :
! / !/
c = a1Gy, +axGy, + -+ aGy,

2. pour tout ¢ tel que 1 <t < w/2 et tous les a; € [y, le nombre de mots ¢ de poids w qui

sont des combinaisons linéaires det lignes de G :
1 1 1
c=a1Gy +axGy, + -+ aGy,

Cette méthode a été généralisée par Zimmermannet al. 9] pour le calcul de la distance minimale
des codes linéaires, pour toutes valeurs de k et n. L’adaptation au calcul du nombre de mots de
poids donné des codes binaires ou ternaires de rendement 1/2 est due & A. Wassermann et est
présentée par la suite.

Pour une sélection fixée i1, 49, ..., 7; de lignes de la matrice génératrice, nous devons tester
toutes les combinaisons linéaires a1Gy, + a2Gj, + -+ + a;Gj, et a1G} + axGy, + - + a; G,
avec a; € Fy, 1 < i < t. Comme on peut fixer a; = 1, cela réduit a (g — 1)!=1 le nombre des
combinaisons & tester pour chaque sélection det lignes. Le nombre des mots ainsi obtenus sera

par la suite multiplié par (¢ — 1).
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6.5. Résultats numériques

La génération de toutes les combinaisons det lignes i1, i2, ..., i a partir des k lignes de G’,
resp. G, est réalisée via lalgorithme revolving door dit & Nijenhuis et Wilf [79]. Comme toute
énumération suivant le Code de Gray, & chaque pas on change seulement une ligne de I’ensemble
{i1, 12, ..., it}

La suite de t-uplets ainsi obtenue posséde la propriété clef que la combinaisoniy, i, ..., it
de lignes de la matrice génératrice est visitée aprés que exactement :

(1) () () () o

autres combinaisons ont été visitées (voir Liineburg [67]).

Cela permet une parallélisation facile du probléme : pourl < ¢ < w/2 on partage le calcul
de (]:) pas d’énumération en L(f) /T| gros morceaux de taille T'. Par conséquent, la r-iéme tache
pour 1 <r < L(’;) /T | commence au pas d’énumération (r — 1)T". La formule (6.12) nous permet
de déduire facilement la combinaisoniy, @2, ..., % des lignes de la matrice génératrice en fonction
de m et t. Pour la distribution des taches on utilise autoson de McKay [69].

Cet algorithme est beaucoup plus rapide que la méthode de calcul employée par MAGMA [71]
via la commande NumberOfWords. Cette méthode agissant pour des codes arbitraires, on utilise
par défaut seulement un ensemble d’information. Cela signifie que MAGMA énuméreO((f]))
mots de code, alors que pour notre méthode (adaptée aux codes de longueurn = 2k) seulement
O((w%)) pas sont nécessaires. De plus, I'algorithme peut étre parallélisé sur un nombre arbi-
traire d’ordinateurs. Les résultats donnés ici ont été obtenus par des calculs simultanés sur40

ordinateurs. Enfin, notre implémentation semble étre au moins deux fois plus rapide que celle de

MAGMA, version V2.9-6.

6.5 Reésultats numériques

Dans les tables présentées dans cette section, nous listons en premier la longueur et le type
des codes. Si ’énumérateur des poids est connu, on donne la méthode de calcul :

1. “ex” signifie que le code est extrémal, donc d’énumérateur connu;

2. “M” signifie que ’énumérateur est calculable avec Magma ;

3. “¥%7 désigne un résultat que nous avons obtenu, et qui n’était pas connu auparavant ;
4. “7 désigne un résultat inconnu.

Dans la liste des codes binaires tels que n < 152, seul ’énumérateur du code de longueur 138
n’est pas encore calculé. Pour les codes ternaires nous indiquons seulement notre contribution.
Pour les résultats détaillés voir I’Annexe C.
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Codes binaires

n |l ¢ | We |
8 XQR ex.
18 | XQR M
24 | XQR M
32 | XQR&D | ex. & M
40 | QDC ex.
42 | XQr M
48 | XQR ex.
50 D M
56 | QDC ex.
64 | QDC ex.
72 | XQR M
74 | XQR&D | x
80 | XQR ex.
88 | QDC ex.
90 | XQR&D
98 | XQR
104 | XQR ex.
108| QDC N
114 | XQR&D |
120 | D& QDC *
128 | XQR&D | *
138 | XQR -
152 | XQR&D | *

Codes ternaires

o] ¢ W]
72 XQR

84 | XQR&QDC | «
88 QDC X
96 QDC *
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A

Distances minimales des codes EBCIH-

A.1 Résultats et méthodes utilisées

Dans cette section nous listons les distances minimales (connues auparavant ou nouvelles) et
les méthodes utilisées pour les obtenir, a I’exception de la construction carrée modifiée (a laquelle
sera largement consacrée la section suivante). Dans les tableaux suivants, les parameétres sont :

1. 4, la distance construite du code BCH ;

2. k, la dimension du code BCH* correspondant ;

3. d désigne une borne supérieure ou la distance duale du code BCH"; elle reste inchangée
par le passage au code EBCH',

Le symbole ** désigne une borne de Schaub atteinte. Les résultats sont marqués par M g’ils
sont obtenus avec Magma, par A si c¢’est 'algorithme Canteaut-Chabaud qui a été utilisé et par
“we” si on connait le polynéme énumérateur, tandis que “monotonie” signifie que le lemme 4.1
est utilisé. Pour plus de détails voir les Sections 4.1 et 4.5.
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Anneze A. Distances minimales des codes EBCH-

Longueur 255

’ 4] ‘ k ‘ d ‘ Remarques | Méthodes utilisées | Borne de Schaub

3 128** | dist min we, M 128
5 16 | 112** | dist min we, M 112
7 24 | 96** dist min we, M 96
9 | 32 96 dist min we, M, [89] 88
11 | 40 | 64*%* dist min we, A, M 64
13 | 48 | 64** dist min we, A, M 64
15 | 56 64 dist min [91] 60
17 | 64 60 borne sup A 42
19 | 68 60 borne sup A 42
21 | 76 56 borne sup A 40
23 | 84 48 borne sup A 32
25 | 92 48 borne sup A 32
27 | 100 48 borne sup A 32
29 | 108 40 borne sup A 28
31 | 116 36 borne sup A 26
37 | 124 36 borne sup A 22
39 | 132 32 borne sup A 22
43 | 140 28 borne sup A 20
45 | 148 26 borne sup A 20
47 | 156 | 16** | dist min (A ou M)+|2] 16
51 | 164 | 16** dist min A, monotonie 16
53 | 168 | 16** dist min A, monotonie 16
55 | 176 16 dist min monotonie

59 | 184 16 dist min monotonie

61 | 192 16 dist min we

63 | 200 12 dist min we

85 | 208 12 dist min we

87 | 210 12 dist min we

91 | 218 | 10 | dist min M, we

95 | 226 8 dist min M, we

111 | 234 6 dist min M, we

119 | 242 4 dist min M, we

127 | 246 4 dist min M, we
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A.1. Résultats et méthodes utilisées

Longueur 511

4] ‘ k ‘ d ‘ Remarques | Méthodes utilisées
3 9 | 256 | dist min M

5 | 18 | 240 | dist min M

7| 27 | 224 dist min M

9 | 36 | 196 | dist min M

11| 45 | 192 dist min M

13 | 54 | 184 | borne sup A

15 | 63 | 168 | borne sup A

17 | 72 | 164 | borne sup A

19 | 81 | 128 | borne sup A

21| 90 | 128 | borne sup monotonie
23 | 99 | 128 | borne sup monotonie
25 | 108 | 128 | borne sup A

27 | 117 | 112 | borne sup A

29 | 126 | 112 | borne sup A

31 | 135 | 108 | borne sup A

35 | 144 | 108 | borne sup A

37 | 153 | 64 | borne sup A

39 | 162 | 64 | borne sup monotonie
41 | 171 | 64 | borne sup A

43 | 180 | 64 | borne sup monotonie
45 | 189 | 64 | borne sup monotonie
47 | 198 | 64 | borne sup monotonie
51 | 207 | 64 | borne sup A

53 | 216 | 64 | borne sup A

55| 225 | 64 | borne sup A

57 | 234 | 82 | borne sup A

59 | 243 | 56 | borne sup A

61 | 252 | 56 | borne sup A

63 | 261 | 70 | borne sup A

73 1270 | 66 | borne sup A

75| 273 | 64 | borne sup A

77 1282 | 62 | borne sup A

79 1 291 | 48 | borne sup A

83 | 300 | 54 | borne sup A

85 | 309 | 52 | borne sup A
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Anneze A. Distances minimales des codes EBCH-

’ ) ‘ k ‘ d ‘Remarques ‘ Méthodes utilisées

87 | 318 | 32 | borne sup A

91 | 327 | 32 | borne sup A

93 | 336 | 32 | borne sup monotonie
95 | 345 | 32 | borne sup monotonie
103 | 354 | 32 | borne sup monotonie
107 | 363 | 32 | borne sup A

109 | 372 | 28 | borne sup A

111 | 381 | 28 | borne sup A

117 | 390 | 26 | borne sup A

119 | 399 | 24 | borne sup A

123 | 408 | 22 | borne sup A

125 | 417 | 20 | borne sup A

127 | 426 | 16 | borne sup A

171 | 435 | 16 | borne sup A

175 | 444 | 14 | borne sup A

183 | 453 | 8 dist min M-+monotonie
187 | 462 | 8 dist min M+monotonie
191 | 471 | 8 dist min M--+monotonie
219 | 480 | 8 dist min M+monotonie
223 | 483 | 8 dist min M

239 | 492 | 6 dist min M

255 | 501 | 4 dist min M

A.2 Décomposition LTSC

Dans les tableaux suivants, les paramétres sont :

1.
2.
3.

100

J, la distance construite du code BCH;
k, la dimension du code EBCH" correspondant ;
Ainax

(obtenue dans tous les cas en utilisant Magma [71]) ;

designe une borne supérieure de la distance duale (en italique) ou la distance duale

. A et B sont les codes obtenus par la décomposition LTSC du code EBCH(n,d) mis en

ordre standard des bits;

(A/B,Z/\E) est le code obtenu en considérant le complément de EBCH" par la somme
directe B ® B ;

I’avant-derniére colonne dans nos tables indique le nombre de colonnes nulles dans une
matrice génératrice du code (A/B, A/B). Son importance a été analysée en Section 4.2 ;

la derniére colonne donne ’ordre du plus grand code de Reed-Muller contenu dans
EBCH"(n, ). Son importance a été analysée en Section 4.4.



A.2. Décomposition LTSC

Pour toutes les longueurs, les valeurs en italique sont des bornes supérieures et non pas des
distances minimales exactes. En troisiéme colonne une notation du type 106(108) signifie que
la borne 108 obtenue par ’algorithme probabiliste & été affinée par la borne 106, obtenue par
la LTSC. Par contre, en sixiéme colonne, c’est 1’algorithme probabiliste qui donne une borne
meilleure ; par exemple, dans le code [512,101, 32(28)] un mot de poids 28 a été trouvé par
Palgorithme probabiliste. De plus, quand on note [512, 76,22 — 24], cela signifie qu’on a prouvé

par Magma que la distance minimale appartient & l'intervalle[22, 24].

Les codes marqués par “x” sont des codes de Reed-Muller, a une ligne de la matrice génératrice

pres. Par exemple, (64,7 + 1, 28]* signifie que G est la matrice génératrice du code RM[64, 7, 28],

a une ligne prés.

Pour plus de détails voir la Section 4.5.

A.2.1 Longueur 32

o | k|dn| A | B |(4/B,A/B) | ub. col nulles | RM |
6 | 16 | [16,5,8* | [16,1,16]* | [32,4,16] 2 1
11| 12 | [16,10,4] | [16.1,16]* | [32,9,12] 1
16| 8 |[16.114* | [1658* | [32,6.9] 10 2
11]21] 6 [[16152]* | [16,6.6] 32,9,6] 12 2
15| 26| 4 |[16152]F | [16,114]* | [32.4.4] 22 3
A.2.2 Longueur 64
ok dh] A ] B | (A/B,A/B) | nb. col. nulles | RM |
3 [ 7| 32 [[326,16 | [321,32]F | (64,532 2 1
5 | 13] 24 | [32,128] | [32.132]F | [64,11,24] 2 1
7 119 16 | [32,16,8 | [32,3,16] | [64,13,16] 6 1
o [25| 14 | [32224] | [32,3.16] | [64,19,14] 6 1
11] 28] 14 | [32,22.4] | [32.6.16]F | [64,16,14] 12 2
13 ] 34| 12 [[32.264* | [32.8,12] | [64,18,12] 16 2
1540 | 8 | [32.264]% | [32,148] 64,12,8] 28 2
o1 |46 | 8 | [32.312] | [32,158] 164,16,8] 30 2
23 |48 | 6 | [32,3L2] | [32,16-1.6]* | [64,14,6] 34 3
o7 | 54| 4 | [32312] | [32,234] 164,8,4] 46 3
31 57| 4 |[323L2]| [32,264] 64,5,4] 52 4
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Anneze A. Distances minimales des codes EBCH-

A.2.3 Longueur 128

’ ) ‘ k ‘ di. ‘ A B ‘ (A/B,A/B) ‘ nb.col.nulles ‘ RM ‘
3 64 | [64,77% | [64,1,64]F | [128,6,64] 9 1
5 15 | 56 | [64,14] | [64.1,64]F | [128,13,56] 2 1
7| 22| 48 | [64,21] | [64,1,64]F | [128,20,48] 2 1
9 [ 29 | 44 [ |64,28] | [64.1,64]F | [128,27,44] 2 1
11| 36 | 32 | [64,29] | [64,7.32] | [128,22,32] 14 2
13| 43 | 32 | [64,36] | [64.7,32]F | [128,29,32] 14 9
15| 50 | 28 | [64.42* | [64.7 11,28 | [128,34,28] 16 2
19 57 | 22 | [64,49] | [64,7+1,28]* | [128,41,22] 16 2
21 | 64 | 22 | [64,49] | [64,1524] | [128,34,22] 30 2
23 | 71 | 16 | [64,49] | [64,22,16]F | [128,27,16] 44 3
27| 78 | 16 | [64,56] | [64,22,16]* | [128,34,16] 14 3
20 | 85 | 14 | [64.57]* | [64,28,14] | [128,29,14] 56 3
31| 92 | 12 | [6457)% | [64,35,12] | [128,22,12] 70 3
431 99 | 10 | (64,63 | [64,36,10] | [128,27,10] 72 3
A7 [ 106 | 8 | [64,63* | [64,42+1.8]F | [128,20,8] 86 4
55 | 113 | 6 | [64,63]* | [64,50,6] 128,13,6] 100 4
63120 | 4 [[64.63 | (64574 | [128,6,4] 114 5

A.2.4 Longueur 256

ok b, ] A ] B | (A/B.A/B) | nb.col.nulles | RM |
3 [ 9 [ 128 [[128,8,64)% [ [128,1,128]* | [256,7,128] 2 1
5 | 17 | 112 | [128,16,48] | [128.1,128]* | [256,15,112] 2 1
7 | 25 | 96 |[128,24,32] | [128,1,128]* | [256,23,96] 2 1
9 | 33| 96 |[128,32,32] | [128,1,128]* | [256,31,96] 2 1
11| 41 | 64 | [128,37,92) | [128,4,64] | [256,33,64] 8 1
13 | 49 64 [128,45,24] [128,4,64] [256,41,64] 8 1
15| 57 | 64 | [128,53,24] | [128,4,64] | [256,49,64] 8 1
17| 65 | 60 | [128,61,18] | [128,4,64] | [256,57,60] 8 1
19] 69 | 60 | [128,61,18] | [128,8,64 | [256,53,60] 16 2
ol | 77 | 56 |[128,69,16] | [128.8,64]F | [256,61,56] 16 2
23| 85 | 48 | [128,72,16] | [128,13.48] | [256,59,4] 26 2
95 | 93 | 48 |[128,80,12 | [128,13,.48] | [256,67,44] 26 2
27 [ 101 | 48 |[128,80,12 | [128,21,48] | [256,59,48] 42 2
20 | 109 | 40 | [128,88,8] | [128,21,48] | [256,67,40] 42 2
31| 117 | 96 | [128,96,8] | [128,21,48] | [256,75,56] 42 2
37 | 125 | 36 | [128,104,6] | [128,21,48] | [256,83,6] 42 2
30 | 133 | 22 | [128,104.6] | [128,29.32]* | [256,75,97] 58 3
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A.2. Décomposition LTSC

KRR A B | (A/B,A/B) | nb.col.nulles | RM |

43 [141] 28 | [128,104,6] | [128,37,32] | [256,67,28] 74 3

45 | 149 | 26 | [128,107,6] | [128,42,28] | [256,65,26] 84 3

A7 | 157 | 16 | [128,107,6] | [128,50,16] | [256,57,24] 100 3

51 | 165 | 16 | [128,1154] | [128,50,16] | [256,65,20] 100 3

53 | 169 | 16 | [128,1154] | [128,54,16] | [256,61,16] 108 3

55 | 177 | 16 | [128,1154] | [128,62,16] | [256,53,16] 124 3

59 | 185 | 16 | [128,1204]* | [128,65,16] | [256,55,16] 130 3

61 | 193 | 16 | [128,120,4% | [128,73,16] | [256,47,16] 146 3

63 | 201 | 12 | [128,1204]* | [128,81,12] | [256,39,12] 162 3

85 | 209 | 12 |[128,1272]* | [128,82,12] | [256,45,12] 164 3

87 | 211 | 12 | [128,1272% | [128,84,12] | [256,43,12] 168 1

91 | 219 | 10 |[128,1272]* | [128,92,10] | [256,35,10] 184 4

95 | 227 | 8 | [128,127.2]* | [128,00 1 18]* | [256,27.8] 200 5

111 [ 235 | 6 | [128,127.2]* | [128,108,6] | [256,19,6] 216 5

119 [ 243 | 4 | [128,127.2]* | [128,116,4] | [256,114] 232 5

127 | 247 | 4 | [128,127.2]F | [128,1204]F | [256,7.4] 240 6
A.2.5 Longueur 512

o k| dk | 4 B | (A/B,A/B) | nb.col.nulles | RM |

3110 | 256 | [256,9]* | [256,1,256]* 512,8] 2 1

5119 | 240 | [256,18] | [256,1,256]* 512,17] 2 1

7128 | 224 | [256,27] | [256.1,256]* [512,26] 2 1

9 | 37 | 196 | [256,36] | [256,1,256]* 512,35] 2 1

11] 46 | 102 | [256,45] | [256,1,256]* [512,44,192] 2 1

13| 55 | 184 | [256,54] | [256,1,256]* |512,53,18/] 2 1

15| 64 | 168 | [256,63] | [256,1,256]* 512,62,168] 2 1

17| 73 | 164 | [256,72] | [256.1,.256]* | [512,71,168(164) 2 1

19] 82| 128 | [256,73] | [256,9.128]* 512,64,128] 18 2

o1 | 91 | 128 | [256,82] | [256.9,128]* 512,73 18 2

23100 | 128 | [256,91] | [256.9.128[* 512,82 18 2

25| 109 | 128 | [256,100] | [256.9,128]* 512,91,128] 18 2

o7 | 118 | 112 | [256,108] | [256.9-1,112* |  [512,98,112] 20 2

20 | 127 | 112 |[256,117] | [256,9+ 1,112 | [512,107,112] 20 2

31| 136 | 108 | [256,126] | (256,041,112 | (512,116,108 20 2

35 | 145 | 106(108) | [256,135] | [256,9+1,112]* | [512,125,106] 20 2
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Lo k| dhe | A4 B (A/B,A/B) | nb.col.nulles | RM |
37 [ 154 | 64 | [256,135] | [256,19,64] | [512,116,6/] 38 2
39 [ 163 | 64 | [256,138] | [256,25,64] [512,113] 50 2
41 | 172 64 [256,147] [256,25,64] [512,122] 50 2
43 [181] 67 | [256,147] | [256,34,64] [512,113] 68 2
45 1190 | 64 | [256,156] | [256,34,64] 512,122 68 2
47 [199 | 64 | [256,165] | [256,34,64] 512,131] 68 2
51 | 208 | 64 | [256,174] | [256,34,64] [512,140] 68 2
53 | 217 | 64 | [256,181] | [256,36,64] [512,145] 72 2
55 | 226 | 64 | [256,181] | [256,45,64] | [512,136,6] 90 2
57 | 235 | 64(82) | [256,190] | [256,45,64] [512,145,6/] 90 2
50 | 244 | 56 | [256,190] | [256,54,56] | [512,136.,56] 108 2
61 | 253 56 [256,199] [256,54,56] [512,145,56] 108 2
63 | 262 | 56(70) | [256,208] | [256,54,56] 512,154] 108 2
73 | 271 | 56(66) | [256,217] | [256,54,56] [512,163] 108 2
75 | 274 | 56(64) | [256,217] | [256,57,56] 512,160] 114 3
77 | 283 | 56(62) | [256,217] | [256,66,56] | [512,151,67] 132 3
79 | 292 | 48 | [256.217] | [256,75.48] | [512,142,48| 150 3
83 | 301 | 48(54) | [256,217] | [256,84.48] | [512,133 48] 168 3
85 | 310 | 48(52) | [256.217] | [256,93.48] | [512,124.48] 186 3
87 319 | 32 | [256217] | [256,102,92] | [512,115,32] 204 4
o1 328 32 | [256.225] | [256,103,99 | [512,122,37] 206 4
03 337 | 92 | [256,228] | [256,109,92] | [512,119,32] 218 4
95 | 346 | 32 | [256,228] | [256,118,92 | [512,110,32] 236 4
103 | 355 | 52 | [256,237] | [256,118,99 | [512,119,52) 236 4
107 | 364 | 32 | [256,237] | [256,127,32 | [512,110,92] 254 4
109 | 373 | 28 | [256,237] | [256,136,28] | [512,101,32(28)] 272 4
111|382 | 28 | [256,237] | [256,145,28] |  [512,92,24] 290 4
117 | 391 | 26 | [256,246] | [256,145,28] | [512,101,28] 290 4
119 | 400 | 24 | [256,246] | [256,154,2/] 512,92,2/] 308 4
123 [ 409 | 22 | [256,247)* | [256,162,24] | [512,85,20-24] 324 4
125 | 418 | 20 | (256,247 | [256,171,20] | [512,76,22-24] 342 4
127 | 427 | 16 | [256.247]* | [256,180,16] |  [512,67,20] 360 4
171 | 436 | 16 | 256,255 | [256,181,16] |  [512,74,20] 362 4
175 | 445 | 14 | [256.255]* | [256,190,16] |  [512,65,16] 380 5
183 | 454 | 8 | [256,255)* | [256,199.8 512,56,14] 398 5
187 [ 463 | 8 | [256,255]* | [256,208,8] 512,47,12] 416 5
191 | 472 | 8 | (256,255 | [256,217.8] 512,38,8] 434 5
219 | 481 | 8 | [256,255]* | [256,226,8] 512,29,8] 452 5
223 | 484 | 8 | [256,255]% | [256,229.8] 512,26.8] 458 6
239 | 493 | 6 | [256,255]* | [256,238,6] [512,17,6] 476 6
255 | 502 | 4 | [256,255]* | 256,247 4]* [512,8 4] 494 7




Codes cycliques auto-duaux

Dans cette section, nous énumérons tous les codes c.a.d. de longueur n < 120 inéquivalents et non-
triviaux (voir Section 5.3.1). I désigne I’ensemble de définition du code, donné ici comme réunion de
classes cyclotomiques. Nous notons par M un polynoéme énumérateur obtenu en utilisant MAGMA, G un

résultat obtenu via la méthode générale décrite en Section 5.3.2,1, resp. 2, les cas spéciaux considérés en

Section 5.3.3 et S si on utilise le code ombre. Le symbole “~” désigne un résultat inconnu. Quand on utilise

plusieurs méthodes, la premiére est plus rapide que la deuxiéme (la deuxiéme que la troisiéme). Nous

indiquons aussi les valeurs de k4, pour tout code de longueur n > 84, comme mesure de la complexité
du calcul (voir Section 5.3.2).
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B.1 Enumération des codes

‘ Equiv. ‘ Méthodes utilisées ‘
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B.2. Distributions des poids

‘ Equiv. ‘ Meéthodes utilisées ‘ ka/p ‘
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B.2 Distributions des poids

Dans chaque tableau, la distribution des poids d’un code c.a.d. de paramétres [n, k, d] est donnée

comme indiqué ci-aprés, o A; est le nombre des mots de code de poidsi.



Annexe B. Codes cycliques auto-duaux

nkdl
Ao | As | A2
Ay | Ag | Awg
Ay | Ago | Ase

Nous donnons seulement la premiére moitié de chaque distribution carA; = A, _; pour k < i < n.

n=062 k=31 d=6 I=(0)(1)2(3)(5)(7)(11)

1 0 | 1085 | 22568 | 311333 | 8049336 | 91075985 | 326038160
0 | 155 | 5208 | 82615 | 1581000 | 31535959 | 197095024 | 417943395
n=062 k=31 d=8 I =(0)(1)2(7)2(11)2
n==62 k=31 d=8 I=(0)(1)%(5)%7)?
1]0]930| 17360 | 252743 | 8082816 | 92323580 | 321819680
00| 024025 | 1614480 | 32783554 | 192876544 | 423946111
n=062 k=31 d=10 I = (0)(1)%(3)%(5)(11)
n=62 k=31 d=10 I = (0)(1)2(3)(5)%(7)
10| 0] 2046 | 253673 | 8579746 | 90300520 | 325634540
00| 186 | 26195 | 1726390 | 31945624 | 195388164 | 419884739
n=70 k=35 d=4 I=(0)(3)2(5)2(7)

1 245 | 65170 | 5978770 | 228446855 | 3077043739
0| 2205 | 340065 | 22461894 | 616936950 | 5085164070
70 | 13790 | 1526350 | 76478710 | 1496314970 | 6569095330
n="70 k=35 d=4 I=(0)(1)(3)(5)3(7)

1 875 | 203350 | 8823850 | 200628470 | 3161244394
0| 6510 | 841650 | 23872254 | 602009730 | 5099569860
70 | 40250 | 2939650 | 65917390 | 1542412910 | 6471357970

n="70 k=35 d=6 I =(0)(3)2(5)(7)(15) |
1 35 | 8155 | 1493170 | 203070245 | 3225252485
0| 315 | 45435 | 9341346 | 650096685 | 5066814480
0 | 1687 | 247520 | 49280140 | 1629892225 | 6344325260
n=70 k=35 d=6 I=(0)(3)%5)(7)(15) |
1 35 | 8155 | 1493170 | 203070245 | 3225252485
0| 315 | 45435 | 9341346 | 650096685 | 5066814480
0 | 1687 | 247520 | 49280140 | 1629892225 | 6344325260
n=78 k=39 d=6 I=(0)(3)(7)%(13)
1| 13| 1443 | 880165 | 288612571 | 12504256869 | 78830706591
0| 0 9126 | 7686627 | 1262928969 | 28469649429 | 96501446535
0 | 117 | 82719 | 52793169 | 4431965967 | 52526886633
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B.2. Distributions des poids

n=284 k=42 d=4 I = (0)2(1)(3)2(5)%(7)2(9)

1 1554 1860705 505262072 | 69887628258 | 697484864076
0| 12768 7517440 | 2011454592 | 165503767296 | 767373824832
21 | 83314 | 29991549 | 7461354552 | 324140581674
224 | 424416 | 122806656 | 24671188864 | 523507543104
n=84 k=42 d=4 I=1(0)%(1)(3)3(5)3(7)%(9)
1 1218 1195425 485243640 | 70118324514 | 697926886188
0 7056 6070400 | 1984726464 | 165334780800 | 768399402336
21 | 35938 | 27458109 | 7503526584 | 323448956138
168 | 208872 | 116186784 | 24876301856 | 522993644208
n=284 k=42 d=4 I =1(0)%(1)2(3)3(5)%(7)%(9)
1 13902 | 14747733 | 1396887912 | 65734567794 | 706594138068
0 | 105840 | 55733888 | 3454118976 | 157611758976 | 781027337376
105 | 656782 | 183952461 | 8853684456 | 316732978562
1512 | 3373992 | 535065888 | 24312872864 | 523024927152
n=284 k=42 d=4 I=(0)%(1)3(3)3(5)(7)%(9)
1 210 328545 425414136 | 70496336610 | 699033966540
0 672 | 1084160 | 1977010560 | 164928933120 | 771306403776
21 | 12082 | 12019581 | 7728262200 | 321815287850
0 | 56832 | 81467904 | 25351585280 | 521518287360
n=284 k=42 d=4 I =(0)%(1)2(3)*(5)%(7)*
1 1953 2245278 721240212 | 68849380614 | 700411416558
0| 12852 | 10289888 | 2453477040 | 163005736992 | 771979417656
42 | 88249 | 46976433 | 8024077860 | 321456200576
378 | 482922 | 195593160 | 24836165480 | 523020160236
n=84 k=42 d=4 I=(0)3(3)45)*(7)?
1 3234 3225915 915438951 | 68534060805 | 709798638255
0| 20664 | 14639660 | 3102665496 | 156417769620 | 789148566240
84 | 111475 | 63880614 | 9626703381 | 310569565061
294 | 654156 | 252550410 | 26971506590 | 518177537766
n=284 k=42 d=6 I =(0)%(3)2(5)*(7)%(9)*
1 336 424284 313590536 | 70868975814 | 694496747448
0 2730 | 1704304 | 1597509144 | 168051888144 | 762650569596
0| 21112 | 9065217 | 6880884984 | 326941918044
96 | 109752 | 54532128 | 24428812576 | 524051784144
n=284 k=42 d=6 I=(0)%(3)3(5)*(7)%(9)
1 462 407568 302212932 | 71002653834 | 694684231248
0] 2520 | 1935248 | 1573365696 | 168008847216 | 763118448336
0 | 13762 | 9827181 | 6883362396 | 326628918392
42 | 82242 | 53540928 | 24521594384 | 523793035332
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n=84 k=42 d=6 1= (02(1)(3)*(5)%(7)?

1 21 55524 291237156 | 71016365406 | 694885124262
0 84 397376 | 1588243440 | 167869716672 | 763555829112
0 | 1645 | 4948713 | 6952949172 | 326360945876
0 | 8112 | 43090320 | 24611753264 | 523620503952
n==84 k=42 d=8 I =(0)2(1)4(3)3(7)%(9)
1 84 84000 200490732 | 71052111354 | 694915883508
0 126 459872 | 1582050792 | 167896934688 | 763692566580
0| 2632 | 5326461 | 6944968836 | 326302760168
0 | 14664 | 44057496 | 24618489224 | 523523337624
n=284 k=42 d=28 I =(0)2(1)*(3)*(7)?
1 840 490476 280405944 | 71454866070 | 695268056280
0 882 | 1028720 | 1510981752 | 168284717328 | 765467824428
0| 19936 | 9560817 | 6858873288 | 325639354124
0 | 109920 | 55951392 | 24678530912 | 522246394656
n=284 k=42 d=8 I =(0)2(1)3(3)*(5)(7)?
1 147 181524 310292556 | 70878494190 | 694563405690
0 756 | 1176224 | 1600114992 | 167999800416 | 762774907320
0| 5131 | 7941465 | 6900550812 | 326850756260
42 | 30330 | 52042536 | 24461501960 | 524009506860
n=90 k=45 d=4 I =(0)(1)(3)%(5)(7)(9)(15)
1 9450 | 13473945 | 1813223640 | 134549925570 | 3398737384476
0 75789 | 55369610 | 4893055965 | 389003419800 | 4858971923130
45 | 508410 | 199384461 | 13732516440 | 960741998650 | 5805038357820
945 | 2839770 | 634463865 | 42473581464 | 1981324531170
n=90 k=45 d=6 I =(0)(1)2(3)(5)(9)(15)(21)
1| 1035 771660 396777660 | 135020302110 | 3407685515226
0| 5544 | 5001395 | 1827739305 | 401074673580 | 4841492300100
0 | 19635 | 24386481 | 8750492460 | 984621157300 | 5767378825050
105 | 98955 | 98422020 | 37536240444 | 2006273314350
n=90 k=45 d=8 I =(0)(1)2(3)%(5)(9)(15)
n=90 k=45 d=8 I =(0)(3)2(5)(7)%(9)(15)
1 90 60840 253839000 | 136579092030 | 3402688124556
0| 324 494090 | 1641902985 | 402533266680 | 4841872667340
0| 1125 | 4089456 | 8764218180 | 983669295520 | 5774223013110
0 | 5805 | 33698880 | 38214655284 | 2001707619120




B.2. Distributions des poids

n=92 k=46 d=4 I =(0)%(1)3(5)

1 0 9230705 49450497536 5308318676738
0 1771 71810048 172957605194 8253282611200
23 32384 472024147 517834149888 | 10774826946446
0 138391 2592321536 | 1323428029990 | 11779745437440
253 | 1036288 | 12173390757 | 2879080866816
n=92 k=46 d=28 I:(0)2(1)4
1 0 7820736 40076129016 5347988400216
0 5152 133384176 159838165718 8241818764256
0 128018 529706744 513761216416 | 10725893263372
0 | 1537228 | 1651478752 | 1349868788360 | 11721627880172
2024 | 1303456 | 8058354865 | 2933929700240
n=94 k=47 d =12 I:(O)(l)2
1 0 713460 175954464 187722670014 8215339885456
0 0 0 1542500520 627078284520 | 13622492744520
0 | 25944 4661272 9258332600 | 1762462322168 | 19095552850440
0 0 | 18696976 | 46210744745 | 4161657460928 | 22639226329636
n=98 k=49 d=4 I = (0)(1)2(7)% or I = (0)(3)%(7)2 |
1 0 109115160 121563518370 | 16605392913634
0 158466 327770114 390873902874 | 31812060417396
98 0 2061969588 | 1182621666597 | 52694947099340
0 | 4775589 8187782155 | 3176594460620 | 75685521734424
4459 | 5764801 | 32761408344 | 7615108136664 | 92146834111962
n=98 k=49 d=4 I =(0)(1)(3)(7)?
1 237699 1027280541 201879508383 | 16280275231962
0 1750035 3641955135 467838217770 | 32193208514110
147 10739673 | 11532815567 | 1124801897093 | 54008425059582
2401 56359359 | 32824779981 | 2850045492574 | 76331495567866
26313 | 256807187 | 84641298917 | 7136052227178 | 90746960941182
n=98 k=49 d=4 I = (0)(1)2(7)(21)
1 28910 146848933 128537856734 | 16461115997690
0 175273 649193013 403745371442 | 31895117048984
98 1117501 2694359570 | 1170637962781 | 53472407893618
343 5961683 | 10531138947 | 3107048572264 | 76153598061814
4459 | 30318015 | 38153578267 | 7523488401086 | 91107066819230
n=102 k=51 d=6 I=(0)(3)(5)%(9)(17)(19)?
1 0 16218 150131080 273470729823 33237035230752 | 297983470977964
0 0 116144 1270039944 1167443713152 73051704884960 | 348018171261408
0 136 1179120 9020333280 4210404590080 | 136719099234864
17 | 1224 | 14573658 | 54066974624 | 12848063695407 | 21832651915876&8
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n=102 k=51 d=6 I=(0)(3)(5)(9)(11)(17)(19)2

1 1020 2494818 | 633593740 | 263512910463 | 33300267896952 | 297978473504284
0 | 10200 | 11915504 | 2221557144 | 1153264391232 | 73056233697200 | 348177038839968
0 | 69496 | 49878000 | 9742160760 | 4212762748480 | 136612449095664

17 | 444924 | 185947938 | 51560749964 | 12890785236687 | 218190709698168

n=110 k=55 d=10 I = (0)(1)3(5)(11)
1 0 8635 58191210 | 295899700360 |  90210198378520 | 2256803553280430
0| 11 20350 662879635 | 1583684406920 | 253023043311830 | 3483758610875092
0 0| 350735 | 6087524190 | 7164578410495 | 609286540729800 | 4650262600409470
0 | 110 | 4130890 | 46446936855 | 27528994147160 | 1262733186278025 | 5371694359511260
n=112 k=56 d=4 I =(0)5(1)'
1 38528 204063504 | 441869725304 | 138914640519536 | 5573828834412048
0 259308 1422983520 | 1595063914710 | 352521183659848 | 8157381952434064
112 | 1758912 6543623758 | 5393586983456 | 821341812891096 | 10289818749042336
392 | 10055388 | 28384660416 | 17075449225772 | 1741833277670752 | 11124583528113300
5880 | 56030520 | 115306237312 | 50531142515952 | 3315675672194893
n=112 k=56 d=4 I=(0)%(1)"%(3)*
1 10976 76870248 179873111936 | 116070021577958 | 5698123712305920
0 65100 389548992 726459687177 | 329632399197472 | 8167789171987312
28 424320 | 1945455652 | 2822921257856 | 825474818560644 | 10139386656787584
224 | 2622459 | 9362523072 | 10495435006868 | 1807707005133568 | 10897461851848824
1722 | 14706048 | 42366010792 | 36536174474016 | 3445067285711611
n=112 k=56 d=4 I=(0)%(1)'°(3)¢
1 61824 569034424 | 521362451456 | 127309905116870 | 5658665764046848
0 509796 | 2461532416 | 1755971601545 | 333310537633920 | 8178512239701328
84 | 3602432 | 10009247332 | 5529146255360 | 808764816448652 | 10205615685461504
896 | 22224251 | 38974449920 | 16378348618044 | 1764277992128512 | 10987875543117816
6874 | 119712768 | 145894188664 | 46436462144128 | 3387582961225211
n=112 k=56 d=6 1= (0)%(1)*(3)
1 4704 36764532 74641397936 | 109047338114680 | 5727172500183456
0 31948 178163832 | 360668095809 | 324871903703704 | 8165424749827912
0| 220704 | 825104896 | 1741986261344 | 831171894751800 | 10098372196991792
56 | 1258131 | 3680361048 | 7853467343036 | 1830718035281408 | 10838898741901440
840 | 7000112 | 16242238852 | 31443379911888 | 3481073914998827
n=112 k=56 d=6 I=(0)%(1)"4(3)?
1 2184 17700592 66084867632 | 109185216286538 | 5729096199693664
0 12432 79547104 | 348888945881 | 324611249807208 | 8166647909834848
0 98960 | 405850396 | 1746027619280 | 830366760194720 | 10097186737619072
56 | 711179 | 2237065376 | 7924891411920 | 1830072512601760 | 10836337135356936
406 | 3901296 | 12266839984 | 31617376658392 | 3481743584014619
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n=112 k=56 d=6 I =(0)5(1)3(3)3

1 1176 9858240 61009204928 | 109229542640974 | 5729893832476800
0 8512 52315536 | 341794164201 | 324461948048392 | 8167108845099904
0| 53376 | 293423956 | 1749851723648 | 830011407732864 | 10096682863790432
56 | 326235 | 1724200464 | 7966413234752 | 1829845444808192 | 10835298421714200
210 | 1862336 | 10326533056 | 31701780996648 | 3482080665601979
n=120 k=60 d=4 I=(0)*(1)5(3)*(5)*(7)?
1 205660 6459958575 | 24089676909390 | 15073908815471625 | 168056732014715344
0 1517520 | 28377105120 |  79254129926160 | 31546771846319952
30 10039725 | 122012187480 | 255659941531575 | 57717931330788330
560 | 59168880 | 502980933600 | 800913328847280 | 92225798295135680
3795 | 307296426 | 1950458359485 | 2360269740830820 | 128768071390771155
25872 | 1444336800 | 7060702657440 | 6326612233734000 | 157243432752002880
n=120 k=60 d=6 I = (0)*(1)%(3)*(5)*
1 28630 1184060325 |  11918910240600 | 15248630149040400 | 167471194716366184
0 180240 6587372400 |  50090807526900 | 31879738212957492
0 1525650 | 35035593900 | 200170926790170 | 58090618745804400
140 | 10077900 | 164859641520 | 722644319744400 | 92434630633864400
1380 | 51305016 | 699069058275 | 2294610160744650 | 128648094559335255
7392 | 235421400 | 2858699184600 | 6345105496867200 | 156795136288865760
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C.1 Poids minimum

Dans cette section nous donnons le nombre des mots A; nécessaires pour le calcul des énumérateurs
des poids des codes auxquels nous nous sommes intéressés. Notons qu’un espace vide dans les tableaux
signifie que le coefficient concerné n’est pas nécessaire pour le calcul des polynoémes énumérateurs. Pour
montrer Uefficacité de ’algorithme, on n’a pas pris en compte, pour les codes de Type I, les améliorations
apportées par I'utilisation du code ombre (voir Section 6.3) : ainsi, quelques coefficients de plus pourraient

C

Codes duadiques et QDC

étre supprimés des tables.

L’énumération des codes duadiques est faite suivant 1’ensemble S; des classes cyclotomiques [86].
Chaque classe cyclotomique est donnée par son plus petit représentant. Tous les codes listés ici sont
inéquivalents (voir [86] et [47]) ; toutes les distances minimales sont exactes et sont les mémes que celles
probabilistes en [86], ainsi que celles exactes obtenues en [94]. Dans tous nos tableaux, T’,'II" ou ‘iso’ dési-
gnent un code de Type I, de Type II ou isodual. La notation XQ,_;1 est pour un code résidu quadratique

étendu de longueur n et By(r, s,t) est un code QDC construit comme en Section 6.2.

C.1.1 Codes binaires
n S1 Type Poids
10] 12] 14 ] 16 18 20 22 24

741 0,1,3,5,11 I 73 | 876 | 876 | 163812 | 504576
74| 0,1, 3,5, 13 I 73 0 0 | 174324 | 515088
741 0,1,5,9,17 | iso 0| 657 | 8103 | 86724 | 1061274
74 XQr3 iso 0 0 | 8103 | 89133 | 1093905
90 | 0,1,3,5,13 I 0| 89 0| 18601 94963 | 4529833 | 14729055
90 | 0,1,3,5,19 I 0| 89 0| 18601 94963 | 4529833 | 14729055
90 | 0,1,3,11,33 | iso 0 0 0 | 14685 | 203632 | 2910567 | 30374454
90 XQso iso 0 0 0 0 | 274120 | 2819520 | 30530115
98 XQo7 iso 0 0 0| 28518 80801 | 931588 | 15038492 | 166982396

n S1 Type Poids

20 | 22 | 24 | 26

[ 108 [ Bs3(0,1,0) [ iso [ 260442 | 5804136 | 74455407 | 746650008
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n St Type Poids
16| 18] 20 22 24 26 28
114 | XQui3 | iso | 25764 0 | 450870 | 2795394 | 36685789 | 468994974 | 4741799790
114 | 0,1,3 | iso 0 | 4746 | 139216 | 2499560 | 38153885 | 473211004 | 4773745342
n S1 Type Poids
16 20
120 Bso(0,0,1) II 0| 71862
128 | 1,3,9, 11, 13, 15, 21, 27, 47 I | 94488 0
128 | 1,3,5,9, 11, 13, 15, 21, 27 I 127 | 23114
128 | 1,3,9,13, 15, 19, 21, 29, 47 I 1143 | 59563
128 | 1,3,7 9, 11, 13, 19, 21, 47 I 3048 | 57785
128 | 1,3,7, 9,11, 13, 21, 27, 47 I 127 8890
128 | 1,3,5,7,9, 13,19, 21, 29 II 1016 0
128 | 1, 3, 15, 21, 23, 27, 29, 47, 55 | 1I 127 | 25781
128 | 1,3,5,7,9,19, 21, 23, 29 I 127 | 14224
128 | 1,3,5,7,9, 11, 21, 23, 27 I 127 | 17780
128 | 1,3,7 9, 11, 21, 23, 27, 47 I 1016 | 113792
128 | 1,3,7, 9,11, 19, 21, 23, 47 I 381 | 36449
128 | 1,3,7, 9,13, 21, 27, 29, 47 I 127 | 22225
128 | 1,3,5,9, 15,21, 23, 27, 29 I 889 | 23114
128 | 1,3,9, 13, 15, 21, 27, 29, 47 I 0| 33782
128 | 1,3,5,9, 13, 15, 21, 27, 29 I 0| 26670
128 | 1, 3,9, 15, 21, 23, 27, 29, 47 I 0| 19558
128 | 1,3,9, 11, 15, 21, 23, 27, 47 I 0| 14224
128 | 1,3,7,9, 21,23, 27,29, 47 I 0| 38227
128 | 1,3,5,9,13, 15, 19, 21, 29 I 0| 22225
128 | 1,3,9, 11, 13, 15, 19, 21, 47 I 0| 22225
128 | 1,3,9, 15, 19, 21, 23, 29, 47 I 0| 21336
128 | 1,3,5,09, 15, 19, 21, 23, 29 I 0| 24892
128 | 1, 3, 11, 13, 15, 21, 27, 47, 55 | 1I 0| 21336
128 | 1,3,5,7,9, 11,13, 19, 21 I 0| 29337
128 | 1,3,5,7, 11,13, 21, 27, 55 I 0| 14224
128 | 1,3,5,7, 21,23, 27, 29, 55 I 0| 25781
128 | 1,3,5,7,9, 21, 23, 27, 29 I 0| 25781
128 | 1,3,5,7,9, 13, 21, 27, 29 I 0| 32004
128 XQ127 I 0| 56896
128 | 1,3,5,7,9, 11,13, 21, 27 I 0| 14224
n S1 Type Poids
4] 6] 8] 10 12 14 16 18
120 | 1,13,17,21 | iso | 119 0 | 6664 0 | 233240 0 | 6285818 | 8000132
120 | 1,7,11,51 | iso 0| 476 | 595 | 476 | 97342 | 242760 | 621061 | 12995752
120 | 1,7,13,17 | iso 0 0| 952 0| 28560 0| 787780 | 1000076
120 | 1,7,11,17 | iso 0 0 0 0 1428 0 1904 79968




C.2. Distributions des poids des codes XQR et QDC

n Poids
20 22 | 24 | 26 | 28 | 30
120 | cont. | 152410678 | 678868344 | 3828465501 | 26066879076 | 95327385454 | 618071235908
120 | cont. | 56207032 | 246474228 | 1749528837 | 8831883928 | 43093426089 | 214787987092
120 | cont. | 10046545 | 84857472 | 479437315 | 3275719188 | 12450412366 | 84684304628
120 | cont. 366996 2950724 33511590 325076584 | 3231268047 | 29780853844
n S1 Type Poids
22 | 24 | 26 | 28 | 30 | 32 | 34

[ 138 | XQuar | iso | 321402 | 2356948 | 21533934 | 490138050 | 6648308245 | 77865259105 | 7 |

n S1 Type Poids
20 | 24
152 | 1,3,5,11,17 | 1II 1661 | 315590
152 | 1,3,5,11,15 | 1II 755 | 290675
152 XQus1 IT | 28690 | 717230
152 [ 1,3,7,11,15 | 1I 0 | 253680
C.1.2 Codes ternaires
n S1 Poids
18 21 24
72 XQn 357840
84 XQss3 0 | 2368488
84 | By (0,1,—-1) 0 | 1259520
88 | Bas(1,1,-1) 0| 635712
96 | Bar(0,1,—1) 0 0 | 15358848

C.2 Distributions des poids des codes XQR et QDC

Dans cette section nous listons les distributions de poids de tous les codes XQR binaires pour74 <
n < 152, a ’exception de n = 138, auquel cas on n’a pas pu calculer le nombre de mots de poids34. Nous
donnons aussi les distributions des meilleurs codes connus de Type III pour des longueurs72 < n < 96
et de quelques codes QDC.

Dans les tableaux suivants, la distribution des poids d’un codeC' est donnée coeflicient par coefficient,
suivant la divisibilité du code, et du haut vers le bas. Comme dans le tableau suivant, pour les codes de
Type II on indique seulement les A; dont ¢ = 0 (mod4), commencant par i = 0.

| Clnkd |
AO A12
Ay | Ase
Ag | Az

En plus, dans le cas binaire, nous donnons seulement une moitié de la distribution car le mot1 est
dans le code, donc A; = A,,—; pour n/2 < i < n. Pour les codes de Type I ou isoduaux, nous n’indiquons
que les A;, avec i = 0 (mod 2) et dans le cas ternaire tous les A;, ¢ = 0 (mod 3).
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C.2.1 Codes binaires

XQrs [74,37, 14]

110 0 1093905 254815041 6824006274 | 24737670308
00| 8103 | 8481140 | 961185963 | 13019584383
0|0 | 89133 | 53285328 | 2871214319 | 19988042838
XQso 90,45, 18]
1]0 0| 249109665 | 136522171665 | 3403264592178
00| 274120 | 1650476520 | 402352364565 | 4842229755990
00| 2819520 | 8806726665 | 983530112015 | 5773480681050
0 | 0| 30530115 | 38261417997 | 2001805012350
X Qo7 [98,49, 16]
1 0 931588 50926874040 | 17462837266490
0 0 15038492 | 233809599765 | 33526663755928
0 0 | 166982396 | 894066458642 | 54576674050892
0 | 28518 | 1358454930 | 2860927585152 | 75458314701252
0 | 80801 | 9150616832 | 7695094033816 | 8870497025121
Bs3(0,1,0) [108, 54, 20]
1]o 260442 48988609776 |  72678166237737 | 2057126174405640
010 5804136 296249593887 192293022909528 | 2564427604488075
0| 0| 74455407 | 1505946930696 | 436002802265628 | 2759782492680368
0| 0| 746650008 | 6456853758147 | 849260837522448
0| 0| 6776021115 | 23472658198080 | 1423731100290057
XQuis [114, 57, 16]
1 0 450870 40222705272 | 130792381305999 | 9146861126267592
0 0 2795394 | 282354497019 | 410299386601373 | 13906428976796370
0 0 36685789 1670741392215 | 1108537936510704 | 18376732004342040
0 | 25764 | 468994974 | 8378734842802 | 2586605780563854 | 21121413533212377
0 0 | 4741799790 | 35791510616904 | 5223754097520833
C.2.2 Codes binaires doublement pairs
| Bso(0,0, 1) [120, 60, 20]
1 0 38266515 |  18824858869630 | 30531593455793640 | 335200293307691448
0 0| 6114942900 | 397449398883096 | 116023986363853260
0 | 71862 | 475562216745 | 4630515150103920 | 257257754706576195
XQu27 [128, 64, 20]
1 0 12886944 18071400219840 94116098389459776 | 4051982879111857536
0 0| 2935906752 | 552526728803616 | 549827720843995776 | 5193576979998072614
0 | 56896 | 320496430380 | 9491105395362624 | 1920594821540759360
XQus1 [152, 76, 20]
1 0 39390352685 542087434102295230 | 2949674479653927921105
0 28690 5498418925790 |  9222363801666354938 | 8446025592483033745430
0 717230 | 430930711970510 | 98458872937411257395 | 15840564760239843844500
0 | 164250450 | 19714914844819780 | 670740325520625252110 | 19527364659006039947448
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C.2. Distributions des poids des codes XQR et QDC

C.2.3 Codes ternaires

XQr1 [72, 36, 18]

1 0 3526708233024 | 33060319439473536 | 354030140213568
0 357840 59355639700560 | 44727780092682960 15690598310400
0 29772288 607803719012256 | 34777050459847488 230439513024
0 2688809760 3798836081510400 | 14918073393482560 701366400
0 | 125992569472 | 14443540225111008 | 3328268946790464 242112
XQss [84, 42, 21]
1 0 1352212685085528 | 26733400018682175840 | 14629832742157920
0 2368488 20473212184431552 | 29675353243188471504 381318300016752
0 284708592 202449078688331520 | 20292322166081839440 3368236422096
0 27749368752 1310283952206924240 8274112484895023040 6324380216
0 | 1592706743376 | 5538706800932028360 | 1923875803617010488 168
0 | 57955685753952 | 15191881867463438592 239704188855678792
Bai(0,1, 1) 84,42, 21]
1 0 1352235251475360 | 26733400409832932928 | 14629839379331400
0 1259520 20473152007392000 | 29675352917229507264 381316825089312
0 307996920 202449207639130560 | 20292322391745737760 3368469305376
0 27516485472 1310283726543025920 8274112355944224000 6301091888
0 1594181670816 5538707126890992600 1923875863794050040 1109136
0 | 57949048580472 | 15191881476312681504 239704166289288960
Bas(1,1,—1) [88,44,21]
1 0 1294153960207680 | 149357302340678914944 | 2082732674601397104
0 635712 25036242546864384 | 244362022826028476160 | 138180567030830016
0 120126864 321440977188929664 | 256787210074634276928 4155805506743616
0 13724386368 2750936673293043840 | 169471411253708788224 46760218984160
0 973104610368 | 15702733362100701840 68144098773399841872 137405652384
0 | 44026206285264 | 59598753754070017344 16023500794040249664 41268480
B47(0,1,—1) [96, 48, 24]
1 0 505749122830203648 | 19981992658967285787648 | 454433488827015168
0 15358848 7072363949850708480 | 19059746824746748028736 7545675935390208
0 2714166528 68123018965819051008 | 11815486076969836320768 43161251173632
0 277096863744 452631266154565769472 4635854691597632596608 53269682688
0 18611299710528 2071548979724323089408 1111643974252030120704 2075712
0 828013100655744 | 6502086773568887367168 155474680695461541888
0 | 24803529161845248 | 13891892673289405272576 11895672055160067200
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Résumé

Cette thése est dédiée a I’étude des codes linéaires binaires cycliques ou auto-duaux, en
utilisant la décomposition de leurs matrices génératrices. Cela nous améne & I'obtention des
mots de petit poids voire au calcul exact des polynémes énumérateurs. Afin de simplifier la
matrice génératrice, nous passons de l'ordre cyclique & l'ordre standard des bits. Cela nous
permet de mettre en forme carrée modifiée récursive tous les codes affines-invariants et de donner
de nouvelles bornes supérieures pour les distances duales des codes BCH binaires de longueur
512.

Par la suite, nous montrons que tout code cyclique binaire & racines multiples est équivalent
a une construction carrée. En particulier tous les codes cycliques auto-duaux ¢.a.d. ) dont
toutes les racines ont une multiplicité paire sont des sommes directes. Notre étude aboutit &
I’énumeération et au calcul des polynomes énumérateurs de tous les codes c.a.d. de longueur
n < 120. Enfin, nous étudions certains codes auto-duaux, dont les plus connus sont les codes
résidus quadratiques. En utilisant un algorithme de calcul du nombre des mots de petit poids
et la théorie des invariants, nous avons obtenu les énumérateurs des poids de tous les codes
duadiques de longueur n < 152, & une exception prés.

Mots-clés: code linéaire, polynéme énumérateur des poids, code cyclique, code auto-dual, construc-
tions carré et carrée modifiée, théorie des invariants, mot de petit poids, ordre standard.

Abstract

This thesis is dedicated to the study of binary linear codes, cyclic or self-dual, by using
the decomposition of their generator matrices. This enables us to obtain minimum-weight words
and to calculate weight enumerators. In order to simplify the generator matrix, we pass from the
cyclic order to the standard bit order. We deduce a recursive twisted squaring construction of all
affine-invariant codes and we give new upper bounds on the dual distances of binary extended
BCH codes of length 512.

On the other hand, we prove that any binary repeated-root cyclic code is equivalent to
a squaring construction. In particular, any cyclic self-dual code (c.a.d. ) with all roots even-
repeated is a direct sum. Our study succeeds by enumerating all c.a.d. codes of length n < 120
and by giving their weight enumerators. Finally, we study some classes of self-dual codes, the
most famous being the quadratic-residue codes. By using an algorithm for finding the number of
low-weight words and the invariant theory, we obtain the weight enumerators of all duadic codes
of length n < 152, up to one code.

Keywords: linear code, weight enumerator, cyclic code, self-dual code, (twisted) squaring con-
struction, invariant theory, low-weight word, standard bit order.





